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Vorrede. 


Man findet allgemein, daß die Anfangsgründe der 
arithmetiſchen Wiſſenſchaften leichter erlernt werden, als 
die der Geometrie, und der Grund hiervon liegt darin, 
daß in der Arithmetik die, theoretiſchen Unterſuchungen 
ſogleich zu praktiſchen Regeln führen, durch welche Et: 
was ſich ausführen läßt und mannichfache Aufgaben ge⸗ 
(öft werden Fönnen, Für_den Anfänger erwächſt hier 
aus ber Vortheil, daß er bald Gelegenheit erhält, ſich 
einige Fertigkeit zu erwerben und: hiermit. pie Bedeutung 
und den Einfluß der theoretifchen Gage kennen und 
würdigen zu lernen. Es iſt fiher, dag Der. Unterricht in 


— J— 


der Geometrie zu einem gleichen Erfolge führen muß, 
wenn man bei demſelben auf eine ähnliche Weiſe ver 
fährt. Hierzu ift es aber Feineöweged nothmwendig, ein 
neued Syſtem der Geometrie aufzuftellen, fondern es 
kömmt bloß darauf an, ein guted Lehrbuch, diefer Wiffen: 
(haft auf eine zwedmäßige Art zu benußen. Den geeig- 
neteften Leitfaden zu einem folchen Unterricht in der Geo; 
metrie bejigen wir dur die Elemente des Euflid, 
Diefed Werk enthält nicht bloß die wahren Elemente der 
Geometrie vollftändig und in einer dem Geifte der Wiſ— 
ſenſchaft entfpredhenden Folge, fondern man findet in 
demfelben zugleich auch alle die Grundregeln, von- wel 
chen die Auflöfungen der ſämmtlichen ‚geometrifhen Auf 
gaben abhängen.” Während wir durch die in den Ele 
menten vorkommenden Lehrfäbe nad) und nad) die ganze 
Theorie der Geometrie kennen fernen, geben die in dens 
felben mit aufgenommenen Aufgaben zugleich eine eins 
fahe und bollftändige Anleitung zur Ausführung aller 
der Conftructionen, die bei den verfhiedenen Anwenduns 
gen der Geometrie gebraucht werden. Dieſe ‚Aufgaben 
bilden einen wefentlichen Theil‘ des Syſtens, und ſind 
für die Geometrie das, was in der Arithmetik die Rech 
nungsregeln ſind. 


Der Zweck des —— Werkes iſt — Go 
metrie gründlid und vollſtändig durch Den 
Eufliv zu tehren.. Daß die Elemente gründlich aund 
volftändig find, Davon wird auch der Nnfänger durch 
die den einzelnen Büchern beigefügten Ueberſichten in den 
Beilagen L, IX., XIV., X1X., XXI und: XXVII. 


überzeugt; buch die in den Beilagen enthaltenen 800 
Aufgaben und 250 Lehrfäge aber erhält derfelbe zugleich 
Gelegenheit, den mannichfachen Gebrauch der verſchiede⸗ 
nen Satze, fo wie das Weſen und die Bedeutung derſel⸗ 
ben vollſtändig kennen zu lernen. Dieſe Aufgaben und 
Lehrſaäͤtze ſollen daher als Uebungen dazu dienen, um 
dem Anfänger nah und nad eine Sicherheit in ber Bes 
handlung geometriſcher Gegenftände zu verfchaffen, bie 
jeder fi erwerben muß, dem daran gelegen ift, mit ber 
Wiſſenſchaft vollftändig vertraut zu werben, 


Bei dem Gebrauche diefer Uebungen ift übrigens 
niht zu überfehen, daß diefelben bloß dazu dienen fol; 
len, um dadurch eine hinlänglihe Fertigfeit in der Be: 
nußung der Theorie zu erwerben, daß diefelben aber kei— 
nesweges ald zu dem Syſteme gehörig angefehen werden 
dürfen, Dieſes ift durch die Elemente vollftändig geges 
ben, und die wenigen Gäbe, welde vaffelbe enthält, 
geben das ganze Material der Geometrie, worauf Alles 
zurüdgeführt werden muß, 


Um die Benußung dieſes Handbuchs möglichft zu 
erleichtern, find die Figuren unmittelbar dem Texte Beiz 
gefügt, und gewiß wird ed Anerkennung finden, daß der 
Herr Berleger flatt gewöhnlicher Holzfhnitte fein litho— 
graphirte Figuren eindruden ließ, was bisher in biefer 
Ausdehnung nod bei feinem Werke vorfömmt, und ver 
dient auch Herr Udermann, in deffen Anftalt und unter 
deffen Leitung diefe mühfame Arbeit ausgeführt wurde, 
den Dank des Publikums, 


/ 


Sollte diefed Handbuch eine gute Aufnahme finden; 
ſo bin ich nicht abgeneigt, in einem-eigenen Werke, auf 
eine gleiche Weiſe behandelt, nod eine weitere Ausfüh— 
rung der Geometrie der Alten und der rechnenden Geo⸗ 
metrie, ſo wie die Stereomettie und die -analytifhe Geo; 
metrie zu bearbeiten: 


Erfurt, den ‚zıjten April, 1833. 
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Einleitung. 





$. 1. Bon der Geometrie überhaupt. 


Die Geometrie ift die Lehre von den Größen im Raume; fie 
beichäftigt fich alfo mit den Eigenfhaften ber Linien, der von bens 
felben eingefchlofjenen Flächen und der von biefen begrenzten Koͤr⸗ 
per. Die Eigenthümlichkeit derfelben befteht darin, daß fie alle in 
der Wiffenfhaft vorkommenden Begriffe durch Gonftruction für die 
Sinne anfhaulid macht, und fo dem Verftande ein Hü!fsmittel bars 
bietet, was fonft bei feinen andern, außer den mathematifchen Wifs 
fenfchaften vorgefunden wird. Sollen 3. B. die Eigenfchaften eines 
Dreiecks unterfucht werben, fo wird wirklich eine folhe Figur ents 
worfen, und man Fann nun durch Hülfslinien alle die Umftände ans 
fhaulih machen, von welchen die zu erörternden Eigenfchaften abs 
bangen. Eine folhe Gonftruction aber ift in allen Fällen in ber 
Geometrie möglich, weil fie es audfchließlih mit Naumgrößen zu 
tbun hat, und alles Räumliche den Sinnen anfhaulich ſich darftels 
len läßt, und ed wird auch durch diefe Gonftruction die allgemeine 
Gültigkeit der geometrifhen Säge nicht befchränft, weil die Unter: 
fuhung in feinem Falle blo8 auf die entworfene Zeichnung fich bes 
zieht, indem diefe hierbei immer nur ald Schema aller Begriffe einer 
Gattung benugt wirb, und man bei dem Gebrauche einer ſolchen 
Zeichnung auch nur auf die allgemeinen Merfmale Rüdfiht nimmt, 
bie befondere Form der entworfenen Figur aber ganz außer Acht 
läßt. So wird bei der Unterfuhung der Eigenthümlichkeiten eines 
gerablinigen Dreiecks die Figur nur ald ein von drei geraden Linien 
eingefchloffener Raum angefehen, und man läßt hierbei das Verhaͤlt⸗ 
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niß ber Seiten zu einander, und bie Größe der einzelnen Winkel in 
der wirklich entworfenen Figur ganz unberüdfichtigt, um ein für alle 
geradiinigen Dreiede ohne Ausnahme brauchbares Refultat zu erhalten. 
Kömmt ed nun aber in einem befondern Falle daraufan, die Eigen: 
fchaften eines rechtwinkligen Dreieds näher zu beſtimmen, fo wird auch 
in der Figur der eine Winkel ald ein rechter vorausgefegt, und es 
bleibt jegt nur noch die Größe eines jeden der beiven übrigen Wins 
kel unbeflimmt. Daß jeder diefer beiden Winfel Kleiner ald ein 
rechter feyn muß, wird Beineöweged befwegen angenommen, weil 
aus der entworfenen Figur biefes augenfcheinlih zu erfehen ift; 
fondern weil bei Betrachtung des Dreied3 überhaupt ſich der Lehr: 
fat bald beweifen läßt, daß je zwei Winkel eines Dreiecks zufam: 
men fleiner ald zwei rechte find, und hieraus unmittelbar folgt, daß, 
wenn ber eine Winfel ein rechter iſt, jeder der beiden übrigen Eleiner 
als ein folcher feyn muß. 


Die Geometrie ift in mehrfacher Hinficht äußerft wichtig, denn 
fie nimmt nicht nur als Wiffenfchaft, wegen ihrer Gruͤndlichkeit und 
dem foftematifchen Zufammenhange aller ihrer Säge, den erften Rang 
ein, fondern fie hat auch wegen der auögedehnten Anwendung, die 
von ihren Sägen gemacht werden Tann, für bad praftifche Reben 
einen hohen Werth. Ihre Gründlichkeit ift eine unmittelbare Folge 
der ihr zu Gebote ftehenden Conftruction, und es giebt ihr eben 
‚diefes Hülfsmittel noch den befondern Vorzug, daß die Befchäftigung 
mit derſelben als die zweckmaͤßigſte Verftandesübung angefehen wir, 
und man zählt fie daher mit Recht zu denjenigen Wiffenfchaften, 
bie Keinem fremd feyn follten. Sie ift einer ausgedehnten Anwens 
dung fähig, weil fie ausfchließlih die Größen im Raume zu ihrem 
Gegenſtande hat, die nicht nur überall vorgefunden, fondern bie 
auch überall gebraucht werden. Während man daher die Geometrie 
wegen ihrer Gründlichkeit zu ben allgemeinen Bildungsmitteln zählt, 
gehört fie ihrer Brauchbarkeit wegen mit zu denjenigen Kenntniffen, 
die jedem Techniker nothwendig find. 


9.2. Die Geometrie bed Euflid. 


‚Die Mannichfaltigkeit der Formen im Raume ift unerfchöpflich, 
und jeder geometrifhe Sat befonders enthält die Gruntlage für- fo 
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unendlich) viele Folgerungen und laͤßt eine fo ausgedehnte Anwen⸗ 
dung zu, daß wenn hiervon auch nur ber Pleinfte Theil in einem 
geometrifhen Lehrbuche aufgenommen werden fol, diefed hierdurch _ 
nothwendig zu einer unförmlihen Größe anwachfen und den Cha: 
rafter eines Leitfaden verlieren muß. Folgerungen aus geometrifchen 
Saͤtzen bieten fih in ſolcher Menge dar, daß es fehr leicht iſt, das 
Gebiet der Wiffenfhaft auf dieſe Weife auszudehnen; ein Werk 
aber, durch welches Geometrie gelehrt werben foll, verliert um fo 
mehr an Brauchbarkeit, je größer die Zahl der nicht nothwendig zu 
dem Syſteme gehörigen Saͤtze ift, die in dem Lehrgebaͤude aufges 
nommen werden. 


Ein Lehrgebäude ber Geometrie muß alle die Saͤtze enthalten, 
welche nothwendig zu dem Syſteme gehören, und die für alle Fälle 
ausreichen, um jeden vorfommenden Lehrſatz fireng beweifen und jede 
Aufgabe mittelft derfelben auf eine einfache Weife Iöfen zu koͤnnen. 
Sind diefe Säge fo geordnet, daß jeder an der Stelle ſteht, wo 
bie Richtigkeit defjelben mit Hülfe des vorhergehenden vollftändig 
bewiefen werben kann, und läßt ſich nachweifen, daß Feiner der wes 
fentlichen Säge fehlt und Fein Sag überflüffig aufgenommen ift, 
fo entfpricht das Lehrgebäude allen Anforterungen, die an ein fireng 
wiffenfhaftlich gebildetes. Syflem gemacht werden Pönnen. 


Ein ſolches Lehrgebäube der Geometrie nun befißen wir in ben 
Elementen bed Euklid; diefes Werk entfpricht allen Anforbes 
rungen und kann volfommen genannt werden, infofern ed dem 
Menfhen überhaupt möglich iſt, etwas Vollkommenes zu leiften. 
Ale Verſuche, die feit 2000 Jahren gemacht worden find, einzelne 
Mängel, bie man in biefem Werke entvedt zu haben wäßnte, zu 
verbeffern, find mißlungen, und haben nur dazu gedient, den Aus: 
forud von Kaͤſtner zu beftätigen: „die neuern Werke der Geometrie 
verlieren um fo mehr an Klarheit und Gründlichkeit, je weiter fie 
von dem Euklid fid) entfernen.» 


Durch den Euflid lernt man bie wahren Elemente der Geo; 
metrie kennen; fie enthalten das vollftändige Material flır alle rein 
geometrifchen Arbeiten, ed koͤmmt nur darauf an, bad Wefen ber 
einzelnen Säge und ihren Zufammenhang genau Eennen zu lernen, und 
eine Anleitung zu erhalten, wie diefelben zweckmaͤßig zu benugen find, 
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63 Zweck des gegenwärtigen Werkes. 


Der Zweck des gegenwärtigen Werkes ift: „die Geometrie 
gründlich und vollftändig durch den Euklid zu lehren.» Daffelbe ent: 
hält zu dieſer Abſicht: 

1) Die Bücher ber Elemente des Euflib. 


2) Die Nachweifung, daß biefe Elemente vollftändig find und 
ein vollftändiges Lehrgebäube in ber Art bilden, wie ber Begriff 
defielben $. 2. feftgeftelt ift. 


3) Eine Anleitung zu dem Gebrauche ber Säge, welche bie 
Elemente enthalten, um mittelft derfelben alle vorfommenden, rein 
geometrifchen Arbeiten auf eine, dem Geifte der Geometrie entfpres 
chende Weife ausführen zu fünnen, und 


4) Abhandlungen: über die vorzüglichftien Säge ber Elemente, 
um ihre Wichtigkeit, Allgemeinheit und ausgedehnte Brauchbarkeit 
anfchaulich zu machen. 


$. 4. Die Prämiffen ber Geometrie. 


Unter den Prämiffen der Geometrie werben bier die Säge ver 
ftanden, welche dem eigentlichen Lehrgebäube vorhergehben und bie 
Grundlage für daſſelbe bilden. Sie find dad Gegebene der Wif 
fenfchaft, und daher, infofern fie eine Behauptung enthalten, Feines 
geometrifchen Beweiſes fähig, während durch fie die Richtigkeit ſpaͤ⸗ 
terer Säße bemwiefen wird, von welchen überhaupt Feiner ohne voll» 
ftändigen Beweis ald richtig angenommen werden darf. Es ift 
hiernach einleuchtend, daß von der Gültigkeit der Prämiffen die 
Gründlichkeit der ganzen Wiffenfchaft abhängt; find diefe von der 
Art, dag ihnen allgemeine Gültigkeit zugeftanden werden muß, und 
läßt fich bei jebem fpätern Satze nachweifen, daß er eine nothwen⸗ 
dige Folge diefer Prämiffen ift, fo ift die Richtigkeit deffelben hier: 
durch volftändig nachgewiefen. 


Die Saͤtze) welche die Prämiffen der Geometrie bilden, find 
‚von drei verfchiedenen Gattungen, ed find a) Erklärungen, 
b) Forderungen und c) Grundſaͤtze. 
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$.5. Die Erklärungen. 


Die Erklärung fol dazu bienen, um einen Begriff beuts 
li zu machen, was dadurch gefchieht, dag man die Merkmale def 
felben angiebt, und es bedürfen dieſe felbft ‚wieder einer Erklärung, 
wenn fie nicht an und für fich deutlich find. 


Iſt der Begriff zum voraus gegeben, fo muß die Richtigkeit 
der Erklärung nachgewiefen werden. - Es muß nämlich gezeigt werben, 
daß die Erklärung für ale Fälle richtig ift und feinen ausgedehnte⸗ 
ren Gebrauch zuläßt, ald der zu erflärende Begriff fordert. Nimmt 
man 3. B. den Begriff Dreied ald gegeben an, fo ift die Erklaͤ⸗ 
sung: ein Dreied ift ein von brei gleich großen Linien eingefchlofz 
fener Raum, unrichtig, weil fie nicht für alle Fälle paflt, da es 
auch Dreiede giebt, bei welchen die Linien nicht gleich groß find; 
und die Erklärung: ein Dreied ift ein von Linien eingefchloffener 
Raum, ift ebenfalls falfch, weil fie auch für andere Figuren richtig 
ift. Die erfte diefer beiden Erklärungen ift zu eng und die andere 
zu weit. Nur wenn man fi überzeugt hat, daß eine gegebene 
Erklärung weder zu eng noch zu weit iſt, muß dieſelbe als richtig 
anerkannt werden, und alsdann ift man berechtigt, den Sag umzu⸗ 
kehren; man findet naͤmlich nicht nur immer die in der Erklaͤrung 
angegebenen Merkmale, wenn der Begriff gegeben iſt, ſondern es 
wird auch uͤberall der Begriff angetroffen, wo man die ſaͤmmtlichen, 
in der Erklaͤrung angegebenen Merkmale vorfindet. 


Wird ein Begriff aber erſt dadurch gebildet, daß man mehrere 
Merkmale mit einander verbindet und dieſe Vereinigung durch eine 
eigne Benennung bezeichnet, ſo ſagt eine auf dieſe Weiſe gebildete 
Erklaͤrung nur aus, was unter dieſer Benennung verſtanden wer⸗ 
den fol, und ihre Richtigkeit bedarf daher keines beſondern Beweis 
fes; fie gilt felbft noch alddann, wenn aud die Möglichkeit eines 
ſolchen Begriffes, wie ber erklärte, noch gar nicht nachgewiefen ift, 
Bon dieſer Art ift 3. B. die Erklärung: Ein Viereck, das vier 
gleiche Seiten und vier rechte Winkel hat, wird ein Quadrat ges 
nannt. Hier wird der Begriff eines Quadrats nicht ald gegeben 
vorausgeſetzt, fondern es wird angegeben, was unter dieſer Benen⸗ 
nung verſtanden werden ſoll; wobei es gleichviel iſt, ob eine ſolche 
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Figur wirflih vorkommt oder nicht. Erft wenn man von einem 
folchen Begriffe Gebrauch machen will, ift nachzuweiſen, daß eine 
Bereinigung ber in ber Erklärung vorfommenden Merkmale mög: 
lich if. f 

Die Erklärung gegebener Begriffe nennt man eine Sacher⸗ 


Flärung, und die Erklärungen, durch weiche Begriffe erft gebildet 
werben, find Worterflärungen. 


Die meiften in ber Geometrie vorfommenden Erklärungen find 
MWorterflärungen, durch welche alfo die Begriffe erſt erzeugt, nicht 
aber ald anderswoher bereitö gegeben, in der Wilfenfchaft aufge— 
genommen werben. Alle aus dergleihen Erklärungen abgeleiteten 
Solgerungen haben Gültigkeit unter der Vorausfegung , welche die 
Erklärung enthält; und fie erhalten allgemeine Gültigkeit, fobald 
nachgewiefen wird, wie ed möglich ift, einen ber Erklärung entfpres 
chenden Begriff wirklih zu erzeugen. In ber Geometrie wird ein 
durch Worterflärung gebildeter Begriff erft durch die Auflöfung einer 
Aufgabe eingeführt, indem gezeigt wird, wie ein dem gebildeten 
Begriffe entfprechended Ding wirklich erzeugt werden Tann. 


Wird bei einer Erklärung zugleich angegeben, wie ein bem ers 
klaͤrten Begriffe entfprechendes Ding erzeugt werden Fann, fo nennt 
man eine folhe Erklärung genetifch, und ed unterfcheidet fich 
biefelbe dadurch von der gewöhnlichen Worterflärung, dag nun nicht 
erfi noch durch eine befondere Aufgabe die Möglichkeit des erflärten 
Begriffes nachgewiefen zu werden braucht. Won der Art iſt z. B. 
bie Erklärung: die durch einen beflimmten Punkt einer geraden Li⸗ 
nie, die um ihren unverrüdbaren Endpunkt in einer Ebene bewegt 
wird, erzeugte Figur, ift ein Kreis. Alle dergleichen genetifche Ers 
Flärungen, infofern fie in der Geometrie vorfommen, fegen den Bes 
griff der Bewegung voraus, 


Die in den Elementen des Euklid vorkommenden Erklärungen 
find Worterklaͤrungen; und da fie ald ſolche Feined Beweifes ihrer 
Nichtigkeit bedürfen, fo find mit Necht die Erklärungen aller in 
einem Buche vorfommenden Begriffe diefem felbft vorausgefchidt, 
und ed gewährt diefes noch den befondern Vortheil, daß, wenn ber 
Anfänger irgendwo auf einen ſolchen Begriff flößt, ohne der Bedeu⸗ 
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tung beffelben fi zu erinnern, er ſogleich weiß, wo er bie Erklaͤ⸗ 
rung deſſelben zu fuchen hat. Von allen in dem Euklide erklärten 
Begriffen, deren Dafeyn ſich nicht von felbft verfteht, wird übrigens 
in.den Elementen, bevor von denſelben Gebraud) gemacht wird, nach⸗ 
gewiefen, wie ein benjelben entfprechended Ding wirklich erzeugt 
werden Fann. 


i 796. Die Horberungen, 


&orberungen, Poftulate find Säge, durch melde vers 
lengt wirb, daß etwas ausgeführt werben foll, ohne baß man zeigt, 
auf welche Weife es gefhehen Fan. Es wird alfo verlangt, daß 
man die Möglichkeit der Erzeugung beftimmter Begriffe zugeſtehe, 
ohne daß angegeben wird, wie die Ausführung möglih iſt. Po— 
fiulate find daher Aufgaben ohne Auflöfung, von welchen gefordert 
wird, daß die Möglichkeit ihrer Auflöfung für alle Fälle zugeſtan⸗ 
ben werde. | 


In ber Geometrie werben drei Poftulate ber Art angenommen, 
und zwar wird verlangt, baß man zugeftehe, es können jede zwei 
gegebenen Punlte durch eine gerade Linie verbunden werden, man 
koͤnne jede gegebene gerade Linie beliebig. verlängern, und ed koͤnne 
um jeden der Lage nad) gegebenen Punkt ald Mittelpunkt, in jedem 
Abftande ein Kreis befchrieben werben. 


Das Befchreiben ber geraden Linie und bed Kreiſes wird alfo 
in der Geometrie ald möglich vorauögefegt, ohne daß gelehrt wird, 
auf welde Weiſe e3 gefchehen kann; und in der That läßt ſich das 
für auch theoretifh das Verfahren nicht wohl angeben, da z. B., 
das ziehen einer geraden Linie immer bereits eine folche voraudfekt, 
nämlich dadurch, daß man hierbei eines Lineals fich bedient. Durch die 
Poſtulate der Geometrie wird eigentlich nichts weiter ausgeſagt, als: 
man verlangt, daß ber Gebrauch ded Lineal3 und des 
Zirkels geſtattet fey, fo daß hiernach jede Conſtruction als geo— 
metriſch anerkannt werde, die mit alleiniger Huͤlfe des Lineals und 
des Zirkels ſich ausführen läßt. Uebrigens find die Poſtulate ins 
fofern noch befchränfter, als bier ausgefagt ift, daß man hierbei 
den Gebrauch des Zirkels nur in ſoweit ſich erlaubt, daß mittelft 
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beffelben ein Kreis befchrieben werben kann, wenn der Mittelpunft 
und ber Abftand ded Umfanges von demfelben gegeben find. Jeder 
weitere Gebrauch bed Zirfeld wird fpäter, bevor man ihn zuläßt, 
durch die Auflöfung der entfprechenden Aufgabe gerechtfertigt. 


Die Poftulate bilden das erſte Material der Geometrie, und 
dadurch, daß fie ausbrüdlich in Anfpruc genommen werben, ent: 
fteht für den Geometer die Verbindlichkeit, außer denfelben nichts 
weiter anzunehmen oder zuzwlaflen, bevor die Möglichkeit der Aus⸗ 
führung nicht fireng nachgewiefen ift. Daher kann 3. B. erft als⸗ 
bann von dem Zirkel Gebrauch gemacht werden, um von einer ge: 
gebenen, auf der einen Seite unbegrenzten Linie eine beftimmte Li⸗ 
nie abzufchneiden, wenn zuvor in Bud I. Sat 3. gezeigt ift, wie 
ed theoretifch möglich ift, diefe Aufgabe zu löfen. 


Ueberhaupt haben alle Aufgaben der theoretifchen Geometrie, 
unb insbefondere alle Aufgaben, die in den Elementen bed Euflid 
vorfommen, zunaͤchſt den Zweck, nachzuweiſen wie ed möglich ift, 
bad in der Aufgabe Verlangte mit Hülfe der Säge auszuführen, 
bie der Aufgabe vorhergehen. Es koͤmmt hierbei nie darauf an, 
das Fürzefte Verfahren anzugeben, durch welches man zu der Aufs 
löfung gelangen kann, fondern immer nur darauf, die Möglichkeit 
nachzuweifen, daß die Auflöfung ausführbar fy. Wenn einmal 
biefe Möglichkeit nachgewiefen ift, fo fteht ed nachher frei, die Aufa 
löfung bei einem vorkommenden Falle auf eine möglichft einfache 
Weiſe vorzunehmen. Alle in den Elementen vorkommenden Aufgas 
ben haben den Zweck, theoretifch die Möglichkeit ihrer Auflöfung da 
nachzuweiſen, wo von benfelben Gebrauch, gemacht werden foll, und 
daher koͤmmt ed, daß biefe Auflöfungen gewöhnlich um Vieled eins 
facher fih ausführen laſſen, als angegeben if. 


Anmerkung. Der Stallänee Maſcheroni hat ein Werk herausgegeben, wel⸗ 
des ben Titel führte «Gebrauch bes Zirkels,” und von tbeichem "eine frans 
söfifche Ueberfegung durch Garette, und nad) biefer im Sahre 1825 eine 
beutfche Ucberfegung von Grüfon erſchienen iſt. Der Verfaffer nimmt in 
biefem Werke bloß das Poftulat an, einen Kreis gu befchreiben, er geftats 
tet alfo nur ben Gebraudy des Zirtels, nicht aber ben bes Lincald; und es 
werben daher von bemfelben alle geometrifchen Aufgaben mit alleiniger 
Hülfe bes Zirkels geloͤſt, ohne daß bei biefen Aufidfungen auch nur eine 


einzige gerade Linie gezogen wird. Die Auflöfingen find bei biefer Befchrän- 
Tung, bie ber Verfaffer fi auflegt, und wodurch er fich gleichfam die eine 
Hand auf ben Rüden bindet, aͤußerſt fcharffinnig, und verdient infofern die⸗ 
ſes Werk Jedem, der bereits mit ben Elementen der Geometrie bekannt ift, 
zur Uebung empfohlen zu werben. Als ein Elementarwert darf man es jes 
doch nicht anfehen, da bei den in demſelben vorkommenden Sägen ſtets bie 
Elemente als bekannt vorausgefegt werben. 


9.7. Grundfäpgße, 


Der Grundfag ift ein Sa, deſſen Richtigkeit und allges 
meine Gültigkeit unmittelbar eingefehen wird, fo Daß er Feines: Be 
weifed bedarf. Der Beweis eines Gates Überhaupt befteht darin, 
daß man zeigt, wie berfelbe eine nothwendige Folge eines andern 
Sages ift, deffen Richtigkeit bereitö zugeftanden if. Da nun die 
Richtigkeit dieſes Satzes, auf welchen man jenen zurüdführt, auf 
ähnliche Art bewiefen feyn muß, fo leuchtet ein, daß ein Beweis 
in's Unendliche fortgeführt werden müßte, wenn man nicht zulegt 
auf Säge fäme, die feines Beweifed bedürfen, und eben diefe find 
die Grundfäge, von deren Gültigkeit die Strenge des ganzen Be: 
‚weifed abhängt. Uebrigens folgt daraus, daß ein Grundfag keines 
Beweiſes bedarf; nicht, daß er Feines Beweiſes fähig fey, fondern 
nur, daß er an und für ſich fo einleuchtend ift, daß feine Gültigs 
feit unmittelbar zugeflanden wird, ohne daß man nöthig hat, dieſes 
Sugeftändniß erſt durch eine Schlußfolge zu erzwingen. . 

Jeder Sat, deſſen Gültigkeit von ber eines andern abhängt, 
und ber daher bewiefen werben muß, ift ein Lehrſatz; der Grundfaß 
verhält fih daher zu dem Lehrfage eben fo, wie dad Poftulat zu 
ber Aufgabe. 

Jeder Sag, ber unmittelbar aus einem Begriffe folgt, muß 
als ein Grundfag anerkannt werden, und es wird die Erklärung 
des Begriffes nicht vorausgefchidt, fobald angenommen werden kann, 
daß ber Begriff an und für fich deutlich ſey. Diefes ift 3. B. bei 
dem Begriffe der Gleichheit der Fall. Größen find gleich, wenn bie 
eine für die andere, der Größe nach, gefegt werden kann. 

Stun A=B 
md uh A=—= 6 
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fo kann nad ber gegebenen Erklärung B für A in der zweiten 
Gleichung gefest werben, und dieſes giebt 

B=C 
und fo zeigt ſ fih, wie ber erſte Grundſatz bed Euflid eine unmit: 
telbare Folge des Begriffes der Gleichheit ift. 

Auch ein Sat, der unmittelbar aus einem bereits aufgeftellten 
Grundfage folgt, kann felbft als Grundfag aufgeftellt werden, ohne 
daß man nöthig hat den Zufammenhang nachzumeilen, wenn dieſes 
unmittelbar fich erfennen läßt, oder die Richtigkeit des aufgeftellten 
Sated auch ohne Beweis zugeftanden werden muß. Iſt z. B. 

A=B 
fo folgt, daß auch A+C—=B+C ſeyn muß. 

Weil, wenn A + C größer ald B-+ C wäre, aus bemfelben 
Grunde auh B -+ C größer ald A + C feyn müßte. Iſt nun 
CD, fo fann man D für G fegen, und daher folgt unter Dies 
fer Vorausfegung aus der Gleihung 

‚A+t=B+t 

a AFC=B+PD; 
wenn ap A=B | 

und C=D 

ff AH C=B+D, 
welches der zweite Grundſatz iſt. 


Die den Elementen bed Euflid vorhergehenden Grundfäge find 
theils Folgen aus den betreffenden Begriffen, und dieſe werden ma» 
‘serielle genannt, und theild find es unmittelbare Folgerungen aus 
den materiellen Grundfägen, und diefe nennt man formale Grund: 
ſaͤtze. Bon biefen letzteren ift die Art und Weife, wie fie aus jenen 
folgen, deshalb nicht angegeben, weil ihre allgemeine Gültigkeit aud) 
ohne daß fie eines Beweiſes bedürfen, nicht beftritten werden Fann. 
Eine Ausnahme hiervon macht der 11te Grundfag, der nur infofern 
als Brundſatz zugelaffen werden Bann, inmiefern er überhaupt ſich 
nicht beweifen läßt, ohne daß dadurch zugleich feftfteht, daß er kei⸗ 
nes Beweiſes beduͤrfe. Das Nähere Über diefen Grundfat enthält 
die bem erften Buche der Elemente angehängte Abhandlung über 
die Theorie der Parallelen, 
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$. 8. Bon ben in bem gegenwärtigen Werte 
vorfommenden Zeichen. 


Der Zweck des gegenwärtigen Werkes ift, die Geometrie durch 
den Euklid zu lehren, daher koͤmmt es hier nicht darauf. an, mit 
philologifcher Genauigkeit die Worte des Euklid wieder zu geben, 
fondern nur der Geiſt defjelben fol beibehalten und jeder Sag in 
ber Art, an der ihm von Euflid mit Recht angemwiefenen Stelle, 
nach der euflidifhen Methode bewieſen werben. Diefe Methode 
fchließt ed aber Feinesweges aus, daß man abfürzender Zeichen fich 
bediene, wenn durch diefelben der Zufammenhang anfchaulicher wird, 
und fie fo gewählt werden, daß ihr Gebrauch Fein Mißverftändnig 
zuläßt. Hiernach werden in dem gegenwärtigen Werfe folgende, 
größtentheild bereitö allgemein gebräuchliche Zeichen benugt werden. 

1) Das Zeichen der Gleichheit = — m 

Daher bedeutet A = B, bie Größe A ift ber Größe B glei. 

2) Das Zeichen des Größern und Kleinen >, wo bie Deff> 
nung dem Größern und ber Scheitel dem Kleinern zugefehrt iſt. 

Daher bedeutet A > B, bie A ift größer als B. 

und A < B, bie A iſt fleiner als B. 


3) Die Zeichen der Gleichheit und bed Größern und Kleinern 
vereint Z, und es bedeutet hiernach AZ B, die A ift entweber 
größer oder gleich, oder Pleiner als B. 


4) Das Zeichen der Summe +, und ber Differenz — 
Daher bedeutet A + B, fo viel ald A und B zufammen, 
und A — B, was bleibt, wenn B von A hins 
meggenommen wird. 


5) Eine gerade Linie wird burch die beiden an ben. Enbpunfs 
ten derfelben angebrachten Buchftaben bezeichnet, und es ift hiernach 
ab die Linie, an deren Endpunften die Buchftaben a und b fleben. 
Kann es ohne Zweideutigkeit gefchehen, fo wird die Linie blos durch 
einen in ber Mitte derfelben angebrachten Buchftaben bezeichnet. 

6) Das Zeichen für einen Winkel [|_, und ed wird diefem 
Zeichen der am Scheitel des Winkels flehende Buchftabe beigefügt, 
wen nicht mehrere Winkel neben einander liegen, daher ift [_ a der 
Winkel, an beffen Scheitel der Buchſtabe a fteht. Liegen aber mehs 
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rere Winkel neben einander, fo wird dem Zeichen entweber ein zwi: 
ſchen den Schenfeln angebrachter Buchftab beigefügt, oder er wird 
durch drei Buchftaben bezeichnet, von welchen der mittelfte an dem 
Scheitel und die beiden andern an ben Schenfeln des Winkels ftehen. 
Hiernach ift L_ abe der Winkel), an deffen Scheitel b und an deffen 
Schenkel a und c ftehen. 


Daher itl_c=l_bcea=[_bed d 
Le=l_abe. a 
Lß=Ll_dba | 

undj_ chbd=L.«+_B=L_(«+P) bz“ — 


7) Das Zeichen fuͤr den rechten Winkel: K. 

8) Die Abkürzung für parallel: pril. 
Daher bedeutet ab prl. cd; die Linie ab ift der Linie cd parallel. 

Das Parallelogram wird durch Prigr. bezeichnet. 

9) Das Zeichen für ein Dreied: A, wo zugleich die an ben 
Spiten deffelben angebrachten Buchftaben beigefegt werben; alfo ift 
A abc das Dreied, deffen Spigen a, b und c find. 


10) Jede gerablinige Figur überhaupt wird durch die an allen 
Spitzen derfelben angebrachten Buchftaben in der Ordnung, in web 
cher fie bei der Figur aufeinander folgen, bezeichnet. Kann es ohne 
Zweideutigkeit gefchehen, fo wird biefelbe durch einen in dem Raume 
derfelben arigebrachten Buchftaben angedeutet. 


Sonach iſt z 8. = 4 
dad A abe — A, a< “ Bd 
dad Viereck acde = B & —— a \ 
und das Fünfed abcde=A-+B. NE 


11) Das Zeichen für das Quadrat: TI, welchem das Zeichen 
ber Linie beigefegt iſt, deren Quadrat darunter verftanden wers 
den fol. 

Daher bebeutet TI ab das Quadrat der geraden Linie ab, 

und DI c ⸗ ⸗ ⸗ J ⸗ c. 

12) Das Zeichen für ein Rechteck: ><, welches zwiſchen * 
Zeichen der Linien geſetzt wird, die das Rechteck einſchließen. 

Daher bedeutet AB >< CD das unter den geraden Linien 

AB und CD enthaltene Rechteck, und 
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a>< das Rechteck, welches unter ben Linien a und b ent: 
halten ift. 

13) Das Zeichen ber Aehnlichkeit: co. 

Daher bedeutet A » B, die A ift der B ähnlich. 

14) Dad Zeichen der Congruenz: w. 

Daher bedeutet A & B, bie A und B deden fih, ober fie 
find aͤhnlich und gleich. 

15) Das Zeichen des Verhältniffes zweier Größen A : B, und 
ed bedeutet daher A: B = C:D, die A verhält fi % zu B wie 
die C zu D ſich verhält. 

16) Iſt das DVerhältnig zweier Größen aus zwei Verhaͤltniſſen 
zuſammengeſetzt, ſo werden die Verhaͤltniſſe, aus welchen es zuſam⸗ 
mengeſetzt iſt, untereinander geſetzt, ſo bedeutet | 
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Das Verhaͤltniß von a: b ift zuſammengeſetzt aus den Ver⸗ 
haͤltniſſen ce: d und y : 6. 

17) Sind die beiden Verhältniffe gleich, aus welchen ein anbes 
res zufammengefegt ift, fo wird dieſes durch eine vorgefegte 2 aus⸗ 
gedruͤckt. Hiernach ift 

a:b=2(c: ern 
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und man fagt in diefem — bad, Verhaͤltniß a : b if bad zwei⸗ 
fache des Verhältniffes von c : d. 
18) Eben fo beveutt a: b=—=3(c:d 
daß das Verhältniß von a: b das breifache ift von bem Verhältniffe 
: d oder es ift 
e:d 
a: b= = E c :d | 
ce:d 
Anmerkung. Wenn in der Folge auf irgend einen Gag zuruͤckgewieſen werben 
ſoll, fo geſchieht diefes ganz einfach dadurch, daß die Zahl des Satzes ange: 
führt wird, und es wird berfelben in dem Falle eine roͤmiſche Zahl vorge: 
fest, bie das Buch angiebt, in welchem ber Satz ſteht, wenn ber anges 
führte Sag in einem andern Buche fteht, als der, bei welchem er angeführt 
wird. So bedsutet 4. Bi (2%) den 2ten Sag des Buches, in welchem 
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der Sag ficht, bei welchem man auf jenen ſich bezieht, und (I. 2.) I 
deutet den 2ten Sag bes Iften Buches. ine Erklärung wird in’s X 
fondere noch mit E., eine Forderung mit F. und ein Grundfag mit ( 
bezeichnet. Daher iſt (5. 3.) die Ste Korberung, (G. 9.) der Ite Grun 
fag und (E. IL, 10.) die 10te Erklärung des 1ften Buches. 

(p. h. per hypothesin) heißt: vermöge ber Borausfegung, und wird a! 
gebraucht, wenn man etwas anführen will, das in dem Gage felbft enthe 
ten ift. Ift z. 8. von einem gleichſchenkligen Dreied abc, von welchem a 
die Grundlinie feyn fol, die Rede, fo ift 

ca — cb (p.h) 

(p. c, per constructionem) bedeutet: vermdge ber Annahme ober ve 
möge ber Eonftruction, und wird gebraucht, wenn man etwas benugen wil 
was vorher als richtig angenommen worben iſt. Heißt ed z. B., mu 
verlängere von dem Dreied abe die Seiten ca und ob, und made d 
Berlängerungen aa und b gleich groß, fo ift 

aacbß (pc) 


Das erite Buch der Elemente des Euflid, 


Erfiärungen. 


1) Ein Punkt ift, was feine Theile hat. 

2) Die Linie ift eine Länge ohne Breite. 

3) Wo eine Linie aufhört, find Punkte. 

4) Eine gerade Linie ift diejenige, welche zwiſchen allen 
in ihr befindlichen Punkten auf gleiche Weife liegt. 

5) Eine Flaͤche ift, was nur Länge und Breite hat, 

6) Wo eine Fläche aufhört, find Linien. 

7) Eine Ebene (die ebene Fläcye) ift diejenige, die zwifchen 
allen in ihr befindlichen geraden Linien auf gleiche Weife liegt. 

8) Ein ebener Winkel ift bie Neigung zweier Linien ges - 
gen einander, wenn diefelben in einer Ebene zufammen laufen, ohne 
in gerader Linie zu liegen. 

9) Ein Winkel wird geradlinig genannt, wenn er von ges 
raden Linien gebildet wird. 

10) Wenn eine gerade Linie eine andere fo trifft, daß bie beis 
ben dadurch entftehenden Nebenwinkel gleich find, fo fagt man, fie 
ft normal auf der andern, und jeder der beiden gleihen Winkel 
heißt ein rechter Winkel. 

11) Stumpf wird der Winkel genannt, der größer als ein 
rechter if. 

12) Spitz ift der Winkel, der Eleiner ift als ein rechter. 

13) Die Grenze eines Dinges iſt da, wo es aufhoͤrt. 

14) Eine Figur iſt ein, von einer oder mehreren din 
eingefhloffener Raum. 

15) Ein Kreis ift eine ebene Figur, die von einer einzigen 
Linie, die der Umkreis (die Peripherie) heißt, fo eingefchloffen wird, 
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daß alle gerabe Linien, welche von einem beflimmten, innerhalb dies 
fer Figur befindlichen Punkte an ben elite gezogen werben koͤn⸗ 
nen, gleich groß find. 

16) Man nennt diefen Punkt des Kreifes Mittelpunkt. 


17) Jede durch den Mittelpunkt des Kreiſes gezogene gerade 
Linie, welche auf beiden Seiten von dem Umkreiſe begrenzt wird, 
iſt ein Durchmeſſer. Der Kreis wird durch denſelben in zwei 
gleiche Theile getheilt. | 

18) Die, von dem Durcdhmeffer und dem durch denfelben 
abgefchnittenen Theil des Umkreiſes begrenzte Figur ift ein Halbs 
kreis. 

19) Die, von einem Theile des Kreisumfanges (von einem 
Kreisbogen) und einer geraden Linie (einer Sehne) begrenzte Figur 
ift ein Kreisabſchnitt. 

20) Geradlinige Figuren find diejenigen, welche von ges 
raden Linien begrenzt werben. Und zwar wird. 

21) ein Dreied von drei, 

22) ein Biered von vier und . 

23) ein Vieled (Polygon) von mehr ald vier geraden Lis 
nien begrenzt. 

24) Ein Dreied heißt gleichfeitig, wenn ed brei "gleiche 
Seiten hat; 

25) gleichſchenklig aber wirb es SER: wenn nur zwei 
Seiten defjelben gleich groß find, und 

26) ungleichhfeitig, wenn Feine Seite beffelben ber andern 
gleich iſt. 

27) Ein. Dreied heißt ferner rechtwinklig, wenn es einen 
rechten Winkel hat, 

28) ſtumpfwinklig, wenn es einen ſtumpfen Winkel hat, und 

29) ſpitzwinklig, wenn es drei ſpitze Winkel hat. 

30) Unter den vierſeitigen Figuren heißt diejenige ein Qua⸗ 
drat, die gleichſeitig und rechtwinklig iſt, 

31) ein Rechteck (Oblongum), die zwar rechtwinklig, aber nicht 
gleichſeitig ift, 

32) ein Rhombus, die zwar gleichfeitig, aber nicht rechtwink⸗ 
lig/iſt. 

33) Ein Rhomboid iſt ein Viereck, das weder gleichſeitig 
noch rechtwinklig iſt, in welchem aber die einander gegenuͤber liegenden 
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Seiten, und eben fo auch die einander gegenübenHegenben, Winkel 
gleich groß find. — ne 

34) Jede andere dierfeitige Figur heißt en Trapez. 

35) Parallel find gerade Linien, die in einer Ebene liegen 
und auf Feiner der beiden Seiten zufammen treffen, fo. weit. man 
fie auch verlängern mag. — 

Anmerkungen. Der Raum hat eine Austehnung nad deel verfhieenen 
Richtungen, die man gewöhnlich durch Länge, Breite und Höhe oder Tiefe uns 
terfcheibet, ohne daß Hierbei vollfommen genau beftimmet ift, welche dieſer Rich⸗ 
tungen die Laͤnge, Breite oder Hoͤhe iſt, wenn gleich fuͤr den gemeinen Sprach⸗ 
gebrauch ein. Unterſchied zwiſchen dieſen drei Benennungen feftfteht. "Das Ge— 
meinſchaftliche der Laͤnge, Breite und Hoͤhe nennt man eine einfache Dimenſion 
des Raumes, und daher kann man ſagen, der Raum hat Ausdehnung nach drei 
verſchiedenen Dimenſionen. J | 

Die Linie ift eine einfache Dimenfion des Raumes, alfo nicht nur eine 
Länge ohne Breite, fondern auch eine Breite ohne Länge ꝛc. Man hat es mit 
einer Linie zu thun, fo oft bloß eine einfache Dimenfion des Raumes, mit 
Ausfhliegung der beiden anderen, berüdfichtigt werden fol. Wenn man bie 
Länge eines Weges Eennen lernen will, fo befümmert man fi weder um bie 
Breite, noch um bie Höhe deſſelben; fol die Breite eines Grabens beftimmt wer: 
den, fo bleibt die Ränge und ‚Tiefe deffelben unbeachtet, und wenn man bie 
Höhe eines Thurmes ausmefjen will, fo frägt man nice nach Länge und Breite 
deffelben. | 

Die Fläche ift, was zwei Dimenfionen hat, und man hat es daher im⸗ 
mer mit einer Fläche zu thun, wenn zwei Dimenfionen des Raumes, mit Aus 
ſchließung der dritten, berüdfichtiget werben. Wenn bie Größe eines Grund» 
ſtuͤckes beſtimmt werden fol, fo wird auf die Tiefe deſſelben Feine Ruͤckſicht ge: 
nommen; und wenn man die Kläche einer Wand ausmeffen will, fo befümmert 
man fih nicht um die Stärke derfelben. 

Da, wo ein Gegenftand aufhört, ift feine Grenze, und es ift die Grenze 
daher nicht ein Theil des begrenzten und auch nicht des angrenzenden, ine 
Tlähe muß daher nothwendig von Linien begrenzt werden; ſie kann nur eine 
einige Dimenſion haben, weil fie ſonſt entweder ein Theil der Fläche, oder 
eine angrenzende feyn würde. Aus eben biefem Grunde kann die Grenze ber Lis 
nie gar feine Dimenfion haben. Die Linie wird von Punkten begrenzt, 

Gerade ift ein einfacher Begriff, und daher müffen alle Erklärungen ber 
geraden Linie mißlingen. Derjenige, der nicht bereits eine deutliche Worftellung 
von einer geraden Linie hat, wird durch Keine Erklärung berfelben eine ſolche 
erlangen, Wenn aber bie richtige Vorftellung der geraden Linie vorausgeht, fo 
wird man in jeder. bee mannichfachen Erklärungen, welche von berfelben gewoͤhn⸗ 
lich gegeben werden, fie wieder erkennen, und man muß daher alle Erklärungen 
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als Erläuterungen anſehen, von welchen diejenige die beſte iſt, aus welcher um: 
mittelbar weitere Folgerungen uͤber das Weſen derſelben ſich ableiten laſſen. 


Dieſes nun iſt bei der obigen Erklaͤrung Nr. 4. ber Fall; aus derſelben folgt 


unmittelbar, daß ‚eine gerade Linie durch zwei ber Lage nach gegebene Punkte, 
ihrer Lage nad) volllommen beſtimmt ift, und daß daher zwei zufammentreffende, 
aber nicht zufanmmenfallende gerade Linien fi nur in einem einzigen Punktt 
fchneiden Eönnen, 

Der ebene Winter ift (E. 8.) bie Neigung zweier Linien gegeneinan: 
ber, wenn .biefelben in einer Ebene zufammentreffen, ohne in gerader Linie zu 
liegen. Diefe Erftärung ſcheint infofern nicht genau, in wie fern man nad) 
dem gewöhnlichen Sprachgebrauch eine Linie nur dann als geneigt gegen bie 
andere anſi jeht, wenn ſie mit ihr einen ſpitzen Winkel bildet. Daß aber bei 


ber Erklärung des ebenen Winkels der Begriff Neigung nicht in dieſer be | 


fchränften Bedeutung genommen werben foll, fondern überhaupt hierunter jede 
Lage ber zufammentreffenden Linien? verftanden wird, ergiebt fid) unmittelbar aus 
dem Zufage, nad) welchem nur die Lage ausgenommen ift, wo bie zufammen: 
treffenden in gerader Linie Liegen. Die ben Winkel bildenden Einien nennt man 
feine Schenkel, und der Punkt, in welchem fie zufammentreffen, iſt der 
Scheitel deffelben. Haben zwei Winkel ben einen Schenkel gemein, und fal: 
len ihre Scheitel zufammen, fo ift der Winkel der Eleinere, beffen zweiter Schen: 
fel innerhalb des Raumes von bem anderen Winkel liegt. Die Größe eins 
Winkels ift daher durch die Lage der Schent'el gegeneinander beftimmt, und ganz 
unabhängig von ber Länge berfelben. | 

In Beziehung auf den Kreis ift zu bemerken, baß bierunter eigentlich 
bie Kreisfläche verftanden wird, obgleich biefe Benennung mitunter auch ftatt 
Kreisumfang gebraucht wird. Die gerade Linie, welche irgend einen Punkt 
bes Kreisumfanges mit dem Mittelpunkte beffelben verbindet, wird der Radius 
ober Halbmeffer des Kreifes genannt, ber halb fo groß als ber Durchmef: 
fer beffelden ift. Alle Halbmeffer eines Kreifes, und alfo auch alle Durchmeſſer 
find gleich groß. 

Jedes Viereck, welches von zwei Paar parallelen Seiten eingefchloffen 
wird, nennt man ein Parallelogram, unb wenn in einem ®iered ein 
Paar Seiten parallel find, das andere Paar aber nicht, fo nennt man baffelbe 
einn Paralleltrapez. 


SGorberungen. 


Es wird verlangt, dag man zugeflehe: 

1) ed kann von jedem Punkte nach jedem andern eine gerabe Linie 
gezogen werben, 

2) jede begrenzte gerade Linie kann ſtetig in sure Richtung. vers 
längert werden, und 
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3) man kann um jeden Punkt als Mittelpunkt in Ba Abſtande 
einen Kreis beſchreiben. 


Anmerkung. Weber aus ber Erklärung ber geraben Einie (E;4.) geht — 
vor, wie eine gerade Linie gezogen oder verlaͤngert werden kann, noch aus der 
Erklärung des Kreiſes (E. 15.), auf welche Weiſe derſelbe ſich beſchreiben laͤßt. 
Auch wird in der ganzen Geometrie nicht gelehrt, wie dieſe Operationen ſich 
ausfuͤhren laſſen, waͤhrend man die Moͤglichkeit dieſer Ausfuͤhrung ſtets vor⸗ 
ausſetzt, und hierzu iſt man nur berechtigt, infofern die obigen drei Forderun⸗ 
gen zugeftanden werden. Daß durch dieſe Poftulate nichts weiter ausgefagt 
wird, als man verlangt, daß der unbedingte Gebrauch des Lineals zugeftanden 
werde, und ber bes Birkels, infofern die Lage bes Mittelpunktes des zu befchreis 
benden 'Kreifes und der Abftand des Umfanges von dem Mittelpunfte gegeben 
find, ift bereits in ber Einleitung $. 6. bemerft worden. 





Grundbfäße 


1) Was einem und demfelben gleich iſt, iſt felbft gleich. 

2) Gleiches zu Gleichen hinzugethan giebt Gleiches. 

3) Gleiches von Gleichem hinweggenommen bleibt Gleiches. 

4) Gleiches zu Ungleichem binzugethan giebt Ungleiches, 

5) Gleiches von Ungleichem EN bleibt Ungleiches. 

6) Gleiches verdoppelt giebt Gleiches. 

7) Gleiches halbirt giebt Gleiches. 

8) Was fi dedt iſt gleich. 

8) Das Ganze ift größer als ein Theil beffelben. 

10) Alle rechten Winkel find gleich groß, 

11) Werben zwei gerade Linien von einer britten fo gefghnitten, 
daß die beiden, auf derfelben Seite liegenden innern Winkel zufams 
men genommen kleiner ald zwei rechte find, fo treffen biefe Linien, 
wenn fie genugfam verlängert werben, an eben dieſer Seite —* 
ſammen. 

12) Zwei gerade Linien ſchließen keinen Raum. ein. 


Erläuterungen, Es ift bereitä in der Einleitung $. 7. bemerkt wors 
den, baß die Grundfäge ber Geometrie Feines Beweiſes bebürfen, daß fie aber 
eines ſolchen fähig find, infofern ſich zeigen läßt, wie fie ald unmittelbare Folgen 
der, denfelben zum Grunde liegenden Wegriffe fich ergeben, ober wie einer biefer 
Saͤte von bem andern abhängt. Auf biefe Art iſt beifpielweife bereits in ber 
Ginieitung die Richtigkeit des 1ſten und bes 2ten Grundfages nachgeiwiefen, und es 
güt für den Bten daſſelbe, was für ben Lten Guͤltigkeit hat. 

2% 
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| Sen "AB mA «FC, 
fo muß nad) (G. 8.) au B = GC feyn; 
unb hieraus folgt unmittelbar, daß wenn B nicht glei C ift, auch A * B 
nicht A + C gleich ſeyn kann, und dieſes iſt ber ur Geundfag. 
Sft fne B-A=6—A, 
fo tft auch nah) (G. 2.) B — C;5 
wenn alfo nicht B = C ift, kam auch B— A nicht C — A gleich ſeyn, 
welches den 5ten Grunbfag giebt. 
Wenn A —=B 
do A=B 
fo folgt nach (©. 2.) 2) AtA=BH+B 
afo 2A—= 2B; 
diefes it der 6te Grundfag, Gleiches verboppelt giebt Gleiches. 
Daß auch Gleiches halbirt Gleiches — muß, laͤßt ſich nun auf folgende 
Ast nachweiſen: Es ſey A = B, aber nicht } 3 A = zB, fo kann man fegen 
3 A=;BH+rx 
au tehet nah (0.6) 2.4A=2(3B+x) 
— A 
aber auch A — B; 
folglich nach (S.1)B=B+ 2m | 
was nicht feyn kann, daher iſt bie Annahme & z A ungleich (X B falſch, fobald 
A=Bifl Wem afoA—=B,piftuhzA— HB. 

»Der, Ste Grundfag iſt eine unmittelbare Folge des Begriffes decken. 
Dinge decken fi, heißt: fie können fo in einander gelegt werden, daß fie ganz 
zufammen fallen, fo daß kein Theil bed einen vor irgenb einem Theile des an: 
bern hervorragt ; und hieraus folgt unmittelbar, daß fie gfeich feyn müffen. Das 
Decken fest aber. nicht bloß Gleichheit der Größe nach von den Dingen voraus, 
die ſich decken follen, ſondern auch eine Gleichheit ihrer Form, und daher laͤßt 
ſich dieſer Sag nicht umkehren; aus der Vorausfegung, zwei Dinge find gleich, 
folgt alfo nicht, daß fie ſich deden, | 

Der 10te Grundfag folgt unmittelbar hieraus, denn hat man 2 Paar Ne: 
benwinkel, von welchen jebes Paar unter ſich gleich find, fo ift jeder diefer Win- 
fel ein rechter, und es deckt nun, wenn fie in einander gelegt werden, der eine | 
Winkel des erften Paars den einen Winkel des andern. | | 

Eben fo folgt der 12te Grundſatz aus der Erklaͤrung ber geraden Linie 
(8. 4.) und es geht aus dieſer Erklärung hervor, wie aud), bereits bemerkt 
worben ift, daß zwei gerade Linien, die ihre Endpunkte — haben, ſich 
decken. 


| 
> 
4 
» 
r 


Sail. Aufgabe, 


Auf einer gegebenen begrenzten geraben * ab fon ein gleich⸗ 
ſeitiges Dreieck ——— werden. 
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Auflöfung. 1) Man 
befchreibe aus a mit dem 
Halbmeffer ab den Kreis 
bed ($. 3.) 

2) Eben fo befchreibe 
man aus b mit bem Halb» 
meſſer ba den Kreiß ace 
G. 3.) 


3) Einen Durchſchnitts⸗ | 


2 


punkt c ber beiden befchriebenen Kreife verbinde man mit a unb mit 
b durch die Geraden ca und ch ($. 1.) ' 
abe ift jest das verlangte Dreied. 


Beweis. Es iſt ab — ac (€. 15.) 
und? ba = ab = bc j 
daher auch ac—=bc (©. 1.) 


und fonah ab = ac = be, alfo ift nad) (E. 24.) das Dreieck 


abc gleichfeitig. 


Satz 2. 





Aufgabe. 


Eine begrenzte gerabe Linie bc ift gegeben, und man fol an 
den gegebenen Punft a eine ber bc gleiche gerade Linie legen. 


Auflöfung. 1) Vers 
binde a mit b dur) die ges 
rade ab (F. 1.) 

2) Befchreibe über ab 
das gleichfeitige Dreied abd 
(1.) 

3) Verlängere bie db 
nad f und bie da nad) e 
(@- 2.) 

4) Befchreibe aus b mit 
bc den Kreis cgh (F. 3.), 
welcher die verlängerte db 
in g fchneidet. 


5) Aus d befchreibe man 


num mit dg einen Kreis 





x/ 
/ 


e r 


gxk (&. 3.), ber die verlängerte da in x fchneidet, fo ift 
ax — bc bie an a zu ziehende Linie, 


Beweis. Es iſt de — d. E. 16.) 
da — db (€. 24.) 
Suttrbaher ax — bg (G. 3.) 
ba nun bg =be EE. 15.) 
fitaud az—=be (Gı) 
was bewiefen werben follte. | i 


St 3. Aufgabe. 
Es find zwei ungleiche gerabe Linien am und be gegeben; 
man foll von ber — am eine, ber kleinern bc gleiche Linie 
abfchneiden. 


Auflöfung. 1) Ziehe 
an a eine der bc gleiche 
Linie ax (2.) 


2) Befchreibe aus a 
mit ax einen Kreis (F. 3.) 
ber die am in z ſchnei⸗ 
ben wird, 


fo ift az das abzuſchnei⸗ 
dende Stuͤck. 





Beweis, Es iſt ax — be (p. c.) 
und ax — az (E. 15.) 


daher u az — be (G. 1.) 
was verlangt wurde. 


Anmerkungen. Die drei Forderungen der Geometrie enthalten die noth— 
wendige Vorausſetzung fuͤr alle Conſtructionen, und durch die hier in den erſten 
Saͤtzen geloͤſten drei Aufgaben wird nachgewieſen, wie es moͤglich iſt, die einfach⸗ 
ſten und am haͤufigſten vorkommenden Conſtructionen auszufuͤhren. Es wird naͤm⸗ 
lich gezeigt, wie es moͤglich iſt: 

1) ein gleichſeitiges Dreieck zu beſchreiben, 

2) an einen gegebenen Punkt eine gerade Linie von gegebener FOR, 
gulegen, und 

8) von einer gegebenen geraden Linie ein gegebenes Stüc abzufchneiben, 

Daß man, wenn biefe Gonftructionen vorfommen, fie mit Hälfe des Zirkels 
auf eine weit einfachere Weife ausführt, als es nach den hier gegebenen Aufld« 





fungen gefchehen kann, barf nicht in Betrachtung kommen, weil burdh bie Hier ge⸗ 
gebene Aufldfung der Aufgaben nicht das praktiſch anzuwendende Verfahren er: 
läutert, ſondern nur bie Möglichkeit der Ausführung mit Hülfe der Prämiffen 
ber Geometrie und mit Benugung der vorhergehenden Aufgaben bei ben folgenden, 
nachgewieſen werben foll. Diefe Nachweifung aber ift nothwendig, wenn man 
dieſe drei Gonftructionen nicht ſelbſt als Poftulate annehmen will, 





Satz 4. Lehrfap. 

Wenn in zwei Dreieden abc und aßy zwei Seiten des einen 
ab und ac zweien Seiten des andern aß und «y jebe für ſich 
gleich find: nämlich die erfte ab der erſten «ß, und die andere ac 
der andern «y, und es find auch die von dieſen Seiten eingefchlofs 
fenen Winkel einander gleih; afol_a—=L_e, fo iſt aud bie 
dritte Seite bc ber dritten Seite By gleich; beide Dreiede beden 
fih, und es find auch die, den gleichen Seiten gegenüber liegenden 
Winkel von gleicher Größe. 


a 
a 


4 * b Je 


Beweis. Dean denke fi das Dreied abc auf A aßy fo 
gelegt, daß |_ a auf.L_« und ab auf «ß zu liegen koͤmmt, fo * 
ac mit «y zufammen, weil [_a=—=|_« 

b liegt auf B weil ab = «aß 
undc > = y =: ac =ay 
daber deden fi) die bc und BP (G. 12.) 
und e3 ift folglih be — Py 
und Aabe> Acufpy 
Le und cC . 

Anmerkung. Bei einem jeden Dreie® kommen brei Seiten und brei Win: 
kel vor, unb es iſt ein Winkel, in Beziehung auf eine Seite, entweder ein an: 
liegenber ober ein gegenüber liegender. So ift L_ b anliegend den 
Seiten ba und be; es liegt‘derfelbe aber der Seite ac gegenüber. 

Dee erfte Gegenftand der Geometrie ift, auszumitteln, unter welchen Be⸗ 
dingungen zwei Dreiecke ſich been. ‚Der Ate Gag nun ‚giebt die erfie Bedin⸗ 
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gung am, unter welcher biefes ber Ball iſt. Zwei Dreiecke decken fich gegenfeitig,. 
wenn fie einen gleichen Winkel haben, und bie diefen Winkel einfchließenden Geis 
ten gleich groß find,’ alfo. bie eine Seite ber einen unb bie andere ber anbern 
oleich it. 





Gb Lehrſatzz. 
Sn jedem gleichſchenkligen Dreieck abc find die Winkel an 
‚ber Grundlinie m und n’ einander gleich, und es find auch, wenn 
ran die Schenkel ab ımd ar verlängert, die Winfel unter ber 
5  Grundlinie cbd und bce, oder was bafjelbe iſt pr v und g+w 
von gleiher Größe: .: . 





Beweis. Man verlängere ab und ac, nehme in ber Ver: 
längerung von ab beliebig einen Punkt d, mahe ae — ad und 
ziehe die Linien be und cd, fo ift 

ab =ac. (eh) 
ae=ad (pc.) 
ndbj a—=|_a 
folgih ft Abae m A cad (4.) 
und daher it auh | abe —=|_ acd 
vrsitmkp=n+gqg .. . A. 
Da bie Dreiede bae und cad ſich deden, fo ift auch 
be = cd 
und | e=j d | 
dba nın auh ce — bd (©. 3.) 
pit Abee ® A cdb (A) 
und folglich ſt p=Lg.: - - B 


Es iſt alſo nach A..m pp=n+g 
und nach B >= q 


folgih ft ad IL m—=|_ n GG. 3.) 
ed find alfo wirklich die Winkel an der Grunblinie Ran gleich, 
was dad erfle war. 


Weil aber die beiden Dreiede bec- und edb ſich Aa fo 
iſt aud 
L(g+tWwW=[_(p+Vv 
und es find fonach auch die Winkel unter der Grunbdlinie von gleis 
cher Größe; und dieſes war das zweite. 


Anmerkungen, Zur leihtern Ueberficht des Beweiſes find bie beiden Dreiecke 
bae und cad befonders angegeben; und es find die Stuͤcke, aus welchen die Con— 
gruenz derſelben folgt, durch befondere Zeichen bemerkbar gemacht. Auf gleiche Weife 
find auch die gleichen Stüde ber beiden Dreiede bec und cdb in der Figur be: 
fonders bezeichnet; nämlich cs find die beiden einmal durchftrichenen Seiten ce und 
bd einander glei), und eben fo die beiden Seiten eb und dc, welche zweimal 
durchftrichen find. Cine ähnliche Bezeichnung foll in der Folge immer angewen⸗ 
det werben, wenn baburd der Beweis anfchaulicher gemacht werben Kann. 

Es ift noch zu bemerken, baß die beiden in der Figur abgefondert angege: 
benen · Dreiede bae und cad feinesweges wefentlich zu der, bei dem Beweife 
des Eehrfages erforderlichen Gonftruction gehören, fondern hier bloß zur Erläus 
terung baftehen. Sobald biefe befonders angegebenen Dreiecke wirklich zur Con⸗ 
ftruction gehörten, würbe dadurch unbedingt der Beweis unvollftändig feyn, weil 
bisher das Verfahren noch nicht angegeben ift, durch welches ein gegebenes 
Dreieck ſich abzeichnen läßt. 

Aus eben biefem Grunde ift auch der folgende, von Mehrern angegebene Bes 
weis bed Satzes, daß in einem gleichfchenklichen Dreieck die Winkel an ber Grund: 
linie gleich groß find, unrichtig: 


a & 
Man zeichne ein Dreied aßy, 
welches dem gleichſchenklichen Dreieck 
abc congruent ift, fo decken fich diefe 
Dreicde ; ‚ 
; b cß ’ 
1) weil ah — aß und 2) wel ab = ay 
a0 = day ac= aß 
und a=|[_« es 


viherit|_b= |_P£ ee BY 7 Eu 


fuel PB 
wahl co=|_ A 


pitl_db=|_€ (8. 1.) 
Zuſatz. Jedes gleichfeitige Dreiec hat drei gleiche Winkel. 





Satz 6. Lehrfap. 
Wenn ein Dreieck zwei gleiche Winkel hat; wenn alſo Labe 
— 1aecb iſt, fo find auch die dieſen Winkeln gegenüber liegenden 
Seiten ac und ab von gleicher Größe. 


Beweis. Gind die a 
beiden Linien ac und ab 
ungleich, fo muß eine von 
beiden die größere feyn, 
und nimmt man an, es 
fey ab bie größere, fo c E25 E 
kann auf berfelben ein 
Stud bd==ca abge 
ſchnitten werden (3.) Man ziehe dc, fo iſt nun 


d d 


b= ac (P. c.) 
I_dbe =|_ach (p- h.) 
be — cb 
afo Adbe m Aacb (4) 
und daher auh [|_dcb = |_ abc . 


und weil L abe=|_acb (p.h,) 

fo folgt I deb =L|_ ach (G. 1.) 
was nicht möglich ift nah (©. 9.) Es ift alfo die Voraudfegung 
falfh, aus der diefe Folgerung ſich ergiebt. Diefe Vorausſetzung 
war, ed follen die Linien ab und ac ungleich feyn, alfo ift biefes 
nicht der Fall, und folglich find fie gleich groß. 

Zufag. Jedes Dreieck, in weldhem bie drei Winkel gleich groß find, iſt 
gleichfeitig. 





Sa 7. Lehrfagp. 

Menn man von ben Endpunften a und b der geraden Linie 
ab an irgend einen Punkt c die Geraben ac und be zieht, fo ift 
es nicht möglich, auf derfelben Seite von ab einen Punkt d von ber 
Art anzugeben, daß, wenn man ad und bd zieht, zu gleicher Zeit 
ſey ad — ac und uhbd — be. 





Beweis. Es liege der Punkt d außerhalb ober innerhalb ber 
lache des Dreiedd abc, fo Fann man in beiden Fällen c mit. d 
durch eine Gerade cd verbinden. Iſt nun ac = ad, fo folgt 

Im+n=Lp () 


alfo L n<|l p (8 9.) 
und baher um fo mhr I n<|_(p+g) 

Nun find In und [_ (p + q) Winkel an der Grunblinie 
cd bes Dreiedd bcd, folglich kann dieſes Dreied nicht gleichſchenk⸗ 
lig feyn. Daher find, wenn ad — ac, bie Linien bd und bc 
nothwendigerweiſe verfchieden. . 


Anmerkung. Diefer Lehrfag läßt fi) auch auf folgende Art ausbrüden, 
Wenn zwei Dreicde abc und abd, bie auf berfelben Seite von ab liegen, die 
Grundlinie ab gemein haben, und es find bie Seiten links ac und ad von gleis 
cher Größe, fo Eönnen die Seiten rechts be und bd einander nicht gleich feyn. 

Die Richtigkeit diefes Satzes ift ſowohl für den Fall bewiefen, wenn d 
außerhalb des Dreieds abc, als auch, wenn er innerhalb der Fläche von Aabe 
liegt, ; daß aber auch in dem dritten, hier noch möglichen Kalle, wenn d in ber 
Linie bc liegt, der Sag richtig ift, verftcht ſich von felbft. 

Wefentlich gehört zu diefem Lehrfage, daß die beiden Dreiede abc und abd 
auf einer und derſelben Seite von ab Liegen, und daß nun nicht zu” gleicher Zeit 
bie Seiten linfs ac und ad, und eben fo bie Seiten rechts be und bd gleich 
ſeyn koͤnnen. Dagegen ift ein Dreieck abd von der Art wohl möglich, da 
zugleich ift ac = bd md bo = ad, 





| Satz 8. Lehrſatz. 

Wenn in zwei Dreiecken abe und «By bie drei Seiten des 
einen einzeln genoimmen, den brei Seiten des andern gleich find, naͤm⸗ 
ih be = By; ac — ay und ab = uß, fo find aud bie 
von gleichen Seiten eingefchloffenen Winkel in beiden Dreieden 
gleich groß. 


— 


Beweis. Man lege 
das Dreieck aßy auf abe, * f z 
fo daß « auf a und bie 
aß auf ab zu liegen 
koͤmmt, fo fällt 8 auf b, ’ 
weil ab=.«ß ift (p. h.) 
Nun iſt xy — ac und a DB. ß 
zugleich auch By —=bec, 
folglich koͤnnen die Spigen c und Y nicht außer einander liegen (7.) 
alfo fallt Y auf c, und ſonach «y mit ac und By mit be zufam: 
men, und daher it| P—=|_ ce. 

. Anmerfuug. Wenn alfo die brei Seiten eines Dreiecks, einzeln genommen, 


ben drei Seiten eines andern gleich find, fo haben dieſe Dreiecke auch gleiche 
Winkel, und können immer fo in einander gelegt werben, daß fie fich dedien. 





Sa 9. Aufgabe, 
Einen gegebenen gerablinigen Winfel bac zu halbiren. 
Aufloͤſung. 1) Man nehme 
auf dem einen Schenkel ab beliebig a 
einen Punkt d, 
2) Schneide auf dem anderen 
Schenkel ein Stud ae — ad ab (3.) 
3) Ziehe de ($. 1.) d e 
4) Befchreibe über de ein gleiche 
feitiged Dreied def (1.) 
5) Verbinde den hierdurch bes 


flimmten Punkt fmitadurd af(F.1.) »/ p c 
fo halbirt die Gerade af den Wins 
fel bac. 
Beweis. Es iſt ae — ad (pc) 
ef — df ⸗ 


und af = af 
folsih ft A acfD Aadf . (8) 
und baber it |_eaf —|_ daf, und es ift daher jeber dieſer bei 
den Winkel die Hälfte des ganzen Winkels. 





Satz 10. Aufgabe. 
Eine gegebene begrenzte gerade Linie ab zu halbiren. 
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Auflöfung. 1) Beſchreibe über ab | 
daz gleichfeitige Dreied abe (1.) c 


2) Halbire den Winkel acb (9.) 
fo wird durch bie Halbirungölinie cd 
des Winkels, die gegebene ab in d hals 
birt, 
sg 2 
Beweis. E ift ca ch (pe) 
Lr=L4 °+- 
und da cd=cd 
fit Acad ®A\ ’NAchbd (4) 
und baber ift da—=db; jede diefer beiden — iſt alſo die — 
der Ganzen. 
Anmerkung 1. Die Aufgabe, einen gegebenen geradlinigen Wat! zu ws 
bicen, laͤßt fich auch auf folgende Art löfen: 


1) Man nehme auf dem einen Schenkel ad 
des zu theilenden Winkels dae beliebig zwei 
Punfte b und 4 an. 

2) Nehme auf dem ändern Schenkel ac 
=abmbay — aß (3.) 

3) Berbinde b mit » undemit ß (8. 1.) 

4) Den Durdjfchnittspunkt x diefer beiden 
Sinien verbinde man mit dem Scheitel a des 
gegebenen Winkels durch ax (F. 1.) 
fo wird durch diefe Linie der Winkel halbiert, 





Beweis. Es iſt ac ab (p. c.) 
aß = ay 
ba num {_ caß = I. bay 
fit Acaß DA bay (4.) 
folgih it ch = br 
und cAhb=| bye 
und da bß = cy (®. 8.) 
fit AcbDAdbre () 














und hieraus folgt | beß = | cbyr 
ober bcx = cbx 
alfo ift au) xb = xc (6.) 
dba nın ab = ac (p. ©) 
unb ax = ar 





Pit Axab&A xac 
und daher | xab = | xac 
und es ift folglich durch ax der Winkl ead halbirt. 
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“ Anmerkung 2, Da nach 9. jeder gegebene Winkel, und nach 10. jede gege⸗ 
bene begrenzte gerade Linie halbirt werden kann, und das Verfahren, durch 
welches dieſe Aufgaben geloͤſtt werben, ſich auch bei den gefundenen Hälften 
anmwenben läßt, fo folgt, baß jeder gegebene Winkel ſowohl, als jebe gegebene 
begrenzte gerabe Linie, auch in #, 8, 16, 32 u. ſ. w. gleiche Theile ge 
theilt werben Eönne. 





> — Aufgabe. 
Auf einer gegebenen geraden Linie ab in einem in ihr gegebe: 
nen Punkte c eine Normale zu errichten. 

Auflöfung. 1) Man nehme . 
auf ca beliebig den Punkt «, 

2) fehneide auf cb die ß8 _ 
ca ab (3.) 

3) Befchreibe über «B das 
gleichfeitige Dreied a«ßy (1.) 

4) Berbinde y mit c durch die | 
Gerade pc, = e b 
ſo iſt dieſe die Normale auf ab in dem Puhite c. 

Beweis, Es iſt ca=—=cß (p. c.) 
ay = ßy ⸗ 
da nun cy = cy 
pit Ayca®Aycß (8) 
und daher yca = |[_ yceh 
alfo ift yc normal auf ab (E. 10.) 


Sa 1. Aufgabe. 


Auf eine gegebene unbegrenzte gerade Linie ab, von einem außers 
halb derfelben gegebenen Punkte y, ein Normale zu fällen, 

Auflöfung. 1) Auf der 
anderen Seite von ab nimm 
beliebig einen Punft d. 

2) Aus y befchreibe mit eis 
nem Nadius — yd einen 
Kreis (F. 3.), fo wird von 
demfelben die gegebene ab in 
den Punkten « und 4 gefchnits 
ten. | 

3) «ß halbire in c (10,) 


* 
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4) Berbinde c mit Y durch die Gerade cy, 

fo ift diefe Verbindungslinie normal auf ab. 
Beweis. Ziehe ya und »B fo ill 


ya — yBß (E. 15.) 
ce = cß (p- c.) 





und yc = yc 
daher A yca OD A yeß \ 


und folgid | yca = | ycPß 
und daher ift yc normal auf ab (E. 10.) 


Anmerfung. Durch die beiden Aufgaben, Sat 11 und 12, wird gezeigt, 
wie es möglich ift, fowohl auf einer geraben Linie in einem, in berfelben gegebe- 
nen Punkte eine Normale zu errichten, als auch von einem außerhalb derfelben 
gegebenen Punkte eine Normale auf biefelbe zu fällen. 





| Sa 13, Lehrfas. 
Die beiden Winkel, welche eine gerade Linie ab, die eine an: 
dere cd in b trifft, mit derfelben macht, find EWE zwei rechte 
Winkel oder zweien rechten gleich. 


Beweis. Sftl_cba — dba, re 
fo find es zwei rechte Winfel (E.10.) a 
und find diefe Winkel verfchieden, 
fo errichte in b auf cd die Nor: 


male ba (11.), fo ift alddann c = d 


WLdbe=]|_cbz=R E. 10.) 
Nun if ([|_ dba = I _ dba + x 

und | «abc = I_e«be 

afol_db« - Tæbe — dba + x+ | ebc (G.2.) 

und well dbe Fl_abe= 2R. (p. c.) 
ffitauhldda x + ebe=2R (6. 1.) 

danınx +|_ abe =| abe 

fo it auh | dba rx+| abe = |_dba + L: abc 
und folgih L_dba + abe = 2 R. 


Satz 14. Lehrſatz. 
Wenn mit einer Linie ab an einem und demſelben Punfte b, 
die beiden, auf verfchiebenen Seiten liegenden Linien bc und bd 
"zwei Nebenwintel abc und abd bilden, welche zufammen zweien 








rechten Winkeln gleich find, fo liegen bie Linien * und bd in ge 
rader Linie an einander. - 


6. 
d 
bh N 
Beweis. Wäre chd feine gerade Linie, fh ſey cbd eine 
folche, alsdann ift 
 Leba+l_ab—=2R. (13. 
da nun auch cba+|_ abd — 2R. (p. h.) 
fo folgt | cba+l_abdö—=L_cha+} abd (1) 
und daher i abö = I _abd (©.3.) 
Diefed aber ift nicht möglih (©. 9.) 

Afo ift die Vorausfegung falfh. Diefe war, daß eine andere 
Linie bö außer bd mit cb im gerader Kinie liege; es ift dieſes 
alfo nicht der Fall, und folglich ift cbd eine gerade Kinie. 

Cab 15. Lehrfap. 

Zwei gerade Linie ab und cd, die einander ſchneiden, machen 
gleihe Scheitelwinfel p = q und m = n. 

Beweis. Es ift: 

ptm=2R (9 
und m+ q — 2R ⸗ 
vaherptm —m+ g (©.1) a 








folgih ft p=gq D=g (©. 8.) 
Eben fo wird bewieſen, daß —— 
m =n if. 


Anmerkungen. Aus ben Saͤtzen 13., 14. und 15. folgt? 1) Wenn 
zwei Winfel einen Schenkel gemein haben, und die übrigen beiden Schenkel liegen 
in gerader Linie, und der eine dieſer Winkel ift ein rechter, fo ift ber andere 
ebenfalls ein rechter, und ift der eine Winkel ein fumpfer c E. 4.) fo- muß 
ber andere ein fpiger fen (E. 12.) 

2) Der 10te Grundfas, daß alle rechte Winkel einander "gleich find, von dem 
bisher noch Fein Gebrauch -gemadyt iſt, kann nun, wenn man ihn nicht als 
Grundfag will gelten laffen, auf folgende Art bewiefen werben, 

‚ Nimmt man an, daß es rechte Winkel cba und cb« giebt, bie einander 
nicht gleich find, fo wird, wenn man fie fo in einander legt, daß ihr Scheitel b 


und der eine Scyenfel bc aufammen fallen, bew zweite Schenkel ba des einen in⸗ 
nerhalb des anderen Winkeld cba liegen Man verlängere cb nad) d, 





d 


b 


ſo iſt cb« = |_abd (E. 10.) 
und [| cba <| cba (p h.) 


alfo auh [| cha <|_abud 
und ba | cba = | abd (ph) 


fo ftauh | aba <|_ aba | 
was nicht möglich ift. Die Vorausfegung, daß rechte Minkel verſchleden ſeyn 
koͤnnen, ift alfo falfch, und es find daher alle rechte Winkel gleich groß. 

5) Werden an einem Punkte einer geraden Linie mehrere gerade Rinieh ge— 
zogen, bie alle auf derfelben Seite Liegen, fo find alle auf biefe Weiſe gebildeten 
Winkel zufammen zweien rechten Winkeln gleich, 

4) Die durch zwei fich fchneidende Einien gebildeten vier Winkel find zuſam⸗ 
men vier rechten Winkeln gleich. 

5) Alle Winkel, die um einen Punkt als gemeinfchaftlicher Scheitel durch 
mehrere in biefem Punkte zufammentreffenbe “Linien in ber Art gebildet werben, 


dag je zwei nebeneinander Liegende Linien einen intel bilden, find ‚sufammen 
vier rechten Winkeln gleich. 





ze 
6) Wenn in dem Punkte e ber ge a 
faben Linie ab auf verſchiedenen Seiten n m 
derfelben bie Geraden ec und.ed gezogen. — — 
werden, und es it|_ m=|[_n, ſo liegt — 


ec mit ed in gerader, Linie; benn ed ift 


|m=-|Lo —8 — 2 
Lrele i 
mt Lr=LatLe 
da nun mt pe=®R (13) 

fitagl_n+tl_pr = 2R (G. 1.) 
und baher ec und ed in gerader Linie (14.) 

7) Werden an einem Punkte e vier gerade Linien eb, ec, ea und ed 
gezogen, und es iſt zu gleicher Beit [| m = I.» und .p=L.9 fo liegt. 
ec mit od und eben fo eb mit em in gerader Linie. ‚Denn ba 

| 3 


pag 
und m — n 
5 (G. 2.) 
und da p m — p 
ffet2 ptm)=ptmrtgı Fat: n GG. 2.) 
ba nunp + m +qat2=#R N5 
fo iſt auch 2(p + m) —=4R 
folgid ptm=2R (© 7) 
alfo liegt eb; mit ea in geraber Linie (14.) 
Auf gleiche Weife folgt auch, daß ec mit ed in gerader Linie liegen muf. 











Sat 16. Lehrfas. | 

Wird eine Seite bc eined Dreiecks abc nach d verlängert, fo 

ift der dadurch entftehende Außenwinkel dca, der von der Berlänge- 

rung cd und der anliegenden ca des Dreiecks gebildet wird, größer 

als jsder ber beiden innern gegenüber liegenden Winkel c ab und 
abc des Dreieds, 


—— 8* 
an Ei i u % >. A 
Beweis. Man halbire ac a 
ine: (10.), ziehe be, verläns E23 ⸗ 
gere dieſelbe, mache bie Verlaͤn⸗ 1 BL A — 
gerung ef — be, und ziehe fc, x 
ſo iſt 


ae See (pc.) 
be = ef 
| aeb=L] cef (15) 
daher Aacb&A cef (4): 
folglich it l_eab — |_eck 
Nun iſt aad>Lecf (®.9.) 
folglich ift auch Lacd > [_eab 
Auf gleiche — folgt auch, wenn man be halbitt, daß 
Lacd>1|_ abe. 


Anmerkung, Diefer Sag kann auch auf folgende Art ausgedrückt werben. 
Wird von einem Dreieck abo eine Seite be nach d verlängert, fo iſt ber bar 
durch entftehende Außenwinkel acd größer als der Winkel cab bes Dreiecks, 
welcher ber verlängerten Seite be gegenüber liegt, und bie Nichtigkeit dieſes 








ar WE, zu 


Satzes iſt eben bewiefen worden. Werlängert man nun ac nah d, fo ift aus 
demfelben Grunde * | ; 
[_beö >| abe 
.Sanmf beö=| and (15.)- 
fo ift auch | acd >| abe a 
Folglich ift der Außenwinfel acd größer, als jeder der beiden Innern gegen: 
über liegenden Winkel eab' und Abe des Dreiecks. | 


Satz 17. Lehrfasp. 

Je zwei Winkel eines Dreieds find zufammen Kleiner als zwei 
rechte Winkel. as | 

Beweis. Verlängere bon | 
d, fo ift | a 

La<ınd6) 2 |. 
—_ Is [2:7 m 

alſo up at m<[_ m+n 

aber m-+-I n=2R (13) HZ 
alſo fi af _ m<2R 


Bolgerungen. Aus biefem: Sage folgt: 

1) Wenn in einem Dreieck ein Winkel ein rechter ober ein ſtumpfer iſt, 
fo muß jeder der beiden übrigen Winkel ein fpiger ſeyn. Daher hat jedes ge⸗ 
radlinige Dreieck wenigſtens zwei ſpitze Winkel, und hierdurch werden nun die 
Erklärungen 27, 28 und 29 deutlich. 

2) Jedes gleichfeitige Oreieck iſt ein ſpitzwinkliges, und in jedem gleich⸗ 
ſchenkligen Dreieck muͤſſen bie Winkel an der Grundlinie fpige Winkel ſehm 

8) Iſt an einem Punkte c der | | 
Geraden ab die gerabe Linie cd ge d 
zogen, daß die dadurch gebildeten Wins « ‘; 
kl dca und deb ungleich find, daß * — 
alſo der eine ein ſpitzer und der andere 
ein ſtumpfer Winkel iſt, und man fällt 
von irgend einem Punkte e ‚der dd a fe —b 
eine Normale ef auf ab, fo trifft Be 1 ee 
diefe immer den Schenkel ca des fpigen Winkels, ce 


Anmerkung De 176 Sas I. — * - 
umgekehrt lautet: Sind zwei n 
einer geraben Einie anliegende Wir: A 
kel zuſammen Heiner als zwei — — 
rechte, fo find es Winkel eines Be u: 
Dreicds; ober auch, werben zwei d 
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gerade Pinten ab.und. aß von «ine britten cd fo gefäänitten, baß bis 
beiden Innern, auf einer Seite liegenden Winkel m und n gufammen klei— 
ner als zwei rechte Winkel find, fo treffen biefe Linien, genugfam verlän, 
gert, an eben diefer Seite zufammen,, Diefes nun ift der, unter den Grund: 
fägen vorkommende I1te Sag, und wenn auch zugeftanden werben muf, 
daß biefer Sag keinesweges bie Eigenfhaften eines Grundfages hat, fo ifl 
es boch auch bis jegt noch nicht gelungen, einen, ftrengen Beweis für denfel 
ben aufzufinben. | 





Sat 18. Lehr ‘as. 


In jedem Dreieck abc liegt ber größern Seite ac ud dei 
größere Winkel abc gegenüber. 


a 
Beweid. Da ac > ab feyn fol, fo 
kann man von berfelben ein Stüd ad — — 
ab abſchneiden und nun b mit d durch id 
die Gerade bd verbinden. Da fonah | - — 


ad — ab «p.c.) 
ſo iſ aad 6 
abet (16), 
folglich ah Lz > Le | 
danınlLabe > Lz Witte 2 
ſo HE kan fo mehr Labe > Le nn 
Aus der Vorausſetzung ac > ab ‚folgt nd g: ä be * L. 





Sag 19. genrfas. 


An jedem Dreied abc liegt dem größern Winkel * auch 
die größere Seite ac gegenüber. 
Beweis. Die Vorausfegung iſt bier 


ILb>Lec a 
unb es ift num entweder AR 
1) ab==ac ober 2) ab > ac oder ” Fu % 
ac > ab. BON 
ab = ac kann nicht feyn, weit: ſonſt — — 


Ic==L_b ſeyn muͤßte (5.), was der Vor⸗ 
ausſetzung widerſpricht, 
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ab > ac kann auch nicht ſeyn, weil ſonſt Le Lb feyn 
müßte (18.), was ebenfalls der Vorausſetzung widerſpricht. 

Da nun einer der drei angegebenen Faͤlle ſtatt finden muß, 
und bie beiden erſten ber Vorausſetzung widerſprechen, fo muß noth⸗ 
wendig ber Z3te Fall ftatt finden, und es ift alfo ac > ab, fobald 
L_b > L.c vorausgefegt wird. 


Anmertung. In jedem flumpfwinkligen Dreiedt iſt bie dem ftumpfen 
Winkel gegenüber liegende Seite die größte, und ebenfo ift in jedem rechtwinktigen 
Dreied die Seite bie größte, welche bem rechten Winkel gegenüber liegt, 





Sat 20. Lehrfap. 


Sn jedem Deeied find je zwei Seiten ab und ac zufammen 
größer als bie dritte bc. 


Beweis. Man berlängere ba, \ d« 
mache bie Verlängerung ad ber an⸗ — 7 
dern Seite ac gleich und ziehe cd, — 
ſo iſt V \ / 

——— 


ad — ae (P. c.) 


daherPId (5) 
und folglic (p q) >Ld G. o.) 
Es iſt alſo in dem Dreieck bed 
Wbed>Ld 
end daher bd>bce (19) 
danın bd=ba 4 ad 


fo iſt auch ba ad > bc 
und wel ad=at (p. c.) 


fo folgt ba + ac > bc 
was bewiefen werben follte. 





Satz 1. Lehrfag. 


Menn von ben Endpunften b und c der einen Seite be eines 
Dreiecks abc, zwei gerade Linien bd und cd an einen Punkt d 
innerhalb des Dreieds abc gezogen werben, fo find biefe Linien. 


i 
—* 


zufammen Eleiner ald die beiden übrigen Seiten ba und ca be 
Dreieddabc, ſchließen aber einen groͤßern Winkel b dc als diefe ein, 





Beweis. Man verlängere bd bis e, fo ift 
ba-ae>be (20) 
und wel be=bd + de 
ah ba-ae >bd+de ,„- 
da nın ec — ec 
fo iſt auch ha-t-aetec >bd-+de-+t ec 
alſo ba -ᷣ ac >bd+de-+t ec 
Es it aber de Fec> cd (20.) 
und daher bd+de+tec} ec>bd-+ cd 
folglich ift um fo mehr ba + ac - +ac>bd F cd 
welched das erfte war. 
dene it Lm>I_n (16.) 
md I n>|[ a ı= 
daher ift um ſo mehr | m>L|_a 
und dieſes war das zweite. 


Zufag 1. Daß bd + dc < ba + ac ſeyn muß, gilt nur für den 
Tall unbedingt, wenn b und c bie Endpunkte der einen Seite des Dreiedis abe 
find, Iſt das Dreied abo aber bei c vechts oder ſtumpfwinklig, und man nimmt 
ſtatt c einen anderen, zwiſchen b und c liegenden Punkt g ber Linie bc und 
zieht ag, ſo läßt ſich in diefer Linie immer ein Punkt d von der Art ange: 
ben, daß, wenn man bd zieht, bd + d’g größer ald bat ac wird, 
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Beweid, Da |_o ein ſtumpfer ber rechter Winkel ſeyn foll (p. 9 ſo 
ft m Aage 


ag > ac (19.) 
Man nehme ae = ac, halbire eg in f, und nehme ad = ofunb ziehe db. 
Da ad = ef (p ©.) 


und de — de 
fit ae=df (G.1.) 
und da ao = ac (p. ©.) 
fit ac = df | 
aber ab <ad-+ db (20) 
folglichh ab ao <df+ ad + db 
und weil ad = fg 
ab Fac<dfFfg + db 
und daher ab Face dg + db 
was bewiefen werben follte, 
Zufag 2. Nimmt man in ber Flaͤche bes Dreieds abc zwei Punkte 
d und e fo an, daß, wenn bie Geraden be, ed und de gezogen werden, dadurch 
weder |_ bed noch J odoe ein einfpringender wird, fo find immer bie Seiten 
ba und ac von A abc zufammen größer ald be + ed + de. 


1 


hi 
8 — 
/ ⸗ X \ 
⸗ NN 
/, N\ 
b# — BERN c 


Beweis. Man verlängere cd und de, bis fie bie ab in £ und g ſchnei⸗ 
den, fo ift i 
ac af — cf (20.) 
afo ac af > cd df 
und de + fg >dgz s 


daher actaf+fg + di>cd +dg + df 


folglich ac+ af+ + fg >ei+ dg (8. 8.) 
oder ac + a X ca 4 a⸗— 
gb + eg > ‚eb 805 


fo aetagtsbp teg>cdtdetebteg - 
ud actagt+sb>cdtdeteb (6.8) 
Es iſt aſo ac ab  >ed+do+t eb 
was bewiefen werben follte, 


— 40 —v 


Anmerkung. Der lette Say gilt auch für ben Fall, wenn innerhalb ber 
Flaͤche des Dreiecks abc mehr als zwei Punkte angenommen werben, 
wenn nur burd) bie Berbindung dieſer Punkte Feine gegen be einfpringende 
Winkel entflehen. 





Ga 2. Aufgabe. 

Es find drei gerade Linien a, b und c gegeben, vort welchen je 
zwei zufammen größer find als die dritte; man fol ein Dreied bes 
ſchreiben, deſſen Seiten diefen Linien gleich find. 

Auflöfung. 1) Ziehe eine gerade Linie de, bie in] d be 
grenzt, in e aber unbegrenzt ift. 

— Schneide auf derſelben ag— a, fg — b md gh = 
c ab. 

3) Befchreibe aus f mit fd und aus g mit gh einen Kreis. 

Ä 4) Bon dem Punkte k, wo beide Kreife ſich fchneiden, ziehe bie 
geraben Linien kf und kg. 
fo it A fgk das verlangte Dreicd, 





2 - 5 Eu 


Beweis. Es iſt Ik—fdmdgk—gh E. 15) 
aber auch fd=a + sh=c (pc) 
folgih it fk=a und gk—=c 

Da nun au fg — b, 


fo find die drei Seiten des Dreiecks f kg ben gegebenen Linien a, 
b uud c gleid. 
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Sat 23, Aufgabe, 


Man foll an den Punkt a der geraden Linie ad einen Winkel 
anfegen, ber einem gegebenen Winkel Bay gleich) iſt. | 9 





Aufldfung. 1) Auf den Schenkeln bed gegebenen Winkels 
nehme man bie Punkte 8 und y beliebig, und verbinde biefelben 
durch die gerabe Linie By. 

2) Ueber ad befchreibe ein Dreied abc, ſo daß ab — er 
ac—=eymdbe==priflt (22) 

fo ift dad Verlangte gefchehen. 


Beweis. Da ab = uß 
ac =uy 
be = Br 


ſo iſt Aabce OD A oßy (8) 
und ddr La—= Le 


Anmerkung. Das gewöhnlich gebräuchliche Verfahren, um an einen ge: 
gebenen Punkt a ber Linie ad einen, bem |_« gleidyen Winkel a zu befchreiben, 
ift infofern etwas kürzer, daß man hierzu ein gleichfchenkliges Dreieck benutzt. 

Naͤmlich man nimmt auf &ß beliebig einen Punkt m, und auf ad ben 
Punkt p, fo dba ap > am, Aus & befchreibt man mit &m einen Kreis, 
der den Schenkel «yY in nm fchneidet, und aus a befchreibt man mit ap ben 
Kreisbogen pq. Hierauf wird aus p mit einem Radius = mn ein Bogen 
beſchtieben, der ben erfteren in q ſchneidet. Zieht man nun ag, fo it 

Nepq > Aamn 
und daher a = [|_«. 





Sa 24. Lehrfag. 


Wenn in zwei Dreieden dge und ach zwei Seiten des einen, 
iede für fich, zweien Seiten des andern gleich find, aber ber von 


N ! ö | 
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biefen Seiten eingefchloffene Winkel ift in dem einen Dreieck größe 

ald in dem andern, fo ift in diefem Dreieck auch bie dritte Seit 

groͤßer als in dem andern. Iſt naͤmlich 
de — ac und de — ab aber Lgde>Lcab. 

ſo iſt acch ge>chb 


Beweis. Men lege an ed einen Winkel edf = L bac 
(23.), made df = ac und ziehe fe und fg, fo ift 
de=ab (p.h.) 
Ledi= —=Lbac (pe) 
df = ac ⸗ 


Rn Nedf®& Abac (4.) 
folglich ft df=ac und ef — be 
danın ac — dg 
fo it df = dg 
und dahe La +-y—=Lx 065) 
di La<Lx (6.9) 
und um ſo mh _Lz<L(x+ v) 
folglich ift auch in dem Dreied egf  ef<eg (19) 
und daher au bc < eg 
was bewiefen werben ſollte. 


Zufag. Bei dem Beweife wurde hier vorausgefegt, es liege, wenn man d 
= ac macht, ber Punkt f außerhalb des Dreieds edg. Es find aber noch bi 
Fälle möglich, daß entweder £ in der Linie eg liegt, oder innerhalb der Flaͤch 
von A\edg, In dem erfiern diefer beiden Fälle iſt ohne Weiteres einleuchtend, ba 


u 


ef und folglich auch bo — ef Heiner als eg ſeyn muß, Liegt aber £ inner: 
halb der Fläche von Agde, fo ift nun 





_L@+y9=Lx (6) 


ao | =<| x . 
und um fo mhr [| = <|_(x +v) 
folglich au fe < ge (19.) 
Der Lehrſatz gilt alfo auch für diefen Fall. 





Sab 25. Lehbrfas. 


Wenn in zwei Dreieden dge und ach zwei Seiten des einen 
dg und de zweien Seiten des andern ac und ab, jede für fich 
gleich find, die dritte Seite ge des einen Dreiecks aber größer ift, 
ald die dritte Seite ch des andern, fo ift auch in dem erftern der 
Winkel d, welcher der größern ge gegenüber liegt, größer als ber 
Winkel a des andern Dreieds, der der kleinern cb gegenüber liegt. 


Beweis. Es ift ent: 


weder: 
) EAd — La oder 
DLd La oder — F 
)Ld>La | b 
Bier Ld= La ve Ld<La 


dba dg=ac ba dg = ac (p-h.) 
und de = ab und de — ab ⸗ 
jo würde ſeyn ge = cb (A.) ge <cb (24) 
Beides widerfpricht ber Vorausſetzung, wonach ge > cb ſeyn 
fol. Es kann alſo weder nn lLd—= Landld<La 
folglich iſ I_d > La, was bewiefen werden follte, 


y 


a A 


Sat 6. Lehrfap. 

Menn in zwei Dreieden abe und «By zwei Winkel, L b 
und |- ach, des einen, zweien Winkeln B und 9 des andern, jeder 
für ſich glei find, alfo _b — IB und Lach = Ly, und 
eine Seite ift einer Seite gleich, es fey diefes die Seite bc — ßy, 
weldhe von jenen Winkeln eingefchloffen wird, oder die Seite ab 
— as, die dem einen biefer Winkel c — y gegenüber liegt, fo 
find auch die beiden übrigen Seiten des einen Dreiecks ben beiden 
übrigen Seiten des andern, jede für fich gleich, auch der dritte Win- 
tel, [_bae ift bem dritten Winkel & gleih. Beide Dreiecke deden 


fih alfo. 
Erfier Fall. 
were Rs m 


2 N 
und bc — By X N * | \ ‚ 
ſo iſt auch ab=aß — 
Beweis. Waͤre dieſes nicht der Fall, ſo müßte eine biefer 
Linien größer ald die andere feyn, ed fey alfo: 
ab > op und daher Ab = aß. Biche cd. 
da nun Lb=Lß (ph) 
und bce= By x 
fit Fabe Aaßr (&) 
und daher Ldchb = I_yY 
da nun auch Lacb=1Ly (ph 
fo würde fyn Ldchb = Tach 
was nicht möglich it (G. 9.) 
Alſo koͤnnen die Linien ab und «B nit verſchieden feyn, und 
es ift folgid ab = aß 
und ba überdieg | b = L_Bß 
ud bc = By- Ä 
fit Aabe® Aaßy (4): 
Folglich ud ca ymdlLa= Li 
’ Zweiter Fall, 
& tl_b= _B a | @ 


23 N * 
und ab = aß | N AM 
fo iſt auh be = fy DT € u 
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Beweis. Märe diefed nicht der Fall, fo müßte eine biefer 
beiden Linien größer als die andere feyn, es fey alfo be > By, 


und daher be = By. Biche ae 
da nun _[Ib=Lß (ph) 
und ba = ßu ⸗ 


ſo it Aabe® A aßr (4.) 
und daher Iacb = 1_p ’ 
dann |c=|_p 


fo würde fyn Laeb = L 
was nicht möglich iſt. (16.) 


Die Seiten bc und By find alfo nicht verfchieben, und ſolg⸗ 
üch iſt: 
be = ßy 
dann _b = 1_ß 


und ba= ß« 


fit AabeOAapßy (4) 
folglich u c=aıymdblLa=L eo. 


Zufag 1. Wenn zwei Dreiecke zwei Winkel gleich haben, fo daß ber erfte 
Winkel dem erften, und der zweite: dem zweiten gleich iftz und fie haben außer: 
dem eine gleiche Seite, die in beiden biefelbe Lage hat, fo haben diefe Dreiede 
auch die übrigen beiben Seiten und ben dritten Winkel gleich, und tönnen fo in 
einander ‚gelegt werden, daß fie ſich deden, 


Zuſatz 2. Haben zwei Dreiede acb und «yß zwei Seiten gleich, fo daß 
die erfte ac ber erſten @y, und die zweite cb der ziveiten Y PB gleich ift, und ift 
außerdem in beiden Dreicden der, einer gleichen Geite cb und 78 gegenüber 
liegende Winkel gleich groß, alfo|_ a = |_«, fo deden fi diefe Dreieck, 
ober es find die, ber anderen gleichen Seite ca und 4x gegenüber liegenden 
Winkel b und 4 zufammen zwei rechten Winkeln glei, 


Beweis. Iſt Lach 


== BZ fo decken fich die “ . 4 
Dreiede acb und «y ß.(4.) — 
Sollen fie ſich alſo nicht dit; — | / 
fen, fo muß einer biefer Win; me; x | — 

tel „größer ſeyn als der an⸗ p & ß 


dere, Es ſey hiernah|_ ach 
>Ly, man ziehe cdıfo, baf |_acd = y (28.), fo in num: 
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Lad=|[ Ly (pe) 
ca=ya (8. h) 


| La = L,« J 7 
daher A acd &d A ayß (26,) 2 
folglich ft ed — m x —164 


da nun ob — yß (p. h.)} 
fit cb=cd (61) - do —b (6), 


— — — —— 


folglich id DL IABF G. æ 
da nun Lx + Ly—=2R (ds) 


fo ift auch IL? +1» SR 
was bemwiefen werben follte, 








I 


Sab 7. Lehrfas. 


Werden zwei gerabe Linien ab und cd von einer dritten ef 
geſchnitten, und find die dadurch gebildeten Wechſelwinkel x und y 
gleich groß, fo find diefe Linien parallel. 


\ | e 
\ 
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Beweis. Wären die Linien ab und cd nicht "parallel, fo 
würben fie, genugfam verlängert, an einer Seite zufammen treffen. 
Es fey dieſes bei g der Fall, fo ift egf ein Dreied, und x ein 
Außenwinkel defjelben, daher ift alsdann: 

_[x>Ly (16), 
welches der Borausfegung I_x—= I_y widerfpricht. Die ab und cd 
Fönnen alfo auf diefer Seite nicht zufammen treffen ; aus gleichem 
Grunde aber auch nicht auf der anderen Seite, weil fonft y> x 
folgen würde. Folglich find ab und cd parallel. (E. 35.) 
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Satz 28. L:cehrfahb. ns = 

Werden die beiden geraden Linien ab und cd von einer drit: 

ten- ef gefchnitten, umd es ift der aͤußere Minkel z dem ihm * 
über, an derſelben Seite liegenden, innern Winkel x gleich, oder es 

find die beiden innern, an derſelben Seite liegenden Winkel v und x 


zufammen zwei rechten Winkeln gleih, fo find die Linien ab und 
cd parallel, 





a — 
| \ 
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Erfier Theil 
Beweis. Dlz=Lx @.h) 
und _Lz=L_y (15) 
pffti_y=Lx (61) 
alfo ab parallel’cd. (27.) 
Die Linien ab und cd find alfo parallel, wenn DL: =Lx if. 


Zweiter. Theil. 
Da LV4LXS2KR (p. h.) 
"db Lv#Ly=?2R 13) 
pi ILvtLy=Lv+Lx 
und daher L_y: =|x (6) 
folglich ift ab parallel cd (27.) a 
Die Linien ab und cd find alfo auch parallel, wenn I_vumd 
I_x zufammen zwei rechte Winkel betragen: 








Sa 29, Lehrfak. 
Sind gwei gerade Linien ab und cd parallel, fo. find, wenn 
fie von einer dritten ef gefchpnittent werben, 
» 4) die Wechfelwinkel x und y gleich groß; ferner ift 


— 48 — 
2) ber aͤußere Winkel x dem innern gegenüber, an berfelben 


Seite liegenden x gleich, und 
3) die beiden imern an bderfelben Seite liegenden Winkel v 


und x find zufammen zwei rechten Winfeln gleich. 








Erfter Theil. 


Beweis. Wäre I_x und L_y ungleich, fo müßte einer der 
größere feyn, 
e3 fey daher Ly >Lx 
da nun Lv=Lv 
ſo it ach Ly+ Lv>Lx+Lv 
und wi Ly+-iLv- 2R a3) 
fo iſt 2R>Ls+Lv 


daher ſchneiden ſich die Linien ba und dc auf ber Seite, wo bie 
Winfel v und x liegen “©. 11) 


Die Linien ab.und cd find alfo nit parallel, was ber Vor 
ausfegung widerfpricht, folglich ift die Annahme fatfch, daß I_x und 
1_y ungleich find, alfo Fünnen diefe Winkel nicht ungleich feyn, wem 
die e Einien ab und cd parallel feyn follen, folglich if Lx=L_y- 


Bweiter Theil. | 


Aus der Vorausfegung ab parallel cd folgt alfo 
ILx=Ly 
da nun Ly= * 2 (18) 


pP folgt ah Lx=Lza (61) 
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Dritter Theil. 


Da ſonach, wenn ab und cd parallel find, 
I_x= L_z ſeyn muß, 


ſo iſt aach ILx+Lv=Lz+Lv (62) 
de L343LV2R (13) 


es ift alfo aub I_x 34: v=2R. 


Anmerfungen Wer 
ben zwei gerabe Linien AB 
und CD von einer dritten ef - 
gefchnitten, fo entftehen an je: 
dem ber beiden Durchſchnitts⸗ 
punkte vier Winkel: 

a,b, c,d 
a,ß,», 6 
und von biefen Winkeln nennt 
man 

1) d undß und eben fo f 
auch e und = Wechſelwinkel. 
Dieſelbe Benennung Tann auch den Winkeln a und Y, und eben » b und 5 
beigelegt werben, 

2) Die Winkel a und « find an berfelben Seite gegenüber — Win⸗ 
kel, von welchen der eine a ein aͤußerer, und der andere & ein innerer iſt. Daſ⸗ 
felbe gilt auch für die Winkel b und ß, für 5 und deund für y und c, 

8) Die Winkel d und &, und cben fo c und 4 find an berfelben Seite 
liegende innere Winkel. Eben fo kann man a und 5, und auch b und an 
derfelben Seite liegende, äußere Winfel nennen. 

Die ganze Theorie der ——— beſteht in der Beantwortung der beiden 
Fragen: 

1) unter welchen Blue find zwei Linien parallel, und 2) welche 
Eigenſchaften kommen parallelen Linien zu? Die erſte dieſer beiden Fragen wird 
durch die Saͤtze 27 und 28 beantwortet; und durch Satz 29 wird gezeigt, daß jene 
Saͤtze auch umgekehrt Guͤltigkeit haben, wodurch auch die zweite Frage beant⸗ 
wortet iſt. 








Satz 30 Lehrſatz. 


Sind zwei gerade Linien ab und «ß einer dritten cd parallel, 
fo find fie einander felbft parallel, 
Beweis. Es werden diefe Linien van ef geſchnitten. 
% 
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Da nun ab parallel cd, fifi_x—= Ly (29.) 
eB : cd =: Ly> I_x 
folglich ift ah Lx = Lx' 


und daher ab parallel ©&ß.  (27.) 








Satz 31. Aufgabe 
Durch einen gegebenen Punkt « eine gerade Linie By einer ge 
gebenen bc parallel zu ziehen. | 


Auftöfung 1) Nimm in B Pr y 
bc beliebig den Punft a. . / 

2) Ziehe aa und lege an « / 
den Winkel Baa=l_ba« (23.)) R h 
und verlängere Ba nad) y, fo ift a 


By parallel ch. 
Beweis. Dal ßaa=Lba« (pc) 
fo it By paralll cb (27.) 


Anmerlung. Des praktifche 
Verfahren, um durch einen gegebe: 
nen Punkt & eine ber bc parallele 
Linie zu ziehen, befteht darin, daß B 
man ein Dreied D an ber Kinie 
eb anlegt, und an ber einen Seite 
beffelben das Lineal ef. Diefes 
wird unverrüdt in feiner Lage ers 
halten unb D fo weit herauf gefcho: 
ben, bis die Kante deffelben an « 
liegt. Zicht Man nun an biefer F f 


— 





J 


ee 


Kante die Ay, fo ift biefe die Parallele, denn es ift|_Amf = |_conf, da 
Beide dem Winkel des Dreiecks gleich find, und bie Linien 45 und cb find alfo 
parallel, weil der innere Winkel Amf dem, an berfelben Seite gegenüber liegens 
den aͤußern Winkel onf gleich ift. 





Satz 32. Lehrſatz. 

Wird eine Seite bc eines Dreiecks nach d verlängert, fo iſt 
ber dadurch entfiehende Außenwinfel acd fo groß, als die beiden 
ihm gegenüber liegenden Winkel a und b ded Dreiedd zufammen. 
Aud find die drei Winfel a, b und ach eines Dreiedd zufammen 
zweien rechten Winkeln gleich, 


a e 


b — d 


Erfier Theil. 
Beweis. Durch c ziehe die ce parallel der ba (31.), fo if 
La= Lace (9) 
und _b= l_ecd s 
ad La+rlb=Lace+ Lecd 
verl_la+ lb L_ acd, welhes das erſte war. 


Zweiter Theil. 
ODa La *16b = lI_acd 
und l_acb = L_acb 
fit La+L_b+Lachb = Lacd+ Lach 
Nun iſt Lacd+Lacb=2R (13) 
folglich iſt ach La—b+Lach=2R 
die drei Winkel eines Dreiecks ſind alſo zuſammen zwei rechten Win⸗ 
keln gleich. 





Satz 33. Lehrſatz. 

Sind zwei Linien ab und cd gleich und parallel, fo find auch 
bie Linien ac und bd, welche die Endpunkte derſelben an einer 
und berfelben Seite verbinden, ebenfalls gleich und parallel. 

4 * 


= ——— 


Beweis. Da ab parallel de (p. h.) 
fo iſt _x= I y (29) 
da nun ab=dc (ph) 
und be=cb 
fit Aabe 8 Adcb (4) 
folglich ft acc=db. mb Lv= Lz_ 
alfo auch bd parallel ac (27.) 


b a 


d c 





Cap 534. Lehrfap. 
Sn jedem Parallelögramm acdb find die gegenüber liegenden 
Seiten fowohl, als die gegenüber liegenden Winkel einander gleid); 
auch wird das Parallelogramm von der Diagonale bc halbirt. 


b a 
| IM 
Beweis. (p.h.) ab parallel ed daher _x= _y (29. 


= ac s bds Lv=Lz 
danın be = ch 


fo iſt ach Mabe & Adch (%6,) 
und folglih it ab = cd 
ac = bd 
und La=l1_d 
und da Lx=Ly 
ud _z=|Lv 
fit xHz=y+v ab Lb=Le 
Weil endid Aabce  Acdb, fo ift- jedes diefer beiden 
Dreiede die Hälfte des Parallelogramms. 


Anmerkungen. 1) Iſt ab parallel ©$, und man errichtet in zwei be- 
liebigen Punkten c und d der ab bie Normalen cy und dd, welche die «ß in 
y und ö ſchneiden, fo find diefe Normale gleich groß. 
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Beweis. Da ey und auch dö normal ift auf ab, 
ſo it x=-R_| 
daher x + | r= 2R 
und folglid ift cy parallel doͤ (28.) 
es ift aber au od s Y6 (p. h,) 
folgtich ift edöy ein Parallelogramm, a ? b 
und cy = dö (84.) 
Zufag. Wird von einem Punkte + eine Normale Ye auf eine Gerade 
ab gefällt, fo tft dieſe Normale der Abftand des Punktes von ab, Parallele 
Linien ftehen alfo in allen Punkten gleich weit ab von einander. Aus (88.) 


folgt nun übrigens auch umgekehrt, daß gerade Linien, die überall gleichweit abe 
ſtehen von einander, parallel find. 


2) Wenn in einem Viereck abdc je gwei gegenüber liegende Seiten gleich 
groß find, alfoab = od und ac — bd, fo find auch je zwei gegenüber Lies 
gende Seiten parallel, v 


Beweis. Da ab — de (p.h.) b e 
ao — db a 
und cb = bo 


fo it Aabe D Adcb (8) 
folglich it [| x = [_y alfo ab parallel cd 27.) 
und Lr = L_: s ao .' bd ⸗ 





| Satz 35, Lehbrfak. 
Parallelogramme abed und abed auf derfelben Grunblinie 
bc, und in einerlei Parallelen ad und bc, find gleich groß. 





7 
* 


b CC | 
Beweis. Es iſt ab parallel de alo_x= Ly (29) 
eb s dc: Ly=Lz 
daher auch _Lx= La 
danın ab = cd (34.) 
und ab = öc s 


s fo folgt Aabe O Adcö (4) 
ode AtB-C+B 


daher au A =C (6 3.) 
und folgid A+ D= C+HD (6.2) 
nämlich es iſt abed = abcd. 


— 
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Sab 36. Lehrſatz. 

Parallelogramme abcd und «Byd auf gleihen Grunblinien 
be und By und in einerlei Parallellinien ad und by find gleich 
groß. ’ 
Beweis Ziehe be und cd 

da be=ßy (p.h) a d a 8 


und By = «ad (34.) 
ſo iſt be=ad | > 
aber auch bc parallel «8 (p. h.) — 


daher iſt abcöd ein Parallelogramm b «e BP» 
(33), Hiernach ift num —— 
abed = abed (35.) 
und «bcd = «ßyd ⸗ 
folgih aub abed = aßyd. 


Anmerkung. Wird bie eine Seite be eines Parallelogramms bie Grund: 
Linie deſſelben genannt, fo ift ber Abftand biefer Linie von der ihre Parallelen ad 
bie Höhe bes Parallelogramms; ba nun Parallelen überall denſelben Abftand von 
einander haben, fo folgt, baß Parallelogramme in einerlei parallellinien gleiche 
Höhe haben. Die gleichen Parallelogramme ab cd und «ßyY5 haben alfo gleiche 
Grunbdlinien und gleiche Höhe, 








Sa 89. Lehrſa &» 
Dreiede abc und «bc auf berfelben Grunblinie be und in 
einerlei Parallellinien ac und bc find. gleich groß. 


Beweis. Derlingere aa P- 
zu beiden Seiten, und ziehe x 
durch b die bB pıl. ca (81.) | 

.»Cce.cy » b& » b 
fo ift Prlgr. achß = Prlgr. abcy (35.) 
aber ach = 2 Aabc und abcy = 2 Aabc (34) 


alſo it 2 Aabce = 2 Acubc 
und folglich ach Aabce= Achbc G. 7.) 











Sab 38. Lehbrfasp. 
Dreiede abc und «By auf gleichen Grunblinien bc und By 
und in einerlei Parallelen aa und by find einander gleich. 
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Beweis. Man verlaͤngere au zu beiden Seiten und ziehe 
durch b die bd parallel ca (31.) 
sy» yd » Ba 5 
fo ift Prigr. acbd = Prlgr. a«ßyd. (36.) 
afo 2 Aabc = 2 Auaßy (34) 


folglich ift aub Aabc = Aaßy 1.7.) 








Sag 39. Lehrfa. 


Haben zwei Dreiede abc und abc die Grunbdlinie bc ge: 
mein, liegen auf einer und derfelben Seite biefer Grundlinie, und 
find gleich geoß, fo iſt ax, welche die Spitzen a und.a ber Dreiede 
verbindet, parallel zu b.c. 

Beweid. Wäre ax nicht parallel be, 
fo fey eine andere Linie ad parallel bc. Man 


ziehe cd, fo ift nun RL! 
Aabc = Adbe (37) N Be 

dba abe Aabc= Acbc (ph) | x | 

fo folgt Aabe = Adbce (G. 1.) 14 u 


was nicht möglich ift (G. 9.) 22 

Folglich ift bie Annahme, daß ad parallel bc ſey, falſch, und 
ed kann aus diefem Grunde keine andere Linie außer ax parallel 
be ſeyn. Folglich iſt ax parallel bc. 





Sab 40. Lehrſatz 

Haben zwei Dreiede abc und aßy, . auf derfelben Linie 
by an einerlei Seite derſelben liegen, gleiche Grundlinien be und 
ßy, und find diefe Dreiede gleich groß, fo liegen ihre Spigen a und 
e in einer Parallele ax zu der by, in welcher die Grundlinien ber 
Dreiede liegen. 

Beweis. Wäre die ax nicht parallel ber by, fo fey eine ans 
dere Linie ad parallel zu berfelben. Man ziehe dy, fo iſt nun 


Aabce = Adßr 88). 5 | * 
da nun MAabe = Acaßy (p.h.) 


fo it Adßy= Aapßy 
was nicht moͤglich ift (G. 9.) 





c 
Folglich ift ad nicht parallel der by, und aus ben/feiben Grunde 
‘auch Feine andere Linie außer ax, und ed ift daher ax parallel 
ber by. 


Anmerfung Wenn be bie Grunblinie eines Dreieds ift, fo ift a bie 
Spige deffelben, und ber Abftand ber Spige von ber Grundlinie wird bie Höhe 
bed Dreiecks genannt. ; 

‘ Haben alfo zwei Dreiecke gleiche Grundlinien und gleiche Höhen, fo find 
fie gleich groß, und wenn zwei Dreiede, bie gleich groß find, gleiche Grundlinien 
haben, fo find ihre Höhen gleich. 





Satz 41. Lehrfap. | 
Wenn ein Parallelogramm abcd und ein Dreied ebc bie 
Grundlinie bc gemein haben, und in einerlei Parallelen ae und. bc 
find, fo ift das Parallelogramm doppelt fo groß ald das Dreieck. 


a d € 


Beweis. Zieht man db, fo ift 
| Adbce = Aebc (37.) 
da nun Prlgr. abed = 2 Adbe 184): 
fo ift auh Prlgr, abced = 2 Acbc, | 


Satz 42. Aufgabe. 


Unter einem gegebenen Winkel d fol ein Parallelogramm bes 
ſchrieben werben, das einem gegebenen Dreieck abc gleich iſt. 


ei ——— 
Na 
a — 
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Auflöfung. 1) Halbire ab in e (10.), und ziehe ce; 
2) Auf be fege ne den _bef= 1_d (23. . 

hund ec ziehe Die cg parallel abi 
m s bs = bg = ef, 
kit befg,bas- verlangte Parallelogramm. 


Beweis. Da ae — 
ſo it Aaec= Aebe (38.) 
end dahe Aaec + Aebe= 2 Aebe 


alſo Aabc = 2 Nebc 
aber auch Prlgr. befg = 2 Aebc ,(41.) 
folglich ift Prigr. befg = Aabe ($. 1.) 
ind es ift diefes Prigr. unter dem Winfel bef = L_d befchrieben. 








Satz 43. Lehrfasp. 

In jedem Parallelogramme abced find die ———— bk= 
Mund kd = N ber, um die Diagonale ac ‚herum —— Pa⸗ 
raltlogramme eh und fg gleich groß. 

Beweis. Es iſt 

Aabe = Acda (534.) 
——— — EN — — 
ka N 
da nun a X (34.) 
b = ß 2 
a Prigt. bk = Prlgr. kd. 








Satz 44. Aufgabe. 

Auf einer gegebenen geraden Linie ab ſoll ein, dem Dreieck 
C gleiches Parallelogramm unter einem gegebenen Winkel d beſchrie 
den werden. 

Anflöfung. 4) Befchreibe ein; dem A C gleiches Paralles 
stumm befg, ſo daß Lebg= I_d (42) 

2) Seße dieſes Parallelogramm an bie Linie ba fo an, baß 
eb und ba in gerader Kinie liegen. 

3) Dur a siehe die ah der ef parallel (31.), und verlängere 
(2, bis fie diefelbe in h fchneibet. 

4) Ziehe hb und verlängere biefelbe, bis fie die verlängerte 
le in k fepneidet, was nothwendig gefchehen muß, denn da ba 
ailel fe, fit _gha + Lgfe = 2R 

und daher _ghb + Lgfe <2R 
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die hb und fe müffen alfo nad b und e zu verlängert zufammen 
treffen. (©. 11.)» 

5) Durch k ziehe die kl parallel ber fh und vedingere ha, 
bis fie diefelbe in 1 fchneibet. 

6) Wird nun gb bis m verlängert, fo if abml das — 
Paralelogramm. 





fr — k 
& 
— 


Seweis. e⸗ ift fkIh ein Parallelogramm, von welchem kb 
die Diagonale ift, und baher 
Prlgr. bl = Pilger. bf (43.) 
aber Prlge. be => AC (p.c) 
alfo ift auch Prige. bBl= AC 
und zugleich if I_mba=Lebg (15) 
- aber L_ebg — 1d (P. c.) 
afo Imba = Ld 
Das Parallelogramm bl= AU ift alſo über ber gegebenen 
Linie ab unter dem gegebenen Winkel mba — d beſchrieben. 


Satz 45. Aufgabe, | 
Es ſoll ein, der geradlinigen Figur abcd gleiches Parallels 
gramm unter einem gegebenen Winkel m befchrieben werben. 


I 57 


J | dl — — 


Auflöfung. . 1) Ziehe die Diagonale ac. . 

2) Befchreibe ein dem Aabc gleiches Parallelogramm Punter 
dem Winfel f = Um (42,) 

3) Ueber hg befchreibe da8 Parallelogramm Q = Aacd unter 
dem Winfel « = L_m, fo ift eflk daß verlangte Parallelogramm. 


Beweis. Da Lf=Lm- (p.c) 
und _@e=I_m- | 
ſo iſt aach _Lf=|_« 
und weil 8 = IB 

fit LH LB=Lae+LB 
aber  Lf+ Lp=21 =2R (29) 


alfo ift auch Ka +[ß=2 LB=2R 
folglich liegt fg mit gl in gerader Linie (14.) 
Da fl parallel eh (p. c.), pi _«e=L& 
nd _7=Lr 


de Lce+ly=td + Lp 
. de Le+L>=2R (29) 


folglich ui Lö-Ly=2R " 
und es ift daher eh mit hk ebenfalls in gerader Linie. Nun ift 
hg = und patallel ef 
und ud hg= : : kl 


folglich ift ef = und parallel kl 
alfo ift eflk ein Paralleflogramm (33.), in welhem If = I_m. 
Da nunP = Aabc und Q = acd, fo ift das Parallelos 
gramm eflk der gegebenen Figur abcd gleich. 


Anmerkung Aus Sag 45. geht hervor, daß jedes Dreieck in ein 
Parallelogramm verwandelt werben kann, dad über einer gegebenen Linie unter 
einem gegebenen Winkel befchrieben iftz und aus Sag 46, folgt, daß, wenn man 
an der einen Geite hg eines Parallelogramme P ein anderes Q unter bem Winkel | 
a — | _f anfest, P und Q zufammen ebenfalls ein Parallelogramm bilden. 
Dieraus folgt: find mehrere Dreiede gegeben, fo läßt fi immer ein einziges 
Parallelogramm unter 'einem gegebenen Winkel conftruiren, das allen zufammen 
glei iſt. Da nun jede gerablinige Figur in Dreiede zerlegt werden kann, fo 
folgt, daß es überhaupt möglich ift, ein Parallelogramm unter einem gegebenen 
Binfel zw conftruisen, das irgend einer gegebenen geradlinigen Figur gleich if, 
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Sat 46. Aufgabe. 


Ueber einer gegebenen geraden Linie ab fol ein Quadrat b 
[hrieben werben. 
Aufloͤſung. 1) In a eis auf ab m 
die Normale am  (11.) 2 a 
2) Schneide auf berfelben ac = ab ab, 
3) Durch c ziehe die cd zu ab, und durch 
b die bd zu ac parallel, fo ift abdc das ver: 
langte Quadrat. 5 


Beweis. Es ift abdc ein Parallelogramm Pc) 
alfo it ab= cd (34.) 
und acc=bd 3 


abe ac=ab (p. ce.) 
folgih ft ab= ac= cd = dh 
das Viereck ift alfo gleichfeitig. 
Da cd parallel ab, pt _La+ wo. — R (29.) 
und da La — R, ſo iſt auch Ac 
Weil aber abcd ein Parallelogramm, fo r 
La=-ldwlc=L.b (34) 
folglich it aachh d —Rund Ub R 
dad Viereck abcd iſt alfo auch rechtwinklig. 
Folglich ift abcd gleichfeitig und rechtwinklig „und daher ei 
Quadrat (E. 30.) 


Zuſatz. Soll an dem Endpunkte a ber 


ab cine Normale am errichtet werden, ohne daß * f 

man die ba in ber Richtung von ba verlängert, i 

wie zur Anwendung der Gonftruction Satz 11. 

erforderlich ift, fo Kann biefes auf folgende Art = x b 
geihehen: Man errichte in irgend einem andern c | 


Punkte c der ab die Normale ef, und ziehe zu 
berfelben durch a die Parallele am (31.), fo ift 
biefe die verlangte Normale. Denn es ift, weil 
am parallel ef, . 
La+tlx=>2R (29.) 
aber I x = R (p- c.) 


daher au [|_a =R .(6. 8.) | 
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Satz 47. Lehrfag 
Sn jedem rechtwinkligen Dreied abc ift das Quadrat der, dem 
rechten Winfel bac gegenüber liegenden Seite bc eben fo groß, als 


die Summe der Quadrate ber ihm einfchliegenden Seiten ab und 
ac zufammen, 





Beweis. Beſchreibe über bie Seiten des vechtwinkligen 
Dreiedd abc die Quadrate: 
bcde, abßf und acyg (46,) 
ſo it _bac=R (ph) 
Lbaf=R (pc) 


daher _bac+- Lbaf=2R 
alfo ift ca mit af in gerader Linie (14.), und aus gleichen Grunde 
it ba mit ag ebenfalld in gerader Linie. 
Biehe die Linien ae und Bc und die ah parallel be, fo ift nun 
_£ßbe=R-+x 
und l_abe == x + R 


folgih I_ßbce = Labe 
danın Bb=ba (E. 30.) 
und bc = be 


fit Aßbe & Aabe (4.) 


und daher auh 2 Aßbe = 2 Aabe 
Nun ift 2 Aßbc = Bbafund 2 Aabe = behk 
folglich ift au 3baf — behk, 


< 


Aus gleichen Grimden iſt auch, wenn man ad und yd g 
zogen denkt acyg. = cdhk, 
Da fon behk = absf 
und cdhk = acyg | 
fit bede = abßf+ acyg (G. 3.) 
nämlih es it Obc = Dab + Dac. 


Satz 48. Lehrfasp. 
Wenn in einem Dreied abc das Quadrat einer Seite b 
der Summe ber Quadrate der beiden übrigen Seiten ab und a 
gleich ift, fo ift der von diefen beiden legten Seiten eingefchloffer 
Winkel ein rechter. — 
b ß 





Beweis. In dem Punkte a 
errichte auf ac die Normale aß, made 
aß = ab und ziehe cß, 





ſo iſt OD (ab) = D (aß) 
und da [) (ac) = D (ac) 
OD (Gb) + Occo)=D (dp) FD (ac) 
der DaM+Dlac)= D (ch) (47.) 
folglich ud OD ab) + DAad)=D (ch) 
da aber D(ab)+D Cac)=D (ch) (ph. 
pp it D (cb) = D (cß) 


afo ch =-cß 
danın ca=ca 
und ab = aß (p- c.) 
ſo it Aabe S Aaßc (8.) 
und daher auh I_bac = LBac 
nunift |ßac=R (pı c.) 
esift afoauıb Lbac—=R 
was bewiefen werben follte. 

Anmerkung In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man bie, ben 
echten Winkel ‚gegenüber liegende Seite die Hypothenuſe, und bie Seiten, welch 
den rechten Winkel einſchließen, werden bie Kateten genannt. Daher iſt nad 
Satz 47. in jedem rechtwinkligen Dreiecke das Quadrat ber Hypothenuſe f 
groß, als bie Quadrate der beiden Kateten zufammen, und nad) Gag 48. folg 
nun aud umgekehrt, wenn in einem Dreieck das Quadrat einer Seite fo gro 


iſt, als die Quadrate der beiden andern zufammen, fo ift die erſtere Seit 
ee, und bie beiden andern find die Kateten eines yechtwinktige: 











Beilagen zu dem erften Buche, 





I. Ueberſicht der Sätze des erftien Buches der Elemente. 


Zwei gerade Linien in einer Ebene treffen entweder genugfam 
verlängert auf ber einen ober ber andern Seite zufammen, oder 
nicht. In dem erften Falle bilden fie einen Winkel, und in dem ans 
dern Falle find fie parallel. Die einfachfle ebene Figur, welche aus 
einem Winkel erzeugt werben kann, ift das Dreied und die eins 
fachfte Figur, welche aus Parallelen ſich bilden läßt, ift das Paral⸗ 
lelogramm. Winfel und Parallelen, und die dadurch beftimmten Eles 
mentarfiguren, dad Dreied und dad Parallelogramm, find daher die 
erften Gegenflände der Geometrie, und die Grundeigenfchaften dies 
fer Raumgrößen find ed, mit welchen das erſte Buch der Elemente 
ſich befchäftigt. | 

Die in diefem Buche vorfommenden Säße find theild Lehr: 
fäße, durch welche die wefentlichften Eigenfchaften der genannten Ge: 
genftände bewiefen werben, und theild Aufgaben, durch die gelehrt 
wird, wie e8 möglich ift, die einfachften Formen zu erzeugen, oder 
überhaupt die Gonftructionen auszuführen, die entweder ald Vorbe⸗ 
reitungen zur Ausfuͤhrung eines Beweiſes erforberlih find, oder 
welche die erfte Grundlage für alle Anwendungen der Geometrie 
bilden. 

Die Lehrfäge betreffen: 

1) Die Winkel. 

2) Das Dreied an und für ſich, und zwar beftimmen 
dieſelben theild a) Eigenfchaften des Dreiecks Überhaupt, und theils 
b) Eigenſchaften, die nur befonderen Gattungen ber Dreiede zus 
kommen, 

3) DaB Verhalten der Dreiede zu einander, und 
zwar a) bie Bedingungen, unter welchen fie ſich decken; 
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b) das Verhalten berfelben zu einander, wenn fie fich nicht 
deden. 
4) Die Parallelen. 
5) Das Parallelogramm, und zwar 
a) an und für fih, und 
' b) das Verhalten der Parallelogramme zu einander. 
6) Das Verhalten der Parallelogramme zu den 
Dreiecken. 


1. Von den Winkeln. | 


Zwei zufammentreffende gerade Linien berühren ſich entweber 
in ihren Endpunften, und bilden fo einen einfachen Winkel, oder 

die eine Linie trifft mit ihrem Endpunfte irgend einen an 
dern Punkt der zweiten Linie, und alsdann entftehen zwei Nebens 
winfel, die zufammen zwei rechte Winfel betragen, wie in dem 13ten 
Satze bewiefen wird, und es wird fogleich in dem 14ten Satze ge: 
zeigt, daß diefer Sag auch umgekehrt Gültigkeit habe, daß alfo, 
wenn zwei Nebenwinfel zufammen zwei rechte Winkel betragen, 
- zwei Schenkel derfelben in gerader Linie liegen müffen. 


Oder die Linien fihneiden fih, und es liegen alfo Theile einer 


jeben zu beiden Geiten der andern, wodurch die Scheitelminkel ges 
bildet werben, die, nah Cat 15., glei groß feyn müflen. 


2°. Die Lehrfäge von den Dreieden an und für fi 


betreffen- dad Verhalten der Winkel zu einander, : 
das Verhalten der Seiten zu den Winfeln, und 
das Verhalten der Seiten zu einander. 
Diefed Verhalten wird. durch die Lehrfäge beftimmt: 

1) Der Außenwinkel eines Dreiedö ift größer, als jeber ber beis 
den innern gegenüber liegenden. Satz 16. . 

2) Ie zwei Winkel eines Dreied3 find zufammen kleiner, als 
zwei rechte Winkel. Satz 17. 

3) Die nähere Beſtimmung dieſer beiden Säge enthält ber Satz 32. 
In jedem Dreied ift der Außenwinkel den beiden innern gegen⸗ 
über liegenden Winkeln zufammen glei, und alle drei Winkel 
eined Dreieds find zufammen zwei rechten Winfeln gleich, 

4) Sn jedem Dreied liegt ber — Seite ein groͤßerer Winkel 
gegenuͤher, Satz 18., und 
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5) umgekehrt in jedem Dreied Tiegt dem größern Winkel eine grö: 
fere Seite gegenüber. Sat 19. 

6) Je zwei Seiten eines Dreieds find zufammen größer als die 
dritte. Satz 20. 


2b, Befondere Gattungen ber Dreiede. 


Die Dreiede werben, nach den Erflärungen 24., 25. und 26. 
in Beziehung auf ihre Seiten, unterfchieden in gleichfeitige, gleich- 
fchenflige und ungleichfeitige, und es werden von diefen die gleich» 
fhenfligen, welche die gleichfeitigen unter fich begreifen, befonders 
betrachtet. Don denfelben wird bewiefen, daß 
gleichen Seiten gleiche Winkel, und umgefehrt gleichen Winkeln 
gleiche Seiten gegenüber liegen, in den Saͤtzen 5. und 6. 

Sn Beziehung auf die Winkel werden nad) den Erklärungen 
27., 28. und 29. die Dreiede in recht-, ſtumpf- und ſpitzwinklige 
unterfchieden, und. von der wichtigften Gattung derfelben, von den 
rechtwinfligen, wird die weſentlichſte Eigenfchaft derfelben angeges 
ben, daß 
dad Quadrat der dem rechten Winkel gegenüber liegenden Geite 
fo groß ift, ald die Quadrate ber beiden, den rechten Winkel eins 
fchließenden Seiten zufammen, Saß 47.5; und es wird Satz 48, nach: 
gewiefen, daß diefer Sag auch umgekehrt Gültigkeit hat. 


3%,. Die Bedingungen, unter welden zwei Dreiecke 
ſich decken, 

ſind 1) Wenn ſie zwei Seiten, und den von dieſen Seiten einge⸗ 

ſchloſſenen Winkel gleich haben. Satz 4, 

2) Wenn ſie alle drei Seiten gleich haben, daß alſo in den 
beiden Dreiecken die erſte Seite der erſten, die zweite der zweiten 
und die dritte Seite der dritten gleich iſt. Satz 8. 

3) Wenn zwei Winkel des einen Dreiecks einzeln, zweien Win: 
feln des andern gleich find, und eine Seite in beiden Dreieden 
gleich groß iſt, die in denfelben eine gleiche Lage hat, fo daß fie 
entweder in beiden Dreieden von den gleichen Winkeln eingefchlofjen 
wird, oder bemfelben Winfel gegenüber liegt. Satz 26. 


3. Das Verhalten zweier Dreiede zu einanber, bie 
fih nicht deden. 

Zwei Dreiede, die ſich nicht deden, können deſſen ungeachtet 
gleich groß feyn, und es ift diefes der Fall, 
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wenn fie entweber bie Grunblinie gemein oder gleih haben, und 
zwifchen denfelben Parallelen liegen, alfo ihre Höhe glei ift, Satz 
37. und 38. Diefe Säge gelten auch umgefehrt, fo daß, wenn’ 
zwei Dreiede die Grundlinie gemein oder gleich haben, und gleich 
groß find, auch ihre Höhe gleih feyn muß. Sag 39. und 40. 
Haben zwei Dreiede, die fi nicht deden, zwei Seiten 'gleich, 
fo daß die erfte der erften, und die zweite der zweiten gleich iſt, 
fo kann die dritte Seite ber dritten nicht gleich feyn, Sat 7.35 
die dritte Seite ift in dem Dreied die größere, wo die beiden übri: 
gen Seiten den größern Winkel einfchließen, Sat 24.5 
und umgekehrt, wo bie dritte Seite die größere ift, da ſchließen bie 
beiden übrigen Seiten den größern Winkel ein, Sat 25. 


Haben zwei Dreiede eine Seite gemein, fo laßt fich für das 
Verhalten der übrigen Theile nur in dem Falle etwas angeben, 
wenn das eine biefer Dreiede ganz innerhalb ded_andern liegt, und 
diefen Fall enthält der 2ite Satz. 


’ 

Anmerkung. Fuͤr das Verhalten zweier Dreiede, bie ſich nicht decken, 
find noch folgende Fälle zu berüdfichtigen: 

1) fie haben bie Winfel gleich; 

2) fie haben einen Winkel glei und eine ber anliegenden Seiten; 

3) ſie haben einen Winkel gleich und die demſelben gegenuͤber liegende 
Seite, und 

O fie haben blos einen Winkel gleich. 

Diefe Fälle find zwar in dem 1ften Buche nicht angegeben, fü ie fehlen aber 
nicht in den Elementen. Der erfte diefer Bälle bildet den 4ten Sag des Gften 
Buches; der 2te enthält bloß einen befondern Fall von dem Lften Sage des 
6ften Buchesz 
der beitte Ball bildet bie — Aufgabe bes 383 ſten Satzes in dem St 
Buche, und 
der Ate Fall iſt durch den Laſten Satz in dem Gften Buche beſtimmt. 

Diefe Säge find übrigens mit Recht erft in den fpätern Büchern aufge 
nommen, ba fie zu ben zufammengefesten Eigenfchaften des Dreiecks gehören, 
das erſte Buch aber nur mit den Grundeigenfchaften deffelben ſich befchäftigt. 





4. Bon den Parallelen, 
... Die Erklärung der Parallelen ( E. 35.) enthält bloß- negative 
Merkmale, man erfährt durch diefelbe, daß ed Linien in einer Ebene 
find, die nicht zufammentreffen; und daher bietet biefe Erklärung 
direct Fein Mittel bar, woraus fich erfennen ließ, ob zwei gegebene 


—— 


Linien parallel ſind oder nicht. Die Theorie der Parallelen hat 
hiernach vor allen Dingen die Frage zu beantworten, durch welche 
Merkmale laͤßt ſich erkennen, daß zwei gegebene Linien parallel lau⸗ 
fen; dieſe Merkmale nun werden durch eine dritte gezogene Linie 
gefunden. 

Schneidet dieſe dritte Linie beide, fo laßt ſich aus den Win- 
Een, unter welchen dieſes gefchieht, die Trage beantworten, was 
durch den 27ften und 28ſten Sat gefchieht. 

Schneidet die dritte Linie die beiden andern aber nicht, wähs 
rend fie mit ihnen in derfelben Ebene liegt, fo ift fie zu jeder von 
beiden parallel (E. 35.), und hieraus folgt, daß auch die beiden 
zuerft gegebenen Linien parallel feyn müffen, Sat 30. 

Die pofitiven Merkmale paralleler Linien aber, alfo die Merk: 
male, welche den Linien zukommen müffen, wenn man weiß, daß fie 
parallel find, werden in dem 29ften Sage angegeben. 


5%. Das Parallelogramm an und für fid. 


Auch bier werben bloß die beiden Sragen beantwortet, unter 
welchen Bedingungen ift ein Viered ein Parallelogramm, und welche 
Eigenfhaften kommen jedem Parallelogramme zu? 

Ein Viered ift ein Parallelogramm, wenn zwei gegenüber lies 
gende Seiten beffelben gleih und parallel find, Sat 33.5 und in 
jedem Parallelogramme find die gegenüber liegenden Seiten ſowohl, 
als Winkel gleich groß, und es wird baffelbe dur die Diagonale 
halbirt, Saß 34. 


5b. Das Verhalten der Parallelogramme zu einander 


Die Bedingungen, unter welchen Dreiede ſich deden, laffen 
fich auch auf Parallelogramme anwenden, da daffelbe durch die Dias 
gonale in zwei congruente Dreiede zerlegt wird. Die Bedingungen 
aber, unter welchen zwei Dreiede gleih groß find, hängen umge: 
kehrt von den Bedingungen ab, unter welchen Parallelogramme gleiche 
Größe haben, die dur ben 35ſten und 36ſten Sag beflimmt wers 
den, nämlid): 

Parallelogramme find gleich groß, wenn fie eine gemeinfchaftliche 
oder gleiche Grundlinie haben, und zwifchen denfeben Parallelen 
liegen. \ 

Außerdem find aber auch die Parallelograme von gleicher Größe, 
welche in einem Parallelogramme die Ergänzungen der um bie Dias 
gonale herum liegenden bilden, Satz 43. 


a 
6. Das Verhalten des Parallelogramms zudem Dreiede 


ift durch den einzigen Sat 41. beftimmt, daß, wenn fie die Grund: 
linie gemein haben, und zwifchen denfelben Parallelen liegen, da; 
Parallelogramm doppelt fo groß ald das Dreieck ift. 





Die Aufgaben. 


Eine Conſtruction, d. i. die Darftellung eines Begriffes burd 
Anſchauung ift in der Geometrie nur alddann zuläfjig, wenn zuvor 
die Möglichkeit der Ausführung nachgewiefen iſt. Die erften Hülfe 
mittel hierzu geben die drei Poftulate; durch fie wird man berechtigt, 
zwei Punkte durch eine gerade Linie zu verbinder, eine gerade Linie 
zu verlängern, und um einen gegebenen Mittelpunkt in einem ge 
gebenen Abftande einen Kreid zu befchreiben. Diefe Huͤlfsmittel 
allein würden nicht weit ausreichen, wenn die Geometrie felbft nidt 
nach und nach mehrere dergleichen Mittel darböte, welche man burd 
die vorfommenden Aufgaben erhält. Gleich anfangs werden bie 
Hülfsmittel der Conftruction, welche die Poftulate darbieten, dadurd 
vermehrt, daß gezeigt wird, wie es möglich ift: 

1) das einfachſte Dreicd, das gleichfeitige, über einer gegebenen 
Linie zu befchreiben, Satz. 1. 

2) eine gegebene begrenzte Linie an irgend einen, der Lage nad 
gegebenen Punkt anzutragen, Satz 2. 

- 3) Don einer geraden Linie eine Eleinere abzufchneiden, Satzs. 

Nachdem die, durch Löfung biefer Aufgaben möglichen Con: 
fiructionen benußt find, um einige wenige Lehrfäse zu bemeifen, 
werben die Hülfsmittel durch neue Aufgaben vermehrt, und es wird 
nachgemiefen, wie ed möglich ift, 

4) einen Winkel, Sat 9., und \ 

5) eine begrenzte gerade Linie zu halbiren; Sat 10. 

Unmittelbar bierauf wird nun auch gezeigt, 

6) wie in einem gegebenen Punkte einer geraden Linie eine 
Normale auf derfelben errichtet werden kann; wie mian an biefem 
Punkte alfo eine Linie fo ziehen kann, daß dadurch zwei gleiche Ne 
benwinfel entfliehen, Eat 11. Diefe Aufgabe enthält einen befon: 
dern Zall der Aufgabe, Sag 9.; indem bier, wie dort, die zu zie 
bende Linie der gemeinfchaftlihe Schenkel zweier Winkel von gleicher 
Größe werden muß. Die Conftruction des Winkels, bie 
bierburch gelehrt wird, ift aber 


-7) auch in der Art ausführbar, daß ber eine Schenkel beffelben 
in einer gegebenen geraden Kinie liegt, und ber andere durch einen, 
außerhalb diefer Linie gegebenen Punkt geht, und dieſes ift die Aufs 
gabe, Satz 12., von einem, außerhalb einer geraden Linie gegebes 
nen Punkte, eine Normale auf diefelbe zu fällen. 


Der befonderen Aufgabe, über einer gegebenen begrenzten geras 
den Linie ein gleichfeitiged Dreieck zu befchreiben, folgt nun, nach⸗ 
dem die Bedingungen ermittelt find, unter welchen ed möglich ift, 
die allgemeinere Aufgabe, 

8) ein Dreieck überhaupt zu befchreiben, wenn bie drei Seiten 
defjelben gegeben find, Sat 22. 

Und ed wird nun diefe Gonftruction fogleich benugt, um ber 
bereits gelöf’ten befondern Aufgabe, an einem Punkte einer geges 
benen Linie einen rechten Winkel anzufegen, die ganz allgemeine 
Aufgabe folgen zu laſſen: 

9) Auf eine gegebene gerade Linie an einen, in ihr gegebenen 
Punkt einen Winkel anzufegen, der irgend einem gegebenen Winkel - 
gleih ift, Satz 23. 

Die biöher angeführten Aufgaben betreffen bloß bie ‚geraben 
Linien an und für fih, Winkel und Dreiede, und ed müffen daher 
nun noch die Gonftructionen der. Parallelen und der Parallelogramme 
gelehrt werden. Hierzu dient nun zunaͤchſt, 


10) die Aufgabe, durch einen gegebenen Punft eine gerade 
Linie einer gegebenen parallel zu ziehen, Sag 31. 

Hierdurch) ift num zugleich die Conftruction eined Parallelogramms 
überhaupt beflimmt, welches, erhalten wird, wenn man in jedem ber 
beiden Schenkel eines Winfeld einen Punft annimmt, und durch 
denfelben eine Parallele zu dem anderh Schenkel zieht. Es ift aber 
nicht hinreichend, daß nachgewiefen wird, wie ein Paratlelogramm 
überhaupt möglich ift, fondern es muß auch, da die Parallelogramme 
in dem erfien Buche vorzugsweiſe, mit Rüdfiht auf die Gleichheit 
ihrer Größe, betrachtet werden, gezeigt werben, wie ein Parallelos 
gramm von beflimmter Größe conflruirt werden fann, mit Rüdficht 
auf alle Bedingungen, die ſich noch hinzufügen laffen. Daher 
wird 

11) zunaͤchſt gezeigt, wie fich ein Parallelogramm unter einem 
gegebenen Winkel befhreiben läßt, das einem gegebenen Dreied 
gleich ift, Sat 42.5 und hierauf wird nun 
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12) die noch näher befiimmte Aufgabe gelöft, ein Parallelo- 
gramm über einer gegebenen geraden Linie unter einem gegebenen 
Winkel zu befchreiben, das einem gegebenen Dreied gleich iſt, 
Satz 44. 

Daß diefe Gonftructionen aber nicht bloß flir den Fall ausführ: 
bar find, wenn das zu befchreibende ah einem gegebenen 
Dreied gleich feyn fol, wird nun 

13) durch die Auflöfung der Aufgabe bewiefen, ein Parallelos 
gramm unter einem gegebenen Winfel zu befchreiben, das irgend einer 
gegebenen gerablinigen Figur glei it, Sag 45. 

‚Durch diefe Aufgabe werden die geometrifchen Unterfuchungen 
überhaupt bedeutend vereinfacht, denn man kann immer, wenn it 
gend eine gerablinige Figur ihrer Größe nad in Betracht gezogen 
werben fol, ftatt derfelben ein, ihr gleiches Parallelogramm fubfli: 
tuiren; und ba dieſes Parallelogramm einen beliebig angenommenen 
Winkel haben Fann, fo läßt fich daffelbe von der verlangten Größe 
auch unter einem rechten Winfel befchreiben. Daher bildet das Rechtel 
den Stellvertreter aller geradlinigen Figuren, infofern nur die Größe, 
. berfelben berudfichtigt werden fol. Aus biefem Grunde verdienen 
die Eigenfchaften des Rechtecks näher in Betracht gezogen zu wer 
ben, und fie bilden daher den ausfchließlichen Gegenftand des zwei⸗ 
ten Buches der Elemente. R 

Das einfachfte Rechte ift dad gleichfeitige, alfo das Quabrat, 
nachdem alfo die Conftruction des Parallelogramms überhaupt gelehrt 
iſt, bleibt noch übrig, nachzuweiſen, wie ſich auch dasjenige bilden 
läßt, zu welchem die wenigften Beftimmungsftüde erforderlich find. 
Diefes gefchieht endlich 

14) durch die Auflöfung ber Aufgabe, dad Quadrat einer ge 
gebenen geraden Linie zu befihreiben, Sat 46. 

Aus der hier mitgetheilten Ueberficht geht hervor, daß das erfte 
Buch der Elemente die Grundeigenfchaften der Winkel und Dreiede, 
ber Parallelen und Paralelogramme vollftändig enthält, und es wer: 
den alle diefe Eigenfchaften in 34 Lehrfägen und 14 Aufgaben vor 
getragen, und zwar betreffen von ben Lehrfägen: 

3, bit Eigenfchaften der Winkel, 

6. . des Dreied3 überhaupt an und für ſich, 

2. * bes gleichfchenkligen Dreieds, 

2. ⸗ des rechtwinkligen Dreiecks, 


— 721 — 


3. die Bedingungen, unter welchen zwei Dreiecke ſich decken, 
4. die Bedingungen, unter welchen zwei Dreiecke gleich groß ſind, 
4. das Verhalten zweier Dreiecke zu einander, die entweder 
zwei oder auch nur eine Seite gleich haben, 
4. die Eigenſchaften paralleler Linien, 
2. ⸗ des Parallelogramms, 
3. die Bedingungen der Gleichheit zweier Parallelogramme, 
1. das Verhalten des Parallelogramms zu dem Dreiecke. 
Von den Aufgaben enthalten: 
3. Anleitung zur Conſtruction und Halbirung gerader Linien, 


4. ⸗ der Winkel, 
2; r) ⸗ ⸗ der Dreiecke, 

1: ı 98 £ der. Parallelen, 

3 . B ⸗ der Parallelogramme, und 
2; ⸗ ⸗ ⸗ des Quadrats. 


Alle dieſe Saͤtze ſind ſo geordnet, wie ſie unmittelbar einer 
aus dem andern folgen, und es laͤßt ſich daher auch jeder Satz da, 
wo er ſteht, mit Huͤlfe der vorhergehenden, vollſtaͤndig beweiſen. 

Anmerkung. Die Anordnung, in welcher Euklid die einzelnen Saͤtze auf 
einander folgen laͤßt, iſt von Einigen angefochten und als unſyſtematiſch erklaͤrt 
worden, weil zuſammengehoͤrige Saͤtze getrennt ſind, wie z. B. die Saͤtze von 
ber Congruenz ber Dreiecke; und man hat aus dieſem Grunde die euklidiſche 
Geometrie ein Eünftliches Syftem genannt, fo daß hHiernady im Gegenfage das _ 
Syſtem ein natürliches feyn würde, in welchem orbnungsmäßig zuerſt die Säge 
von den Linien, alsdann die von den Winkeln, und hierauf die Säge von ben 
Dreieden ungefähr in der Folge vorgetragen werben, wie fie in ber obigen Ueber. 
fiht zufammen geftellt find. Wei einer firengen Prüfung findet man ſich aber 
gerade umgekehrt veranlaft, ein Syſtem ber legten Art ein Fünftliches zu nens 
nen, weil hierbei bloß die aͤußern Merkmale als‘ Eintheilungsgrund benutzt find, 
das innere Wefentliche aber ganz unbeachtet bleibt. Nur eine falſch verftandene 
Logik kann zu einem ſolchen Mißgriffe verleiten, durch welchen diefe fogenannte 
natürliche Ordnung der Säge auf Koften der Gründlichkeit eingeführt wird, Als 
len Werfen, in welchen die Geometrie auf dieſe Weife behandelt ift, muß ber 
mathematifhe Geift abgefprocdhen werden. Da in denfelbenr öfters philofophifche 
Erdrterungen die Stelle mathematifcher Beweife vertreten,. und mitunter auch 
wohl der garge Beweis eines Sages bloß darin beftcht, daß es heißt: «wie fich 
leicht einfehen läßt.” 

Die natürliche Stelle eines Satzes ift ba, wo er als unmittelbare Folge 
des vorhergehenden ſich ergiebt, und alle Säge gehören zufammen, die ihrem in: 
nern Wefen nach verwandt find. Diefe Anficht: liegt der. Anordnung der Säge 
sum Grunde, welche in der Geometrie des Euklid befolgt iſt. 





a. RE 
IL. Bon den Lehrfägen. 


1) Jeder Lehrfag enthält eine Behauptung, deren Richtigkeit 
bewiefen werden muß, und es befteht der Beweis darin, daß nach: 
gewieſen wird, wie die Behauptung eine nothwendige Folge anderer 
Saͤtze ift, deren Gültigkeit man bereits anerfannt hat. 

2) Man unterfcheidet die Beweife in directe und indirecte 
oder apagogifche. Bei dem directen Beweife wird die Nichtigkeit 
der in dem Lehrfage aufgeftellten Behauptung unmittelbar nachges 
wiefen; ed wird alfo gezeigt, wie dieſe geradezu eine Folge anderer 
Säge ift, und der apagogifche Beweis befteht darin, daß gezeigt wird, 
eö fey das Gegentheil von dem, was behauptet wird, unmöglich; 
ed koͤmmt hierbei alfo bloß darauf an, nachzumeifen, daß diefes Ge: 
gentheil einer anerkannten Wahrheit widerfpricht. 

3) Bei dem directen Bemweife wird entweder die Gültigfeit ber 
Behauptung unmittelbar ganz allgemein bewiefen, oder es werden 
mehrere Fälle unterfchieden, und man beweifet die Gültigkeit für 
jeden diefer Fälle befonderd. Hierbei ift es nothwendig, daß bie 
verfchiedenen angegebenen Fälle erfhöpfend find, daß alfo, außer den 
.„ angegebenen, Fein anderer Fall denkbar fey; nur wenn man hiervon 
überzeugt wird, und jeder der angegebenen Fälle richtig bemiefen ift, 
muß der Beweis bes ganzen Lehrſatzes ald vollftändig anerkannt 
werben. 

In dem erften Buche der Elemente find von folgenden Lehr: 
fägen directe Beweiſe in der Art gegeben, daß die Gültigkeit der 
Behauptung unmittelbar ganz allgemein bewiefen wird: Lehrſatz 
4, 5, 8, 13, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 24, 26, 28, 30, 32, 33, 
34, 35, 36, 37, 38, 41, 43, 47 und 48. 

4) Directe Beweife von ber Art, daß hierbei mehrere Fälle 
unterfchieden werden, findet man in dem erften Bude nicht, 

5) Bei den Inbirecm Beweifen werden immer zwei fich gegen: 
feitig ausfchließende Fälle unterfchieden, von welchen alfo einer noth: 
wendig ftatt finden muß, und es werden diefe beiten Fälle dadurch 
erhalten, daß man fagt: die in dem Lehrfage aufgeftellte Behaup: 
fung findet entwebder ftatt oder nicht. Der indirecte oder apagogiſche 
Beweis befteht nun darin, daß man zeigt, aus ber Annahme, bie 
Behauptung ded Lehrfages finde nicht ſtatt; ein Widerfpruch folgt. 
Hieraus geht nun hervor, daß dieſe Annahme nicht zuläjlig fey. 
Da nun die Behauptung entweder flatt finden muß, oder nicht, 
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und gezeigt ift, daß das letztere nicht feyn kann, fo folgt, daß fie 
nothwendig flatt findet, und hiermit ift der Lehrſatz bewiefen. 

Der erfte Lehrfag, bei welchem dieſe Beweisart angewendet 
wird, ift der 6te. Im diefem Satze ift die Behauptung: In jedem 
Dreied, das zwei gleihe Winkel hat, find auch die, diefen Winfeln 
gegenüber liegenden Seiten gleich groß. Der Beweis wird nun auf 
folgende Art geführt: 

Vorausſetzung. Das Dreied hat zwei gleiche Winkel. , 


Nun find entweder die, diefen Winkeln gegenüber liegenden Geis 
ten gleich groß, oder nicht. 


Nimmt man an, diefe Seiten find nicht gleich groß, fo folgt 
hieraus, wie in dem 6ten Satze gezeigt wird, daß ein Theil eines 
Dreieds dem ganzen Dreiede gleich feyn muß; und da dieſes nicht 
feyn kann, fo ift auc die Annahme nicht zuläffig, daß die Seiten 
ungleich find. Danun die Seiten entweder gleich oder ungleich feyn 
müffen, und das letztere nid;t feyn Bann, fo find fie nothwendig 
gleich groß, und hiermit ift die Nichtigkeit der, in dem Lehrſatze auf: 
geftellten Behauptung bewiefen. 

Sn der hier angegebenen Art find folgende Lehrſaͤtze in dem 


erſten Buche der Elemente bewieſen. Lehrſatz 6, 7, 14, 21:20 
39 und 40. 


6) Es kommen auch ndirecte Beweife vor, bei welchen mehr 
ald zwei Fälle unterfchieden werden müffen. Werden hierbei die 
möglichen Fälle vollftändig aufgezählt, und wird von einigen ders 
felben nachgewieſen, daß fie nicht flatt finden koͤnnen, fo muß einer 
der noch Übrigen richtig feyn, und es bleibt der einzige wahre Fall 
übrig, wenn man von allen übrigen nachweif’ t, daß feiner derjelben 
möglich ifl. Diefe Beweisart koͤmmt in dem erften Buche der Ele: 
mente nur bei den beiden Saͤtzen 19 und 25 vor. 

Der 19te Sag lautet: In jedem Dreied liegt dem größern 
Winkel eine größere Seite gegenüber. Bei dem Beweife werden 
nun folgende drei Fälle unterfchieden : 

1) die den ungleihen Winkeln gegenüber liegenden Seiten find 
glei groß, oder: 


2) die Seite ift die größere, welche dem Eleinern Winkel gegen: 
über liegt, ober 


3) es iſt die Seite die größere, die dem größern Winkel gegen» 
über liegt. 
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Der 1fte diefer Fälle ift nicht möglich, da er bem dten Sake 
wiberfpricht. 

Der 2te Fall ift ebenfalls nicht möglich, denn er widerfpricht 
dem 18ten Satze. 

Es bleibt alfo nur der Ite Fall übrig, und da c einer ber 3 an: 
geführten Fälle notwendig flatt finden muß, fo ift der Ste Fall 
der richtige, und ed ift daher in einem Dreied bie Seite die -grö: 
fiere, welche dem größern Winkel gegenüber liegt, was nad ber 
Ausfage des Lehrfages bewiefen werden. follte. 

7) Die wefentlichften Schlußformen, die in ber Geometrie ge: 
braucht werben, find folgende: 

a) Alles, was von einem Begriffe gilt, hat auch für die Begriffe 
Gültigkeit, die demfelben untergeordnet find, und bie alfo aus 
jenem durch das Hinzufommen neuer Merkmale erhalten wer: 
den; 3. B. da je zwei Winkel eines jeden Dreiedd zufammen 
Heiner als zwei rechte find (17.), fo gilt diefed auch von dem 
rechtwinfligen Dreied, und hieraus folgt num, daß in einem 
rechtwinkligen Dreiede der vechte Winkel der größte feyn muß. 
Da nun in jedem Dreieck dem größern Winfel die größere 
Seite gegenüber liegt (18.), fo ift diefes bei dem rechtwint: 
ligen Dreied auch der Fall, und da nun hier der rechte Wins 
kel der größte ift, fo folgt, daß in einem rechtwinkligen 
Dreied die, dem rechten Winkel gegenüber liegende Seite bie 
größte ift. 

b) Wo bie, einem Dinge zufommenbe Eigenfchaft nicht anges 
troffen wird, kann auch dad Ding, dem diefe Eigenſchaft zu: 
koͤmmt, nicht vorgefunben werden. Da z. B. ein gleichfchenk- 
liges Dreied zwei gleiche Winkel hat (5.), fo folgt, daß, 
wenn in einem Dreieck zwei Winkel nicht gleich find, baffelbe 
auch nicht gleichfchenflig feyn Fann. 

c) Jeder Sab, aus dem etwas Falſches folgt, ift felbit falſch. 
Da 3. B. aud dem Sage: in einem Dreied, dad zwei gleiche 
Winkel hat, find die, diefen Winkeln gegenüber liegenden Sei 
ten ungleich, folgt, der Theil ift dem Ganzen gleich, was nicht 
möglich ift, fo ift jener Sat falfh. Die Seiten find alfo 
nicht ungleich, und hieraus folgert man nun (6), wenn in 
einem Dreied zwei gleiche Winkel find, fo müffen die, diefen 
Minkeln gegenüber liegenden Seiten ebenfalls gleich feyn. 


ie 


8) Aus der Nichtigkeit eines Satzes kann die des umgelehrten 
Satzes nicht gefolgert werben; man Fann alfo nicht fchließen, wo 
die, einem Dinge zukommende Eigenfhaft angetroffen wird, muß 
das Ding felbft vorgefunden werden. Go wird 3. B. jedes Parals 
lelogramm durch eine Diagonale in zwei congruente Dreiede ges 
theilt (34); hieraus folgt aber nicht umgekehrt, daß ein Viereck, 
dad durch eine Diagonale in zwei congruente Dreiede getheilt wird, 
ein Parallelogramm feyn muͤſſe. Diefes ift nur der Fal, wenn bie 
gegenüber liegenden Seiten des Vierecks gleich groß find; wenn aber 
fiatt deſſen, neben einander liegende Seiten gleiche Größe haben, fo 
ift das Viereck Fein Parallelogramm, und es wird doch durch bie 
eine Diagonale in zwei congruente Dreiede getheilt. 

Glaubt man zu der Folgerung berechtigt zu feyn, daß ein 
Sat auch umgekehrt gelte, fo muß dafür der Beweis befonders ges 
führt werden, und hierbei bedient man fi) gewöhnlich der indirecten 
Beweidart, wobei vorzugsmeife die oben unter c) angegebene Schluß» 
form angewendet wird. 
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Anmerkung. Die hier folgenden Lehrfäge, für welche die Beweiſe ge- 
funden werben follen, find mit fortlaufenden Nummern bezeichnet, um bequemer 
auf dieſelben zurücdweifen zu Eönnen, und es wird bei dem Anführen eines ſolchen 
Lehrfages der Nummer deffelben noch Lhrf, beigefügt, damit ein folches Eitat 
nicht mit dem verwechfelt werde, wo auf einen Satz ber Elemente zuruͤckgewie⸗ 
fen wird. Um ben Beweis eines folchen Echrfages leichter auffinden zu koͤnnen, 
ſind bei jedem die Saͤtze angegeben, die bei dem Beweiſe deſſelben zu benutzen ſind. 


II. Lehrſaͤtze, die mit Hülfe der Säͤtze des erften Buches 
der Elemente ſich beweifen laffen. 


Lehrfag 1. Grrichtet man in dem Halbirungspunfte einer 
Linie eine Normale auf derfelben, fo fteht jeder Punkt dieſer Nors 
male von den beiden Endpunkten der Linie gleich weit ab. 

Beweis (4.) 

Lehrfag 2. Wenn man von einem -gleichfchenkligen Dreiec 
die Grundlinie halbirt, und den Halbirungspunkt derſelben mit der 
Spitze des Dreiecks durch eine gerade Linie verbindet, ſo ſteht dieſe 
Linie normal auf der Grundlinie und halbirt den Winfel an ber 
Spitze bed Dreieds. 

Beweis (5) und (4). 
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Lehrf atz 3. Faͤllt man in einem Dreieck eine Normale von | 


einer Ede auf die gegenüber liegende Seite, und. wird diefelbe in 


dem Punfte, in welchem fie von der Normale getroffen wird, hal 
birt, fo find die beiden übrigen Seiten dieſes Dreieds gleich groß. 
Ä Beweis (4). 


| 
| 


Lehrfas 4. Wenn man in einem gleihfchenkligen Dreied 


von der Spige eine Normale auf die Grundlinie fällt, fo wird 
durch diefelbe die Grundlinie halbirt. 
Beweis (5) und (26). \ 

Lehrfas 5. Werden über einer und berfelben Grundlinie 
zwei verſchiedene gleichſchenklige Dreiecke beſchrieben, und man ver: 
bindet die Spitzen derſelben durch eine gerade Linie und verlängert 
biejelbe, bis fie die ’Grundlinie trifft, fo werden durch diefe Linie 
die Winfel an den Spigen der gleichfchenkligen Dreiede und auch 
ihre gemeinſchaftliche Grundlinie halbirt. 

Beweis. Daß der Winkel an der Spitze halbirt wird, folgt 
aus (8), und hieraus folgt nun, daß auch die gemeinſchaftliche 
Grundlinie haldirt wird (2). 

Lehrſatz 6. Fällt man, in einem gleichfchenfligen Dreiede 
eine Normale von der Spige auf die Grunpdlinie, verlängert dies 
felbe über die Grundlinie hinaus, macht die Verlängerung eben fo 
groß ald die Normale ift, und verbindet den Endpunft der verläns 
gerten Linie mit dem einen Endpunfte der Grundlinie ded Dreiecks, 
fo ift diefe Verbindungslinie dem Schenkel ded gegebenen Dreiedd 
gleich. 

Beweis (15) und (4). 

Lehrfag 7. Wenn von zwei gleichfchenfligen Dreieden bie 
Schenkel des einen den Schenkeln des andern glei find, und bie 
Grundlinie des erſten ift zweimal fo groß, als die Normale von ber 
Spitze auf die Grundlinie des andern, fo find die beiden Dreiede 
gleich groß (ohne fih zu deden), und es ift auch die Grundlinie des 
andern zweimal fo groß, ald die Normale von der Spige auf die 
Örundlinie in dem erften Dreied. 

Beweis (Lhrf. 6) und (Lhrſ. 2.) 

Lehrfag 8. Wenn in einem gleichfchenfligen Dreied die 
Normale von der Spige defielben auf die Grundlinie halb fo groß 
als die Grundlinie ift, fo ift in dieſem Dreied der Winkel an ber 
Spige zweimal fo groß, ald der Winkel an der Grunblinie. 

Beweis (Lhrf. 4) und (5.) 
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Lehrſatz 9. Wird ein Winkel halbirt, und man faͤllt von ir: 
gend einem Punkte der Halbirungslinie Normalen auf beide Schen: 
kel dieſes Winkels, fo find diefe Normalen gleich groß. 

Bemeis (26). 

Lehrſatz 10. Wenn man in einem Dreiede zwei Winkel hal⸗ 
birt, ſo ſchneiden ſich die Halbirungslinien in einem Punkte, ſo daß 
die normalen Abſtaͤnde dieſes Punktes von allen drei Seiten des 
Dreiecks gleich groß ſind. 

Beweis (Lhrf. 9.) 

Lehrſatz 11. Sind die Normalen, welde von zwei Spißen 
eined Dreiedd auf die gegenüber liegenden Seiten gefällt werden, 
gleich groß, fo müffen auch diefe Seiten gleich feyn und umgekehrt. 

Beweis (26.) 

Lehrfas 12. Werden von den Endpunften der Grundlinie 
eines gleichfchenkligen Dreieds Normalen auf die Schenkel deffelben 
gefällt, fo fchneiden diefe Normalen ſich fo, daß die Theile derfels 
ben, die an der Grundlinie anfiegen, gleich groß find, und auch die 
andern beiden Zheile find gleich groß. 

Beweis (Lhrf. 11), (26) und (6.) 

Lehrſatz 13. Iſt Außerhalb einer geraden Linie ein Punkt 
gegeben, und man falt von diefem Punkte eine Normale auf die 
Linie und verbindet andere Punkte der Linie ebenfalld mit dem, 
außerhalb der Linie gegebenen Punkte, fo ift ven allen gezogenen 
Linien die Normale die fürzefte, und von den übrigen ift die Linie 
die größere, welche die gegebene weiter von dem Fußpunkte der 
Normale trifft. 

Beweis (17) und (18.) 

Lehrſatz 14. Zieht man von der Spitze eines gleichſchenk— 
ligen Dreiecks eine Linie an irgend einen Punkt der Grundlinie, ſo 
iſt, wenn” dieſer Punkt zwiſchen den Endpunkten der Grundlinie 
liegt, die gezogene Linie kleiner als der Schenkel des Dreiecks, und 
es iſt dieſelbe groͤßer als der Schenkel, wenn der Punkt in der Ders 
laͤngerung der Grundlinie liegt. 

Beweis (16) und (19.) 

Lehrſatz 15. Im jedem gleichſchenkligen Dreiecke iſt der Wins 

kel an der Grundlinte immer Peiner ald ein rechter Winkel. 
Beweis (17.) 

Lehrfag 16. Werden von einem Punkte außerhalb eines 

frigen Winkels Normalen auf beide Schenkel deffelben gefällt, fo ift 
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die Normale, welche den untern Schenkel trifft, groͤßer als bie Nor⸗ 
male auf den obern Schenkel. 
Beweis (19) und (©. 9.) 

Lehrfas 17. Wenn man von einem Punkte ded einen Schens 
feld eines Winkels eine Normale auf den andern Schenkel fallt, fo 
trifft diefe den Schenkel felbft, wenn der Winkel < R ift, und fie 
trifft den ruͤckwaͤrts verlängerten Schenkel, wenn der Winfel >R ift. 

Beweis (17.) 

Lehrſatz 18. Theilt man: die Grundlinien eined gleichſchenk⸗ 
Uligen Dreiedd ungleich, und verbindet den Theilpunkt mit ber 
Spige, fo bildet diefe Linie mit dem größern der beiden Xheile 
der Grundlinie einen fpigen, und mit dem Eleinern Theile einen 
ſtumpfen Winkel. 

Beweis (Lhrſ. 4) und CEhtſ. 17.) 

Lehrfag 19. Wenn man innerhalb eines rechtwinkligen 
Dreiecks von dem Endpunfte der erfien Kathete eine Linie an irgend 
einen Punkt der andern Kathete zieht, ſo ift diefe Linie größer als 
die erfte Kathete und Kleiner ald die Hypothenufe des Dreieds. 

Beweis (16), (17) und (18.) 

Lehrf at 20. In einem ungleichfeitigen Dreied ift jeber * 

Winkel, die den kleinern Seiten gegenüber liegen, — als ein 
rechter. | 
Bemweid (17) und (18). 

Lehrſatz 21. Wenn man in einem ungleichfeitigen Dreieck 
einen Winkel halbirt, ſo wird durch die Halbirungslinie, die gegen⸗ 
‘über liegende Seite fo getheilt, daß jeder Abſchnitt derſelben kleiner 
ift, als die an demfelben anliegende Seite des Dreiecks. 

Beweis (16) und (19.) 


Anmerkung. Mit Hülfe diefes Lehrfages laͤßt ſich unmittelbar bemweifen, 
daß je zwei Seiten eines Dreieds zufammen größer als bie dritte ſeyn muͤſſen. 


Lehrfas 22. Wenn man in irgend einem Dreied von einer 
Spitze eine Normale auf die gegenüber liegende Seite fällt, fo ift 
biefe immer Eleiner als jede der beiden übrigen Geiten des Dreiecks. 

Beweis (hrf. 17.) 

Lehrſatz 23. In jedem gleichſchenkligen Dreieck iſt der Schen⸗ 
kel groͤßer als die halbe Grundlinie. 

Beweis (20.) 
Lehrfag-24 Wenn man in dem Halbirungspunfte ber 
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Grundlinie irgend eines Dreiecks eine Normale auf derſelben errich⸗ 

tet, und es ſchneidet dieſe die effie der beiden übrigen Seiten zwi: 

ſchen ihren Endpunkten, fo ift diefe größer als bie andere biefer 

Seiten. | 
Beweis (20). 

Lehrfatz 25. Faͤllt man in einem. Dreied von ber Spitze 
defjelben eine Normale auf die Grundlinie, und wird diefe hierdurch 
in ungleiche Abfchnitte getheilt, jo iſt von ben beiden übrigen Seiten 
diejenige die größgre, melde an bem größern Abfchnitte a 

Beweis (Lhrf. 24.) 

Lehrfag 26. Wird der Halbirungspunft der einen Geite 
eined Dreiecks mit der gegenüber liegenden Spige verbunden, fo if 
das Zweifache diefer Verbindungslinie kleiner, als die beiden übrigen 
Seiten des Dreieds zufammen. 

Beweis (20.) 

Lehrſatz 27. Jede Seite eines Dreiecks ift Heiner als die 

halbe Summe aller drei Seiten defjelben. 
Beweis (20.) 

Lehrſatz 28. Befchreibet man innerhalb eines Vierecks ein 
anderes, fo daß beide zwei neben einander liegende Geiten gemein 
haben, und koͤmmt Fein einfpringender Winkel vor, fo ift der Ums 
fang des aͤußern Vierecks größer, ald ber des innern, 

Beweis (21.) 

Lehrſatz 29, Werden über -einer und berfelben Grunblinie 
irgend zwei gerablinige Figuren, die Feinen einfpringenden Winkel 
haben, fo befchrieben, daß die eine diefer Higuren innerhalb ber ans 
dern liegt, fo ift der ganze Umfang ber aͤußern Figur größer als 
der ber innern. 

Beweis (20) und (21.) 

Lehrfas 30. Verbindet man ben Halbirungspunft der Grunbs 
linie eined Dreied3 mit der gegenüber liegenden Spitze, und «3 
macht die Verbindungslinie mit der Grundlinie des Dreiedd uns 
gleiche Winkel, fo ift von den beiden übrigen Seiten deſſelben die: 
jenige die größere, ‚, welche auf ber Seite des größern biefer Wins 
kel liegt. 

Beweis (24.) 

Lehrfag 31. Wird die Grunblinie eine gleichſchenkligen 
Dreiecks in ungleiche Abſchnitte getheilt, und man verbindet den 
Theilpunkt mit der Spitze des Dreieds, ſo wird durch die Verbin⸗ 


dungslinie auch der Winkel an der Spitze ungleich getheilt, und es 
ift der Theil des Winkels der größere, welcher dem größern Ab: 
ſchnitte der Grundlinie gegenüber liegt. 

Beweis (25.) 

Lehrfaß 32. In jedem Parallelogramme halbiren fich die 
Diagonalen gegenfeitig. | 

Beweis (29) und (26.) 

Lehrſatz 3. Wenn in einem Biere die Diagonalen ſich 
gegenfeitig halbiren, fo ift dafjelbe ein Parallelogramm. 
Beweis (15), (4) und (27.) 

Lehrſatz 34. Wenn die Schenkel zweier Winfel parallel 

laufen, fo find die Winfel gleich groß. | 
Beweis (29.) . 

Lehrfag 35. Sind die drei Seiten eines Dreied3 den brei 
Seiten eines andern parallel, fo haben beide Dreiede gleihe Win: 
fet, fo daß der erfte Winfel dem erften, der zweite dem zweiten 
und der dritte Winkel dem dritten gleich ift. 

Beweis (Ehrſ. 34.) 

Lehrfas 36. Sind zwei Linien parallel, und man nimmt in 
jeder bderfelben beliebig einen Punft an, verbindet diefe Punkte und 
halbirt die Verbindungslinie, fo wird jede, durch den Halbirungs: 
punft gezogene Linie, die beide Parallelen trifft, in diefem Punkte 
halbirt. | 

Beweis (14), (29) und (26.) 

Lehrfak 37. Menn zwei Linien normal auf einer dritten 
ftehn, und man verbindet zwei, in diefen Normalen angenommene 
Punkte miteinander, fo find die beiden Winkel, welche die Verbin: 
dungslinie mit den beiden Normalen auf einer und derfelben Seite 
madt, zufammen — 2 R. 

Beweis (28) und (29.) 
Lehrſatz 38. Bieht man durch den Halbirungspunft der einen 
Seite eined Dreiedd Parallelen zu den beiden übrigen Seiten befjel: 
ben, fo fehneiden diefe von dem Dreieck zwei congruente Dreiede ab, 

Beweis (29) und (26,) 

Lehrfag 39. Wenn ein Viereck zwei gleiche Diagonalen hat, 
und es fchneiden fich diefelben in ungleiche Theile, doch fo, daß der 
eine Abfchnitt der einen dem einen Abfchnitte der andern gleich ifl, 
fo hat diefes Viereck zwei parallele Seiten. 

Beweis (15), (4) und (27.) 
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Lehrfas 40. Wenn In einem Dreleck zwei Winkel zufammen 

fo groß find als der dritte, fo ift dad Dreied rechtwinklig. 
Beweis (32.) 

Lehrfag 41. Die vier Winkel eines Vierecks find zufammen 

immer vier rechten Winkeln gleich. 
Bemeis (32.) 

Lehrfas 42. Nimmt man innerhalb eines Winkels einen 
Punkt an, und fällt von demfelben Normalen auf beide Schenkel, 
fo ergänzt der Winkel, den dieſe ZIMIEN einfchließen, den gegebes 
nen ®infel zu 2 R. 

Beweis (Lhrf. 41.) 

Lehrfas 43. Nimmt man außerhalb eined Winkels. einen 
Punkt an und fällt von demfelben Normalen auf beide Schenkel, fo 
ift der Winkel, den dieſe Normalen ——— dem — 
Winkel gleich. 

Beweis (15) und (32.) 


Lehrſatz 44. Wenn die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlaͤngerungen auf den Seiten eines andern Dreiecks oder deren 
Verlaͤngerungen normal ſtehen, ſo ſind die Winkel des neuen Dreiecks, 
einzeln genommen, den Winkeln des andern — einzeln genom⸗ 
men, gleich. 

Beweis (15) und (Lhrſ. 42.) 

Lehrſatz 45. Werden bie drei Seiten eines Dreiecks nad 
einer und derſelben Richtung verlaͤngert, ſo ſind die dadurch ent⸗ 
ſtehenden drei Außenwinkel zuſammen —= 4 R. 

Beweis (13) und (32.) 

Lehrſatz 46. Verlaͤngert man die vier Seiten eines Vierecks 
nach einer Richtung, fo find die dadurch entfiehenden vier Außen: 
winfel zufammen — 4 R. 

Beweis (13) und (Ehrſ. 41.) 

Lehrfas 47. Wenn man bie vier Seiten eined Vierecks nach 
derfelben Richtung verlängert, und die dadurch entflehenden Außens 
winkel halbirt, fo fchließen die vier Halbirungdlinien -ein Viereck ein, 
in welchem je zwei einander gegenüber liegende wg ze 2 R find. 

Beweis .(13) und (32.) 

Lehrſatz 48. Fällt man von dem Scheitel des rechten Wins 
kels eines vechtwinkligen Dreieds eine Normale auf die Hypothenufe 
befjelben, fo ift der Winkel, den dieſe Normale mit der einen Katete 
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bildet, eben fo groß, als. ber Winkel, den die andere Katete mit ber 
Hypothenuſe macht, 
Beweis (32.) | 
Lehrſatz 49, Haben zwei Dreiede- eine Seite gemein und eine 
ziveite Seite gleich groß, und ergänzen fich die, von diefen Seiten eins 
gefchloffenen Winkel zu 2R, fo find die Dreiede gleich groß. 
Beweis (38.) 


Lehrfag 50. Wird in einem Biered die erſte Diagonale von 
der zweiten halbirt, fo wird dieſes Viereck durch die zweite Diagos 
nale in zwei gleich große Dreiede zerlegt. 

Beweis (Lhrſ. 49.) Ä 


Lehrſatz 51: Haben. zwei Dreiede: gleiche Grundlinien, aber 
verfchiebene Höhen, ſo find diefe Dreiede ungleih, und es ift das: 
jenige von beiden bad, größere, welches die größere Höhe hat. 

Beweis (40.) 

Lehrfas 52. Haben zwei Winkel, die zufammen < 2 R 
find, einen. Schenkel gemein, und man fällt von dem Endpunfte 
befielben Normalen auf die beiden übrigen Schenkel, fo ift die Nor: 
male auf der Geite des größeren Winkels die größere. 

Beweis (Xhrf. 16.) 

Lehrfag 53. Haben zwei Dreiede zwei Seiten gleich, und 
find die, diefe Seiten einfchliegenden Winkel zufammen < 2 R, fo 
ift- bad Dreied das größere, in welpen ber ‚größere intel vor: 
koͤmmt. 

Beweis (Ehrſ. 62) und (Ehrſ. 51) 

Lehrſatz 54. Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, und 
find die, dieſe Seiten einſchließenden Winkel zufammen: > 2 R, fo 
ift dad Dreieck das größere, in welchem der. Kleinere Winter. vor 
koͤmmt. 

Beweis (Lhrſ. 49) und EEhrſ. 53.) 

Lehrfag 55. Wenn man burd) bie vier Ecken eines Vierecks 
Parallelen. zu ben beiden Diagonalen deſſelben zieht, fo fchliegen 
diefe ‚Parallelen ein Parallelogramm ein, ‚das zweimal fo groß ifl, 
ald das Viered. Ä R 

Beweis (41.) 

Lehrfag 56. Wenn man in einem fpigwinkligen ungleich 
feitigen Dreied eine Normale von ber einen: Ede auf die gegenüber 
liegende Seite fält, fo wird bafjelbe durch dieſe Normale in zwei 








ungleiche Theile getheilt, und es iſt der Theil ber größere, in weh 
chem die größere Seite des Dreiecks vorkoͤmmt. 
Beweis (Lhrf. 25) und (38.) 

Lehrfas 57. In jedem gleichfchenkligen rechtwinkligen Dreieck 
ift der Winkel an der Hypothenufe = '/, R, und die Normale 
von dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypothenuſe ift der 
halben Hypothenufe gleich. 

Beweis (5), (32) und (6.) 

Lehrfag 58. Wenn ein Biere? zwei gleiche Diagonalen hat, 
bie ſich unter einem rechten Winkel ſchneiden und gegenfeitig. halbis 
ven, fo ift diefes Viered ein Quadrat. 

Beweis (Khrf. 57.) 

Lehrſatz 59. Das Quadrat ber Diagonale eines Quadrate 

ift zweimal fo groß, als dad Quadrat felbft. 
Beweis (47.) 

Lehrfas 60. In jedem Rechte ift das Quadrat ber Dias 
gonale halb fo groß, als die Summe der Quadrate der vier Seiten 
deſſelben. 

Beweis (47.) 

Lehrſatz 61. Wenn in einem Viereck die Diagonalen ſich 
unter einem rechten Winkel fchneiden, fo ift die Summe ber Qua⸗ 
brate der vier Abfchnitte der beiden Diagonalen, halb fo groß als 
die Summe der Duabrate ber vier Seiten des Vierecks. 

Beweis (47.) 

Lehrfas 62. In einem gleichfeitigen Dreieck ift die Summe 
ber Quadrate der drei Seiten viermal fo groß, als dad Quadrat 
der Höhe beffelben. 

Beweis (47) . 

Lehrfas 63. Faͤllt man in einem Dreieck eine Normale von 
der einen Ede auf die gegenüber liegende Seite, fo wird biefe im⸗ 
mer fo in zwei Abfchnitte getheilt, daB dad Quadrat des einen 
Abfchnittes und das Quadrat der an bem anderen Abſchnitte ans 
liegenden Seite zufammen eben fo groß find, ald die Summe ber. 
Quadrate des anderen Abfchnitted und. der an: bem erſten Abfchnitte: 
anliegenden Seite. 

Beweis (47.) 

Lehrfas 64 Wenn in einem Viereck bie Diagonalen ſich 
unter einem vechten Winkel fchneiden, und man befchreibt auß je 
zwei einander gegenüber liegenden Seiten dieſes Bineie ein rechts 
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winkliges Dreieck, von welchem dieſe Seiten die Kateten find, fo 
haben die beiden, auf dieſe Weiſe conſtruirten rechtwinkligen Dreiecke 
gleiche Hypothenuſen. 

Beweis (47.) 

Lehrſatz 66. Sind die, von dem Halbirungsyunfte der 
Grundlinie eines Dreiecks auf die beiden übrigen Seiten beffelben 
gefällten Normalen gleich groß, fo ift das Dreied gleihfpentlig. 

Beweis (47), (8) und (6.) 

Lehrfab 66. Haben zwei Dreiede die Grundlinie gemein 
und bie beiden übrigen Seiten gleih, und find beide auf berfelben 
Seite der Grundlinie verzeichnet, ohne fi zu deden, fo find bie 
beiden Theile, welche fie nicht gemein haben, zwei congruente 
Dreiede. 

Beweis (26.) 

Lehrſatz 67. Nimmt man in ben Kateten eined rechtwinf: 
ligen-Dreiedd Punkte an, die zwifchen den Endpunften. derfelben 
liegen, und verbindet fie durch eine gerade Linie, fo ift diefe Linie 
immer Eleiner, ald die Hypothenufe des Dreiecks. 

Beweis (47.) 

Lehrſ atz 68. Haben zwei rechtwinklige Dreiede die — 
thenuſe gleich, iſt aber die Katete A: des erften- Dreiecks größer, 
ald die Katete a des andern, fo ift auch ber Winkel, welcher in- 
dem erſten Dreied A gegenüber liegt, -größer, ald der Winkel, ber 
a.in bem zweiten Dreied gegenüber liegt. Ä 
Beweis (Lhrf. 67) und (16.) 

Lehrfag 69. Sind bie, von dem Balbieungspuntte. der 
Grundlinie eines Dreiedd auf die beiden übrigen Seiten bes 
Dreiecks gefällten Normalen ungleich, fo. ift von diefen Seiten dies 
jenige.bie größere, welche zu: ber Fleineren Normale- gehört. 

Beweis (Lhrf. 68) und (19.) | 

Lehrfag 70. Werden an den Enbpunften der einen Seite 
eined Dreiecks Normalen auf die beiden Übrigen Seiten gefällt, ſo 
ift die Normale auf die Kleinere diefer beiden Seiten wife als bie, 
welche auf die größere Seite gefällt ift. — 

Beweis (18) und (Lhrf. 68.) 
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IV. Von der Theorie der Parallelen. 


1) Es laͤßt ſich nicht leicht ein wiſſenſchaftlicher Gegenſtand 
angeben, deſſen Begruͤndung auf ſo viel verſchiedene Arten verſucht 
worden waͤre, wie dieſes bei der Theorie der Parallelen der Fall iſt, 
und von allen dieſen Verſuchen muß zugeſtanden werden, daß ſie 
ihre ſchwache Seite haben und keinesweges den Anforderungen ent= 
fprechen, die man mit Recht bei jedem geometrifchen Gegenftande 
machen fann. Nach den mannichfachften Verfuchen koͤmmt man ims 
mer wieder auf die Darftellungsweife des Euflid zurüd; und fchon 
diefes allein giebt den beflen Beleg dafür, daß berfelbe auch bei 
diefem Gegenftande, wie bei allen andern, ben richtigen Weg ange⸗ 
geben bat. 

2) Die ganze Theorie der Parallelen befteht, wie auch bereits 
in der Beilage I. bemerft worden ift, in der Beantwortung ber 
beiden Fragen: 

a) woran läßt ſich eckennen, ob zwei gegebene Linien parallel 
ſind? und 
b) welche Eigenſchaften — parallelen Linien zu? 

Die erſte dieſer Fragen muß deshalb in Betracht gezogen wer⸗ 

den, weil die Erklärung, welche von den Parallelen gegeben wird: 
„Parallel find gerade Linien, die in berfelben Ebene liegen, und 
auf feiner Seite zufammentreffen, fo weit man fie auch auf bei> 
den Seiten verlängern mag,” 

nur ein negatives Merkmal eigenthümlich hat, wa3 unmittelbar, um 

daraus das Parallelfeyn der Linien zu erkennen, nicht brauchbar ifl. 


3) Indem 17ten Satze wird bewiefen, daß je zwei Winkel eines 
Dreiecks zufammen Eleiner ald zwei rechte Windel find; hieraus folgt, 
wenn zwei Winkel zufammen nicht kleiner find, als zwei rechte, fo 
Eönnen fie auch nicht zu einem Dreied gehören. Werden alfo zwei 
Linien von einer dritten fo gefchnitten, daß bie beiden innern, auf 
einer Seite liegenden Winkel zufammen — 2 R find, fo Fönnen - 
biefe Linien auf diefer Seite nicht zufammentreffen, und da aus 
biefer Vorausſetzung folgt, daß die beiden innern, auf der anderen 
Seite liegenden Winkel ebenfalld zufammen = 2 R feyn müffen (13),- 
fo können diefe Linien auch auf der anderen Seite nicht zufammens 
treffen, und ed kommen alfo in biefem Falle den Linien die, in ber 
Erklärung. der Parallelen angegebenen Merkmale zu, und fie find 
daher parallel; wodurch nun die erfte Frage volftändig beantwors 


tet iſt. Linien find parallel, wenn bie beiden innern, auf einer 
Eeite liegenden Winkel zufammen = 2 R find. Gegen die Strenge 
der Beweife der Säge 27 und 28 laͤßt fich daher durchaus nichts 
einwenben, und es ergiebt fich hieraus zugleich ein Mittel, zu einer 
gegebenen Linie, durch einen außerhalb derfelben gegebenen Punkt 
eine Parallele zu ziehen, eine Aufgabe, die in Sat 31 gelöf’t wird. 
4) Da aus ber Richtigkeit eines Gates die des umgekehrten 
Satzes nicht nothwendig folgt, ſo kann auch aus dem bewieſenen 
Satze: „wenn zwei Linien von einer dritten ſo geſchnitten werden, 
daß die beiden innern, auf einer Seite liegenden Winkel zuſammen 
== 2 K find, fo find dieſe Linien parallel» nicht umgekehrt gefol⸗ 
gert werden, daß, wenn die Linien parallel ſind, und ſie werden 
von einer dritten geſchnitten, die beiden innern, auf einer Seite lie 
genden Winkel zufammen — 2 R feyn müffen. Diefer Cab, 
durch welchen bie oben angegebene 2te Frage beantwortet wird, 
muß alfo beſonders bewiefen werben. 
Die Nichtigkeit diefes Sages aber folgt unmittelbar, wenn man 

ben Sat als richtig anerkennt: 

„werben zwei Linien von einer dritten gefchnitten, und find die 

beiden innern, auf einer Seite liegenden Winkel zufammen Eleis 

ner, ald zwei rechte, fo müfjen dieſe Linien, genugfam verlängert, 

auf eben dieſer Seite zufammentreffen;” 
biefer Sag iſt der 11te Grundfag, und ift der umgefehrte Sag von 
dem Atten, wie bei diefem bereitö bemerkt worben ift. 


5) Diefer Grundſatz ift es, mit deffen Hülfe die oben angege 


bene zweite Frage von Euftid in dem 29.ten Sage beantwortet 
wird; und ber Vorwurf, der beöhalb dem Euklid gemacht wird, 
befteht darin, daß ber bei bem Beweiſe benugte Sag keinesweges 
als Grundfag angenommen werben Eönne, fonbern daß biefer Satz 
eigenflih ein Lehrfag fey, und daher beſonders bewiefen werden 
muͤſſe. 

6) Es laͤßt ſich zwar nicht laͤugnen, daß dieſer Satz mehr den 
Charakter eines Lehrſatzes, als den eines Grundſatzes hat; doch iſt 
es moͤglich, denſelben auf eine einfachere Form zu bringen, und ſo 
die Wahrheit deſſelben, die ohnehin Niemand bezweifelt, anſchaulichet 
zu machen. So iſt der Satz: 

„wenn eine Linie A auf einer Linie normal ſteht und bie Linie B 
trifft diefelbe unter: a fpigen Winkel, fo müffen A und B, 
genugfam verlängert, ſich ſchneiden * 
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bloß ein beſonderer Fall von dem 11ten Grundſatze, und es iſt die— 
fer einfachere Sat ebenfalls ausreichend, um den 209ſten Sag zu 
beweifen. 

Ferner ift der 11te Grundfaß eine nothwendige Folge des Satzes: 
„wenn man durch einen, außerhalb einer Linie gegebenen Punkt 
eine Parallele zu derfelben zieht, fo ift es nicht möglich, durch 
eben dieſen Punft noch eine zweite, von berfelben verfchiebene, 
Parallele zu ziehen. » 

Eben fo folgt der 11te Grundfag auch aus dem Sage: 
„wenn von zwei parallelen Linien eine von einer dritten Linie 
gefchnitten wird, fo muß bie zweite von berfelben Linie ebenfalls 
gefchnitten werben. » 

Nimmt man alfo einen biefer beiden Saͤtze ald Grundſatz ar, 

fo laßt ſich mitrelft deffelben der 11te Grundfaß ſtreng beweifen. 

7) Alle die verfchiedenen Beweife, welhe man von dem 29ften 
Sate hat, hängen zulegt von einem Sage ab, der ebenfalls nicht 
evidenter, ald der 11te Grundſatz ift, oder ber felbfi als eine 
Folge von diefem fich ergiebt. Nur ift bei dieſen Beweifen öfters 
der Schein gerettet, als wär er flreng, und die ſchwache Seite deſ— 
felben ift mehr verftedt al bei dem Euflid; die Beweiſe find alfo 
blo3 erfchlichen. 

8) Um eine richtige Theorie von ben Parallelen zu erhalten, 
fömmt ed darauf an, einen Sa ohne Beihülfe der Parallelen zu 
beweifen, den Euklid mit Hülfe derfelben beweif’t. Gelingt die: 
feö, fo erhält man hierdurch ein neues Hülfsmittel zur Ergänzung 
ber Paralleltheorie, durch welches der Zweck fih muß erreichen lafz 
fen. Der Satz, welcder hierzu am beften ſich eignet, ift der 32ſte. 
Kann man ohne Beihülfe der Parallelen beweilen, daß die drei 
Winkel eined Dreieds zufammen — 2 R feyn müffen, fo laßt ſich 
alsdann durch diefen Sat auch leicht beweifen, daß, wenn zwei Li— 
nien parallel find, und biefelben von einer dritten Linie gefchnitten 
werden, bie beiden innern, auf einer Seite liegenden Winfel ebenfalls 
zufammen — 2 R fint. 

Die Auffindung eines Beweifes von dem 32ften Satze ohne Beis 
hülfe der Parallelen ift auf verſchiedene Arten werfucht worden, und 
es verdienen bier einige dieſer Verfuche näher angegeben zu werden, 

» 9)-Grelle verfucht es in derzmeiten Anmerkung zu feiner Ucbers 
feßung von Legendre ; die Elemente der Geometrie, Berlin 1822, 
den Sab, daß alle drei Winkel eined Dreiecks zuſammen — 2 R 


feyn müffen, auf folgende -Art direct zu beweifen: Haben zwei 
Dreiede eine Seite und die beiden anliegenden Winkel gleih, fo 
beden fie ſich; folglih ift ein Dreieck beftimmt, wenn eine Seite 
und bie beiden anliegenden Winkel deffelben gegeben find. Durch 
biefe Stüde ift alfo auch der dritte Winkel, der Größe nach, geges 
ben, und muß daher mittelft derfelben gefunden werden können. Es 
kann aber hierbei die Seite gar feinen Einfluß haben, weil Seiten 
und Winkel ungleichartige Größen find, und fi daher aus arith> 
metifhen Gründen einfehen läßt, daß die gegebene Seite ald einzige 
heterogene Größe gar nicht einwirken kann. Folglich ift der dritte 
Winkel, feiner Größe nach beflimmt durch die beiden Übrigen Wins 
kel, unabhängig von der Seite, die diefe Winkel einfließen. Hier: 
aus folgt nun: haben alfo zwei Dreiede zwei Winkel gleich, fo daß 
ber erſte Winkel dem erften und der zweite dem zweiten gleich ift, 
fo muß der dritte Winkel in beiden Dreieden ebenfalls gleich feyn. 


Es fy A abe ein bei c 
rechtwinkliges Dreied und cd c 
normal auf ab, fo ift 

I[cdb=Lacb—=R 
und I_b=Lb 
alfo bat A cdb mit A ach 
zwei Winkel gleich, und daher 
auch ben britten. 


a d 


Folglich ft Lx—= La 
und aus gleichen Gründen it I_y — I_b | 
ode Lt L y=La+Lb 
btımn Lx<--Ly=Lacb=R 
ſo iſt ach La$Lb=R 
| und weil Lach — R 
fo ft Lat lb + Lab=2R 
die drei Winkel eined rechtwinkligen Dreieds find alfo zufammen 
— 2R, und die an ber Hypothenufe anliegenden Winkel find beide 
zufammen — R, 


Nimmt man nun an, bag A ach nicht rechtwinklig fey, fo 
Fann man doch immer von der Spitze c des größten Winkels eine 
Normale cd auf die gegenüber liegende Seite ab ziehen, die noth: 
wendig innerhalb des Dreieds liegt, und es iſt nun nach dem Bes 
wiefenen in dem rechtwinkligen Dreieck | 





Aad...a+ty 
Abcd . 0.» b +x 
y+ 


folglich ft ab + x—=2R 
und daher a b+acb —=2R 
und es find alfo auch in dem Falle, wenn dad Dreied nicht rechts 
winflig ift, die drei Winkel defjelben zufammen — 2 R. 

Gegen diefe ganze Schlußfolge laßt fi nur einwenden, baß 
man keinesweges zu ber Behauptung berechtigt ift, e8 fen ber dritte 
Winfel eined Dreieds bloß abhängig von den beiden übrigen, nicht 
aber von der Seite, welche diefe Winkel einfchließen, weil die Seite 
den Winkeln ungleichartig iſt; da, wenn diefer Sag allgemeine 
Gültigkeit hätte, man mit demfelben Rechte folgern koͤnnte, es fey 
die dritte Seite eined Dreiecks nur von den beiden übrigen Seiten 
bejjelben abhängig, nicht aber von dem Winkel, den diefe Seiten 
einfchließen, da biefer den Seiten ungleichartig iſt; ein Saß, ber 
offenbar falſch if. 

10) Legendre ſucht den Saß, daß bie drei Winkel eines 
Dreiecks zufammen — 2 R feyn müffen, indirect dadurch zu bes 
weifen, daß er beweif’t: es koͤnnen die drei Winkel eines Dreieds 
zufammen weder größer noch Eleiner feyn ald 2 R. Er bildet hiers 
aus folgende beiden Lehrfäße: 

A. die drei Winkel eines Dreiedd koͤnnen zufammen nicht grös 


Ger feyn, ald zwei rechte, 
E — £ 
AV 
z h — 


Beweis. Sind bie drei Winkel von A aba zufammen 
> 2 R, und man verlängert ab, nimmt be = cd = de — 
ab und befcreibt die Dreiede Abeß = Acdy = Aded 
— abe, fo daß 
bß = cy = dö = aa und cß = dy = ed — ba (22.) 
fo decken ſich diefe Dreiede (8.), und es ift in jedem berfelben bie 
Summe der drei Winfel > 2 R, und es ift | 


u 





Ußbe — La 
da nun ſeyn ff La + Laub + Leba > 2R 
fit up Löbe+Lacb+Laeba>2R 
undda Lßbc + Lpbe + +Leba=2R (13) 
—pfoge Laab > Lpbe 
und da aa = ßb (p- c.) 
und «b== ba 3 
fo folgt ab >aß (24) 
und aus gleichen Gründen ift bc > By 
cd>yd 
de > ds 
während zu gleicher Zeit it ab — be — cd de 
und aß — 3 — bs 
Nun mag der Unterſchied zwiſchen ab und aß noch ſo klein 
ſeyn, ſo giebt es doch immer ein ſo Vielfaches dieſes Unterſchiedes, 
daß dieſes Vielfache größer iſt, als a« und es zufammen genom: 
men, und werden eben fo viel Dreiede  Aaba« neben einander 
auf ab und deren Verlängerung verzeichnet, ein fo Vielfaches de 
“ Unterfchieded von ab — «PB genommen werden muß, wenn baf 








felbe mehr ald ax + es betragen foll, fo ift alddann, wenn ae 


dieſes Vielfache beträgt 
ae>art+aeß +pßy Hr ds + Ee 
was nicht möglicy ift, wie aus (20.) folgt. 

Nun ift aber diefes Nefultat eine Folge der Annahme, daß bie 
brei Winkel, eines Dreiedes zufammen > 2R find; es kann alfo 
dieſes nicht der Fall feyn, und es ift ſonach nicht möglich, daß bie 
drei Winkel eines Dreiecks zufammen größer find, als zwei rechte. 

B. die drei Winkel eines Dreiecks koͤnnen zufammen nicht klei⸗ 
ner feyn, als zwei rechte. 

Beweis. Gind die 
drei Winkel von Aabc 
zufammen < 2 R, fo 
kann man feßen, es fey 
die Summe derfelben — 
2 R — d. Beſchreibt 
man nun über ab, Aaby 
— Abac, fo daßay 
== beand by=.ac, fo find auch in — Dreieck bie drei 
Winkel zuſammen — 2R— d. 
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Zieht man nun burch y’ eine gerade Linie, welche bie verläns 
gerten ca und cb in m und n fihneidet, fo werden hierdurch noch 
bie beiden Dreiede aym und byn gebildet, und es find bie drei 
Winkel eines jeden dieſer Dreiecke hoͤchſtens — 2 R. Es find 
alfo die drei Winkel 


von Aamy hödftens = 2 R 


s Abny s =—=2R 
und bie drei Winkel von Aabce fd — 2 R—d 
⸗ ⸗ Aaby —2R-—d 


die Summe diefer 12 Winkel ift alfo hochſees = 8 R — 2d 
da nun die 9 Winkel bei , b und y — 3%x2R —=6R 
fo find die 3 Winkel von Acmn—=?2R— 2d 

Sind alfo die drei Winfel von Aabe=2R—d, fo 
giebt es ein größeres Dreied, von welchem die drei Winfel zuſam⸗ 
men hoͤchſtens = 2 R — 2 d find. Aus gleihen Gründen muß 
es nun wieder größere Dreiecke geben, wo die Differenz immer zweis 
mal fo groß wird, und ed laffen fich daher Dreiede erzeugen, von 
welchen die Summe der drei Winfel nad) und nach ift 

2R—2d;2R—4d; 2? R—8d; 2 R—16dı. 

So Elein aber auch d feyn mag, fo giebt es doch ein Viels 
fache& von d>2 R, und hieraus folgt, daß die Summe der drei 
Winkel eined Dreied3 nicht in der angegebenen Art immer Feiner 
werben kann. Da nun dieſes aber eine nothwendige Folge der Ans 
nahme ift, daß die Summe ber drei Winkel von Aabe <2R, 
fo ift diefes nicht möglich. 

Aus den beiden Zehrfägen A und B folgt alfo, daß die Summe 
der drei Winkel eines Dreiecks zufammen weder größer noch Eleiner, 
als 2 R feyn kann, und es ift die Summe derfelben daher — 2R. 

Diefen fcharffinnigen Beweis findet man in ben frühern Auss 
gaben von Legendre Elemente der Geometrie, und ed hat Erelle 
denfelben in ber bereit angeführten Ueberfegung ebenfalld anges 
geben. 

Daß indefien diefer Beweis ebenfalls nicht fireng ift, geht bar: 
aus hervor, daß verlangt wird: es fol durch Y eine Linie gezogen 
werben, welche die verlängerte ca und cb trifft, ohne daß gezeigt 
wird, ed Eönne der Punkt m in ber verlängerten ca fo angenom⸗ 
men werben, daß bie durch m und Y gezogene Linie nothwendig 
bie verlängerte ch treffen muß, und bier koͤmmt man wieber auf 
ben 14ten Grundſatz des Euklid zurüd, 


Legendre hat felbft biefes Mangelhafte feines Beweiſes er: 
Fannt, und er hat denfelben daher bei den fpäteren Ausgaben feiner 
Geometrie weggelaffen, und hat flatt defien den 11ten Grundfag 
bes Euklid aufgenommen, wobei er fich darauf befchränft, denfelben 
als einen Lehnfag zu erläutern, 


Anmerkung. Ein Mehreres über die Theorie ber Parallelen findet man 
in 3. 3. 3. Hoffmann, Gritif ber Parallelen: Theorie, Jena 1807, und einen 
großen Theil der Schriften, bie über Parallelen erfchienen find, findet man an: 
gegeben in bdeffelben Verfaffers Anmerkungen zu ben geometrifchen Büchern ber 
Elemente des Euflid, Mainz 1832. Man findet in dieſem Werke die Schriften 
über Parallelen angeführt Seite 260 — 265, 


V. Bon den geometrifhen Aufgaben. 
Eine Aufgabe (Problem) ift die Forderung, etwas LUnbe: 


Fanntes aus gegebenen Größen, unter gewiffen Bedingungen, zu: 


finden, und die geometrifche Aufgabe insbefondere enthält die For: 
derung, eine Conftruction zu finden, durch welche dad Verlangte 
geleiftet wird. In den Aufgaben wird alfo verlangt, daß man aus 
gewiffen gegebenen Dingen andere zu Stande bringe. Die Angabe 
bed Verfahrens, durch welches dad in ber Aufgabe Verlangte er: 
halten wird, ift bie Auflöfung, der noch ein Beweis beigefügt 
werden muß, burch welchen nachgewiefen wird, daß das burch bie 
Aufloͤſung Gefundene wirklich das in der Aufgabe Verlangte fey. 


Bei einer jeden Aufgabe unterfcheidet man dad Gegebene von 
dem Gefuchten, und zeigt nun in ber Auflöfung, wie das letztere 


aus dem erfieren fich finden läßt, und beweif’t endlich die Richtig: 


Feit des angegebenen Verfahrens. Diefes ift der gewöhnliche Gang, 
ber bei den Fundamental Aufgaben der Geometrie befolgt wird, 
durch die erft Gonftructionsmittel für den weiteren Gebrauch beige: 
Schafft werden follen, wie dieſes bei den 14 Aufgaben des erften 
Buches der Elemente der Fall ift. 

Bei der Behandlung folcher Aufgaben aber, die nicht zu den 
Elementen gehören, fondern durch welche der Gebrauch der bereits 
vorgetragenen Säte erläutert und die Urtheilöfraft in der Benugung 
berfelben gelibt werben fol, iſt ein. ſolches Verfahren nicht auss 
veichend. Hier ift erforberlih, daß man nicht nur die Auflöfung 


a" 
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Eennen lerne, fonbern auch bie Art und Weife, wie biefelbe gefun- 
den wird. Zu bdiefer Abficht geht der Auflöfung ſelbſt eine Unters 
ſuchung voraus, über den Zufammenhang des in der Aufgabe Ges 
fuchten mit dem Gegebenen, und diefe Vorbereitung zur Auflöfung 
nennt man bie Analyfis ber Aufgabe. 

Die Analyfis befteht darin, daß man das Gefuchte ald bereits 
gefunden annimmt, und zufieht, woraus es zunaͤchſt folgt, hierauf 
unterſucht, woraus biefes fich ergiebt, und fo immer weiter, bis 
man auf diefe Weife auf etwas koͤmmt, das unmittelbar gegeben ift, 
oder ald gegeben angefehen werden kann. Bei der Auflöfung felbft, 
die nun in der Angabe der erforderlihen Gonffruction befteht, um 
das Geſuchte zu erhalten, braucht man nur denfelben Weg in ums 
gefehrter Drdnung zu verfolgen, der bei der Analyfis nach und nad 
zurifdgelegt worden iſt. Die Vorbereitung zu der Analyſis befteht 
darin, daß man eine, ben Bedingungen der Aufgabe entfprechende 
Figur entwirft und in berfelben zwedmäßige Huͤlfslinien zieht. 


Erläuterungen. 


Aufgabe 1. Durch einen gegebenen Punkt fol eine — 
Linie gezogen werden, welche beide Schenkel eines gegebenen Win⸗ 
kels unter gleichen Winkeln ſchneidet. 

Gegeben iſt der Punkt m und der Winkel bac. 

Geſucht wird eine gerade Linie mn von der Art, daß 
l_aßy = Layp. 

Analyfis. Es ſey mn die verlangte Linie, man verläns 
gere den einen Schenkel ca nad) e und ziehe durch adie ad pa: 
rallel mn, fo ift 

Laßpr=Lx (29) 

und Lavyß = — = Ly .® 


banınl_aßy = Layß (p. h) 

ſo iſt ach _x—= Ly 

daher I_bae halbitt. 
Nun iſt Kbae gegeben, alſo 

kann ad gefunden werden (9.), 

und folglich auch die min parallel 

ad (34) 


Aufloͤſung. Verlaͤngere ca nah e, halbire den Winkel 
bae durch ad (9.), und ziehe zu der Halbirungslinie ad durch 





F 


— 94 — 


ben gegebenen Punkt m eine Parallele mn, fo iſt dieſe die ver: 
langte Linie, 
Beweid. Damn parallel ad, fo ift 
I_aßr=Lx (29) 
und [_ayß = Ly | 
da nun Lx — (p. * 
fo it ach Laßy = Layß 
Aufgabe 2. Eine Linie ift der Größe und Lage nach ge 
geben, - man foll an dem einen Endpunfte auf verfchiebenen Seiten 
berfelben, zwei der Größe nach gegebene Linien fo anlegen mit dem 
einen ihrer Endpunkte, daß die anderen Endpunfte bderfelben mit 
dem andern Endpunfte der, der Lage nach gegebenen, in geraber 
Linie liegen und gleich weit von bemfelben abftehen. 
Gegeben iſt die Linie ab der Größe und Lage nach, und 
die Linien &y und «ö der Größe nad. 
Man: fol an a die ac — ay auf ber einen Seite und bie 
ad = «d auf der anderen Seite fo anlegen, daß c und d mit b 
in gerader Linie liegen und be — bd iſt. 


[07 





Analyfis. Es fey das Verlangte gefchehen, man ziehe durch 
c eine Parallele ce zu ad und verlängere ab, bis fie diefelbe in 
e fchneidet. 

Da ch und bd in gerader Linie feyn follen, fo muß feyn 

_cbe = L dba (15.) 
außerdem foll fyn be—bd 
und it _x = =Ly_Pc) und (29,) 

ed ift alfo au Achbe © Adba (26.) 
und daher be — ba, alſo ae der Groͤße und Lage nach gegeben 

und ce = da 

ba nın da = ad und ac = ap 


* 8— 


fo find ce und ca der Größe. nach, und folglich das Dreieck aec 
der Größe und Lage nach gegeben (22.) | 
da nun aber ad parallel ce, fo ift auch ad der Lage nach gegeben. 


Auflöfung. Verlängere ab, mache be — ab, befcreibe 


mit den drei Zinien ae, ac = ay und cc — «ad dad Dreicd 
aec (22.), und ziehe zu ce bie ad parallel und mache biefelbe 
— ed, fo ift das Verlangte ‚gefchehen. Di 
Beweid, Ziehe cb und bd, fo ift nım 
dba ab: — be 
und ad = ce 
und weil ad parallel ce, dab = L_ceb 
Adab & Aceb 
alfo ift bd = be und lLabd— Lebe 
daher flehen d und c gleich weit von b ab, und es ift bd — be 
in gerader Linie (14.), und außerdem iſt ac—ay und ad= ad, 
wie verlangt wird. 


- Aufgabe 3. Es find zwei Punkte gegeben.und eine gerade 


Linie der Lage nach, man foll an einem zu beftimmenden Punkte dies 
fer Linie von den beiden gegebenen Punkten Linien ziehen, die mit 
der gegebenen gleihe Winkel bilden: 


Iſt mn bie gegebene Linie und find a und b die beiden Punkte, 
fo fol der Punkt c in mn fo beflimmt werden, baß L.acm —= 
t_ben, alfpol_x = Ly mir. 

Analyfis. Iſt c der zu bes a 
flimmende Punkt und man verläns 
gert ac, fo wird 

L.x = |: (15.) 
da nun ſeyn fl Ex = Ly — 
ſo iſt auch Lz=Ly 
wird alfo cß — ch. genommen 
und bB gezogen, fo iſt ß 
Adceß © Adcb (4.) 
und daher L Bde = Lbdce —=R und dB = db. 

Da nun b gegeben ift, fo kann die Normale bd gefällt wer⸗ 
den (12.) Folglich iſt bd der Größe und Lage nach gegeben, und 
wegen dß — db ift nun auch B der Lage nad gegeben. Da 
nun a gegeben iſt, fo ift auch die Linie aß gegeben, und folglich 
auch ‚ber Nunkt:c, in dem fie die.mm ſchneidet. 
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" Auflöfung. Siehe von b die Normale bd auf mn (12.) 
verlängere diefelbe, made dß — db und verbinde B mit a durch 
Ba, fo fchneidet diefe die mn in dem gefuchten Punkte c. 

Beweis. Ei ift bd = dß (p c.) 
und Ebde — Ußde — R 
da nun cd = cd 


foift Abed& Aßcd (4) 
do Ly=Lz . 
danın Lz=Lx (15) 
ſo iſt ach _x=Ly 
wie verlangt wird. 

Aufgabe 4. Die eine Katete eines rechtwinkligen Dreiecks 
iſt gegeben, man ſoll daſſelbe ſo conſtruiren, daß die andere Katete 
halb ſo groß, als die Hypothenuſe deſſelben wird. 

Iſt ab die gegebene Katete, fo fol nun in dem bei b rechts 
winkligen Dreied abc, die ac zweimal fo groß, ald ch feyn. 

Analyſis. Es fey ach das 
zu conftruirende rechtwinflige Dreied, 





man verlängere cb, mache by — B\ 
bc und ziehe ay, fo ift ZH \ 
(p- c.) By rc B< F x 
und cy —=2(ch) x | \ 
da nun auch feyn fol ac — 2(cb) 5 / NS — 





fo ft cy = ac — ay n c b r 
. alfo Aacy gleichfeitig und daher [_cay — 2%, R 
da nun Lcab = Lyab, fit lLcab= %R 
Befchreibt man aber über ab das gleichfeitige Dreied abß, 
fit _Lbaß= %R 
dann Lcab= 4,R 
ſo iſt ach Lcaß = RG. 3.) 
folglih I_cab = L_caß 
Da nun ab gegeben ift, fo kann das gleichfeitige Dreied ab ß 
conftruirt werden (1.), und da I_cab = L caß, fo ift ac ber 
Lage nach beftimmt (9.), aber au be ift der Lage nach gegeben, 
weil abe — K ſeyn folk, folglich iſt auch der Punkt c gegeben und 
daher da3 verlangte Dreied abc. 
Auflöfung. Beſchreibe über ab. das gleichfeitige Dreied 
abß (1.), halbire den Winkel baß dur ac (9.) und errichte in 
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b auf ab eine Normale bn (11.), welche die ac in c ſchneidet, fo 
ift das hierdurch beflimmte rechtwinklige Dreied abc das verlangte. 

Beweis. Verlängere cb, made by — be und ziehe ay, 
foit Aabe ® Aaby alfo > I_>7 und ln 

Nun it _bac — AM Rp. c.) alfel_cay = %, R 
danın Lc+ ln 

ud Ley = %R 
pi Lc+ Li =Y4R- 
und wii Lc—=Ly 
Lce=% RR, 

Hiernach tLc—=Ly=L car und daher A acy 

gleichfeitig. 





folgih it ca — cy 
aber cy—=2(cb) (p. c.) 
daher au ca = 2. (ch) 
wie verlangt wird. 

Aus den hier gelöften Aufgaben geht hervor, wie burch bie 
Analyfis die Auflöfung gefunden wird, und daß durch. die Vorbes 
reitung, und namentlich durdy das Ziehen der Hülfslinien das Vers 
fahren beflimmt wird, welches man bei der Analyfis zu befolgen hat, 
Dieied Ziehen der Hülfslinien ift daher für das Finden der Auflds 
fung von großer Wichtigkeit, und obgleich ſich dafür feine allgemeis 
nen Negeln angeben laffen, was für Linien zu ziehen find und wie 
fie gezogen werden müffen, fo ift die Wahl derfeiben doch infofern 
beftimmt, daß hierbei feine anderen Gonftructionen benußt werden 
fönnen, als diejenigen, welche die bereitd gelöften Aufgaben darbies 
ten. Da nun die in Beilage VI. vorfommenden Aufgaben fämmts 
lih mit Hülfe der Säge des erften Buches fih loͤſen laffen, fo 
fönnen zur Vorbereitung der Analyfid auch nur die Gonftructionen 
benugt werden, welche die in diefem Buche vorkommenden Aufgaben 
darbieten. 

Bei der Analyſis ſelbſt koͤmmt es darauf an, zu erforſchen, 
was als bekannt oder gegeben angeſehen werden kann, wenn man 
das Geſuchte als gegeben annimmt, und nun zu unterſuchen, was 
durch dieſes Bekannte ferner gegeben iſt, und ſo fort, bis man auf 
etwas koͤmmt, das wirklich durch die Bedingungen der Aufgabe ges 
geben iſt. Daher ift es für die geometrifche Analyſis von Wichtig: 
keit, fich mit den Bedingungen befannt zu machen, unter welchen 
gewiſſe Größen ald gegeben angejehen werden Fönnen, Diefe Bes 
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dingungen find für die ganze Geometrie in Euklid's Data zw 
fammengeftellt 5 es fegt diefed Werk aber die Elemente voraus und 
kann daher nur von demjenigen verflanden werben, ber mit ben 
Elementen der Geometrie vollftändig vertraut ift. Doch werben fols 


gende wenige Säge über diefen Gegenftand, bei der Auflöfung ber 
Aufgaben, wefentlihe Dienfte leiften. 


1) Gerade Linien und Winkel find der Größe no gegeben, 
wenn man foldye, die ihnen gleich find, finden Bann. 

2) Punkte, Linien, Winkel und Figuren find der Lage nah 
gegeben, wenn fie immer an demfelben Orte find. 

3) Eine gerade Linie ift der Lage nach gegeben, wenn zwei 
Punkte derfelben der Lage nach gegeben find, und find diefe Punkte 
ihre Endpunfte, fo ift fie auch der Größe nach gegeben. 

4) Ift eine gerade Linie der Lage nach gegeben, und auch ein 
Punkt außerhalb derfelben, fo ift die Parallele durch dieſen Punkt 
zu jener Linie ebenfalld der Lage nach gegeben. 

5) Sind zwei gerade Linien der Lage nach gegeben, fo ifl 
auch ihre Durchſchnittspunkt der Lage nach gegeben. 

6) Sind zwei gerabe Linien ber Lage nach gegeben, fo ift ber 
Winkel, unter welchem fie ſich fchneiden, der Größe und ber Lage 
nad) gegeben. 

7) Ein Kreis ift der Größe nach gegeben, wenn ber Radius 
beffelben der Größe nach gegeben iſt. 

8) Ein Kreis ift der Lage und Größe nach gegeben, wenn 
fein Mittelpunkt der Lage nad) un fein Radius ber Größe nad 
gegeben ift. 

9) Iſt ein Kreis ber Größe — Lage nach gegeben, und eine 
gerade Linie der Lage nach, die zum Theil in dem Kreiſe liegt, ſo 
ſind die Durchſchnitts punkte beider der Lage nach gegeben. 

10) Sind zwei Kreiſe der Größe und Lage nach gegeben, bie 
zum Zheil in und zum Theil außer einander liegen, fo find bie 
Durchſchnittspunkte beider der Lage nach gegeben. 

11) Bon einem Dreied fagt man, e3 ift der Größe und ber 
Urt nach gegeben, wenn ein bemfelben congruentes Dreieck verzeich⸗ 
net werden fann. 

12) Daher ift ein gleichfeitiges Dreied der Größe und ber 
Art nach gegeben, wenn die Seite. beffelben ter Größe nach ges 
geben ift. 
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13) Ein Dreieck überhaupt iſt der Größe und der Art nach 
gegeben, wenn bie drei Seiten beffelben der Größe nach gegeben 
find. " 

14) Iſt von einem Dreied eine Seite der Größe und Lage 
nach, und der Scheitel des gegenüber liegenden Winkeld der Lage 
nach gegeben, fo iſt dad Dreieck felbft der Art, Größe und Lage 
nach gegeben. 

15) Ein Dreied iſt der Art, Größe und Lage nach gegeben, 
wenn die Scheitel der drei Winkel deſſelben der Lage nach geges 
ben find. 

Den Raum, In welhem ein ben Bebingungen einer Aufgabe 
Genüge leiftender Punkt liegen muß, nennt man ben geometris 
fhen Ort dieſes Punktes. Hieraus folgt 

16) der geometrifche Drt eines Punktes iſt gegeben, wenn big 
Linie der Lage nach gegeben ift, in der er liegen muß. | 

Kennt man alfo den geometrifhen Drt eined Punktes, und 
laͤßt ſich noch ein zweiter geometrifcher Ort für eben diefen Punkt 
finden, fo ift hierdurch der Punkt felbft der Lage nach beitimmt, 
Da es nun bei der Auflöfung der Aufgaben immer darauf ankoͤmmt, 
die Lage gewiſſer Punkte kennen zu lernen, fo wird ſich die Aufs 
Iöfung auch in vielen Fällen darauf zurüd führen laſſen, den geo— 
metrifchen Drt eines folchen Punktes auf zwei verfchiedene Arten zu 
beflimmen. 


Erläuterungen. 


Aufgabe 5. In der einen Seite eined gegebenen Dreiecks 
iſt ein Punkt gegeben; man foll von bemfelben aus eine Linie durch 
dad Dreieck fo ziehen, daß baffelbe dadurch in zwei gleiche Theile 
getheilt wird. 

Gegeben ift dad Dreied abc und ber Punkt d in der einen 
Seite ab bdefjelben. 

Geſucht wird die Lage ber Linie dx, durch welche dad Dreicd 
fo getheilt wird, daß die Theile dax und dbex gleich groß find. 

Analyfis. Es fey x ber gefuhte Punkt, man ziehe cd, 
und mit derfelben durch x bie Parallele xe (31.) und ziehe ce. 

Es ift cd der Größe und Lage nach gegeben; ift alfo ber 
Dankt x gegeben, fo ift auch die -Paralele xe mit cd der Lage 
nach gegeben, und daher auch der Punkt e, in welchem fie die ab 
ſchneidet und folglich das Dreied cde, 
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Nun it Acdx = Acde (37.) 
und Abced = Abcd 
folglich it dbex = Abce (©, 2.) 
ba nun feyn fol dbex = '%, Aabe 
fo ft aan Abce = '%, Aabe 
und weil Aace+ Abee= — Aabe 
ſo iſ auch NRace — | Aabc (©. 3.) 
afo Aace = Abce 
was nur ber Fall feyn Fann, wenn ae — eb if, 


Da nun ab gegeben ift, fo ift auch 
der Halbirungspunft e berfelben gegeben, Ä 
folglich kennt man die Rage ber ex, die der 
cd parallel feyn fol, und dieſe Linie ift A er 
ber geometrifche Ort des Punktes x, aber 4. | 
auch ac ift der geometrifche Ort deſſelbben 
folglich ift der an x ber Lage nad) a c 
gegeben. 

Auflöfung. Halbire ab in e (10), ziehe ed und mit ber 
felben durch e eine Parallele, fo ſchneidet diefe die ac in x fü 
daß wenn man dx zieht, dad Dreied durch diefe Linie halbirt wird. 


Beweid. Da ae — eb (p. c.) 
ffit Aaec = Abecc _ (37.) 
und daher Abec = '% Aabc 
und weil Abec= Abed+ Adce 
fo and Abced + Adce = = '% Nabe 
abe Adce = Adcx 137.) 
folgih ft Abed + Adcx = '% Aabc 
alfo — — = A Aabe. 


Aufgabe 6. Zwei Linien find ber Lage nach gegeben; man 
fol zwiſchen denfelben ‚einen Punkt von der Art finden, daß bie 
Normalen von diefem Punfte auf die der Lage nach gegebenen Li⸗ 
nien ‚zweien der Größe nad) gegebenen Linien gleicy find. 

Geneben find die Linien aA und bB der Lage nad, « und 
B der Größe nad, 

Der zu beflimmende Punft x fol bie Eigenſchaft haben, daß 
wenn man von demſelben die Normalen xe und xß zieht, ka —« 


ud sß = 3 if 
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Analyfis. Durch den zu beflimmenden Punkt x ziehe bie 
xm und xn parallel mitaA und bB, fo find diefe Linien ber Lage 
nach gegeben, febald x der Lage nad gegeben iſt; nimmt man 
nun A und B beliebig in aA und bB an, und zieht die Normas 
In Am und Bn, fo ift 

Am — ex und Bn = fx _ (34.) 

Da yun «x — « und Bx — ß gegeben find, fo find auch 
die Linien Am und Bn ebenfalld gegeben. Nimmt man alfo bie 
Punkte A und B als gegeben an, fo find m und n ebenfalls gege> 
ben, und daher die Parallelen m Mi und uN der Lage nach, bie 
durch diefe Punkte mit aA und bB gezogen werden fönnen. Nun 
ift mM der geometrifhe Dit des geſuchten Punktes x und eben fo 
auh nN, folglich ift die Lage diefes Punktes gegeben. 








Auflöfung. In irgend einem Punkte A der aA errichte 
die Normale Am — «x, und in einem Punfte B der bB bie 
Normale Bn — ß, ziehe durh m die mM der aA und durch 
n die nN der bB parallel, fo fchneiden ‘beide Parallelen fih im 
dem geſuchten Punfte x. 

Beweis. Don x fülle die Normalen xx und xß anf aA 
und bB, fo ift x« parallel mA (27.) 

aber auch xm = aA (p. c.) 

daher xe — mA (34) 
danın mÄ=« (p.-c) 
ft xx« — «— 
und aus gleichen Gründen iſt auch x8 — 3. 


Anmerkung. Die geometrifche Analyſis hat für das Auflöfen ber Auf⸗ 
gaben den befonderen Vortheil, daß man durch dieſelbe ſogleich bie Beſchraͤnkun⸗ 
gen kennen lernt, unter welchen die Aufloͤſung moͤglich iſt, und es werden dieſe 
Beſchraͤnkungen gewöhnlich unter der Benennung Determination beſonders 
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angegeben. So ergiebt ſich z. B. für bie Aufgabe 2, bie Determination, es 
muͤſſen die Linien æy und 5 gufammien größer feyn, als bie zwiefache ab, 
wenn eine Auflöfung möglich feyn fol, und für Aufgabe 6. erhält man die Des 
termination, bie Linien aA und bB bürfen nicht parallel laufen, wenn eine 
Aufloͤſung ſich fol ausführen laſſen. 

Enthaͤlt die Aufgabe einen Widerſpruch, ſo lernt man dieſen ebenfalls durch 
bie Analyſis kennen, die in einem ſolchen Kalle endlich zu einem Satze führt, der 
einer außgemachten Wahrheit widerſpricht. Auch wenn bie Aufgabe verfchiedene 
Auflöfungen zuläßt, fo daß alfo verfchiedene Refultate den Bedingungen berfelben 
entfprechen, laſſen fich dieſelben ſaͤmmtlich durch die Analyfis auffinden. 

Iſt die Aufgabe aber von der Art, daß bei berfelben verfchiebene Fälle ums 
terſchieden werben Eönnen, fo muß für jeden biefer Bälle bie Analyfis beſonders 
vorgenommen werden. 


— 





VI. Aufgaben, die mit Hülfe der Sätze des erſten 
Buches der Elemente fi) löfen laffen. 


ER 
Einfahe Gonftruction ber Dreiede aus gegebenen 
Seiten und Winkeln. 


Die drei Seiten eined Dreiecks follen in ber Folge durch bie 
Buchftaben A, B und C bezeichnet werden, und die Winkel duch 
a, b und c, fo daß 
e ben Winkel bedeutet, ber ber Seite A gegenüber liegt, . 


» a ⸗ eo. . B a s 
ce.» ⸗ ⸗ — e⸗ 0 65 2 
und um hierbei auch zugleich die Lage ges 
nau zu berüdfichtigen, fol, wie in der beis C 
fiehenden Figur, C die Grundlinie bedeuten, Pa 
A die Seite, welche links an berfelben 2 \ 
anliegt, und B bie rechtö an ber — 
linie anliegende Seite. b C — 


Aufgabe 1. Von einem Dreieck ſind zwei Seiten und der 
von denſelben eingeſchloſſene Winkel gegeben, man ſoll das Dreieck 
vetzeichnen. 

Gegeben TA, U und b. 
Geſucht wird das Dreieck, in welchem dieſe Stüde vorkommen. 
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Analyfis. Es ſey «By das zu conſtruirende Dreieck, alfo 
Bm bie Grunbdlinie der Lage nad). 

Da C gegeben ift, fo kann man auf Bm das Std Be—C 
abfchneiden (3), und es iſt hierdurch C der Größe und Lage nach 
gegeben , und daher der Punkt x der Lage nach. 

Da Ub gegeben ift, fo kann man an dem Punkte 4 ber «ß 
einen Winfel 8 —= L_b anfegen (23.), und es ift ſonach Bu, alfo 
auch A, der Lage nach gegeben. Nun ift aber A auch ber Größe 
nach gegeben, alfo kann man auf Bn die By — A abfihneiden (3.), 
woburd nun aud A der Größe und Lage nach, und folglich der 
Punkt „ ber Lage nach gegeben ift. 

Da ſonach die Punkte & und 2 
» der Lage nach gegeben find, fo 
ift die Linie &y der Größe und Lage | 4 
nach gegeben, und fomit find alle 
drei Seiten des Dreiedd «By ges 
geben, und daher das Dreied felbft ß — 
der Art, Groͤße und Lage nach. 

Aufloͤſung. Ziehe eine Linie Bm, ſchneide auf derſelben 
Ba — C ab, ſetze an ß den Winkel aßn — b an (23), fchneide 
auf Bn die By — A ab und verbinde y mit «, fo iſt aßy das 
verlangte Dreied. Ä | — 

Beweis. Daßfe— lc, 49y — A und Eß —Lb 
(p. c.), fo enthaͤlt das Dreieck aß y die drei gegebenen Stüde ihrer 
gegenfeitigen Lage nach, und die Bedingungen der Aufgabe find alfo 
durch baffelbe erfüllt. Ä 


Aufgabe 2. Von einem Dreied find zwei Winkel und bie, 
von denſelben eingefchloffene Seite gegeben, man fol dad Dreicd 
verzeichnen. 

Gegeben C, a und b. 

Gefucht wird dad Dreied, in welchem biefe Stüde vor⸗ 
kommen. | 

Analyfis. Es ſey «ßy das zu conftruirende Dreieck, und 
alfo Bm ber Lage nad) gegeben. 

Da C gegeben ift, fo Fann man auf Bm die Ba — C abs 
ſchneiden, und es ift daher Ba der Größe und Lage nad) gegeben. 

Da Be und aud der Punkt B gegeben ift, fo kann man an 
biefen Punkt einen Winkel aßn — b anfegen (23.), alio ift Bn 
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ber Lage nach gegeben; eben fo kann man auf aß an « einen 
Winfel Bel — a anfegen, und es ift alfo * die al der Lage 
nach gegeben. 

Da fonah Bn und al ber 


n 
Lage nach gegeben find, fo ift der 
Durchſchnittspunkt Y dieſer Linien \ 
der Lage nach gegeben. 
Es find alfo der Lage nad —— 


gegeben: 

die Punkte B und y, alſo die Linie By auch ber Größe nach, 
3 ae» y, 9 8 : ay 5 3 2 2 

aber auch 34 iſt der Lage und Größe nach gegeben, 

und folglich das Dreied «By der Art, Größe und Lage nach. 


Auflöfung. Biehe Bm, ſchneide auf derſelben Ba — C 
ab, fege an der Linie @ß in dem Punkte B den Winkel efßn =b, 
und an a den Winfel Bal — a, fo fchneiden fih tie Schenkel 
Pn und «l in der Spige p des verlangten Dreieds. 

Beweis. Daße—= C, Lß=Lb und Lßay=a, 
fo enthält dad Dreied «By die gegebenen Stüde in der gehörigen 


"Lage, und ed entfpricht daffelbe daher den Bedingungen der Auf: 
gabe, 


Determination. Es muß fyon b+a<2R (17), 
wenn eine Auflöfung der Aufgabe moͤglich feyn fol. 


Aufgabe 3. Von einem Dreied ift gegeben. eine Geite, 
ber ihr gegenüber liegende und einer der anliegenden Winkel; es fol 
dad Dreied verzeichnet werden. 

Gegeben C,c und b. 

Geſucht wird das Dreied, in welchem biefe Stüde vor: 
fommen, 

Analyfis. Es ſey «By das zu conftruirende rat man 
ziehe Ak der &y parallel, 

Es if da — C der Größe und Lage nach gegeben, und ber 
Winkel b der Größe nah; man kann alfo an aß in ß den Win 
tel «&ßn — b anfegen, folglich ift Bm der Lage nad) gegeben. 

Da Bk parallel al, fit _x = L} 

Yun ty — Fe gegeben, man kann alfo = — Le 
in, 8 an Bu anfegen, und ed ift daher Bk der Lage nad) gegeben. 
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Da nun auch der Punkt © der Lage nach gegeben ift, ſo ift 
die Parallele «l mit Bk ebenfalls 


ı 
der Lage nad) gegeben. Aber aud) \ n 
Pan ift der Lage nach gegeben, und k 
felglich der Durdfchnittöpunft y, \ N 


und daher «y und By der Größe 
und Rage nad. Folglich Aayß 
ter Art, Größe und Lage nad. 
P a, Mm 

Xuflöfung. Ziehe Bm, fehneide auf derfelben Br — C 
ab, ſetze an aß in B den Winfel @ßn — b, und bierauf an 
Pn in B den Winkel n3k — x — c. Mit Bk ziehe durch « die 
Parallele al, fo fchneidet diefe die Bn in der Spige y des zu con» 
firuirenden Dreied®. 

Beweis. Es iſt Pa—=C 

und Lußpy=Lb (pc) 
und Layß = |_x (29.) 
dr Lx=Lec (p- c.) 
und daher I_ayß = Le 
das Dreicd «By enthält alfo die gegebenen Stüde in ber gehörigen 
Lage und entipricht daher den Bedingungen der Aufgabe. 

Determination Es muß fyn c+ta< 2R (17.), 
wenn eine Auflöfung der Aufgabe möglich feyn foll. 

Aufgabe 4. Zwei Seiten eined Dreieds find gegeben, und 
der der einen Seite gegenüber liegende Winkel; es fol das Dreicd 
verzeidnet werden. 

Gegeben A, C und a. 

Geſucht das zu conftruirende Dreieck. 

Es ift entweder 1) A=C, oder 2) A>C, ober 3 A<G, 


| Erfter gal. A=C. 

Analyfis. Da feyn fol A — C, fo ift auch a = c (5.) 
Nun ift a gegeben, alfo auch 
c, aber auch C ift gegeben, alfo C, 
aund c, und folglich ift das Dreied 

beftimmt, wie bei Aufgabe 3. 
Auflöfung. Ziehe Bm, 
ſchneide auf derfelben Be —=U ab, 
fege an Be in @ den Winfel Bl B 
== a an, ziehe durch 3 die Ak — 
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parallel der al und an Ak in B den Winkel x — a, fo fehneidi 
der Schenkel En dieſes Winkels die «li in 7, und e3 ift nun Aaßı 
das verlangte Dreied. 
Beweis. Da al parallel Sk 
fit Lßya = Lx (29) 
der Ex — L a (p- c.) 
baher I_Bya = La = I_ßap 
und folgid By — Ba (6.) 
danın Be = Cund A— C fon fol, 
pit fpp=A 
überdies it I_ßay — a 
bad Dreied «By enthält alfo die gegebenen Stüde in ber entfpres 
chenden Lage. 
Determination DaA=—=C,f it auch a=;, 
aber arc<2R (17) 
folglich ud 2a<2R 
und daher a < KR 
Es muß alfo der gegebene Winkel a ein fpiger fen, wenn 
bie Aufgabe feinen Widerfpruch enthalten fol. 


weiter fall. A>C. 


Analyfis. Es fey «By das verlangte Dreied, alfo Bm bie 
Lage der Grundlinie. Aus ß befchreibe mit By — A einen Kreis, 
der die Bm in n fchneidet. 

Da By > Ba (p.h) 
und n = ßy_(E. 15.) 
fo it aud Bn > Ba 
alfo Tiegt n.in der Verlängerung von Ba.' 

Nun if Bay = a gege 
ben, baher au «| der Lage nad), 
und da ber Mittelpunkt B und ber 1 
Radius By — A des befchriebenen / 
Kreifed gegeben find, fo ift die Kreis⸗ 


linie der Größe und Lage nach ges ü / \ 
geben. / 


| Da a zwiſchen B und n liegt, 
fo liegt die Linie «l zum Theil in / 

dem Kreiſe und ſchneidet denſelben folglich, und da ſowohl al, als 

auch die Kreislinie ihrer Lage nach gegeben ſind, ſo iſt auch ihr 
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Durchſchnittspunkt » ebenfalls der Lage nach gegeben, aber auch) 
Die Punkte « und B find gegeben, folglich auch das Dreied «By. 
Auflöfung. Biehe Bm, nehme auf derfelben Be — C und 
ßn = A. Mit Bn befcreibe aus B einen Kreis, und an 34 feke 
in « den ®infel Bal = La an, fo fihneidet der Schenkel al 
die Kreislinie in y. Wird nun B mit y verbunden, fo ift Aaßy 
Das verlangte Dreied. 
Beweid. Es iſt By = Pan (E. 15.) 
aber 31 =A (p. c.) 
daher ud By —=A 
danın Be—=C (pc) 
md LBer—=La : 
fo enthält das Dreied «By die gegebenen Stüde in ber vorges 
fpriebenen Lage. 


Dritter Fall. A<C, 


Analyfis. Es ſey Acßy das verlangte Dreied, alfo Bm 
die Lage ber Srundlinie C. Aus B befchreibe mit By — A einen 
Kreis, der die Bm in n fchneide. 

Da A<Calo Br <Pe, (p. h.) 
und Bn = ßy (€, 15.) 
| fo it auch Bn < Ba 
alfo liegt n zwifchen B und «. Trifft 
alfo «l den Kreis in y, fo kann 
bie Verlängerung von «y innerhalb 
des Kreifes liegen, und benfelben 
daher noch ein zweites Mal in y/ 
fihneiden. 

Nun ift L_Bal==a gegeben, 
alfo al der Lage nah, aber bie 
Kreislinie nyy’ ift der Größe und 
Lage nach gegeben, folglich find die Durchſchnittspunkte » und y’ 
der Lage nad gegeben, und daher die Dreiede «By und «By, 
von welchen jedes ben Bedingungen der Aufgabe entfpricht, ber Art, 
Größe und Lage nach. 

Auflöfung. Ziehe Bm, nehme auf derfelben Ba — C und 
Pn = A, aus 4 befchreibe mit Bn — A einen Kreid, und an 
Ba fege in « den Winkel Bal = La. Die Punkte y und y', 
wo al und bie Kreislinie fich fchneiden, verbinde mit B, fo ents 
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foricht jebed ber beiben Dreiede «By und aßy'! ben Bebingungen 
ber Aufgabe. ı 
Beweis, Da Py 


Br! = ßn (E. 15.) 
und ßn A 


IN 


ſo iſt acch Ppp= Py =A 
ferner ift Be C 
und L_Bel (a 


Die Dreiede «By und «ßy' enthalten alfo beide bie gegebes 
nen Etüde in der vorgefchriebenen Lage, und es ift alfo, durch je⸗ 
des dieſer beiden Dreiecke, die Aufgabe geloͤſ't. 

Determination. Da ſeyn ff A < C 
alfo By < Pa - 
fo muß au fern I_Bay < I_Bya 
alſo La<Lle 
folglich ift 1) erforderlich, daß I_a < R fey, wenn die Aufgabe 
nicht unmöglich feyn foll (17.) 
Aus B fälle die Normale Bd auf el (12) 
ſo it Lödy=R 
abe Lßdy--Lpyd<2R (17) 
forgih ft LEyd<R 
und daher |_Bdy > L_PByd 
Es ift alfo auch By > Pd (19. 
oder A > Bd. 
Die Seite A darf alfo 2) nicht Eleiner feyn, als die Normale, welche 
von B auf al gefällt‘ werden kann, wenn eine Aufloͤſung moͤglich 


ſeyn ſoll. 


Anmerkung. Aus den bisher geloͤſſten vier Aufgaben geht hervor, daß 
mit einigen Einſchraͤnkungen, welche die, den Aufloͤſungen beigefügten Determis 
nationen enthalten, ein Dreied immer conftruirt werden Tann, wenn von ben 
Seiten und Winkeln deſſelben drei Stüde gegeben find, unter welchen wenigftens 
eine Seite ſich befindet. Diefes gilt natürlich auch für befondere Gattungen 
der Dreiecke, alfo für das gleichſchenklige und für das rechtwinktige Dreieck, nur 
daß bei biefen nur zwei Stuͤcke gegeben zu feyn brauchen, weil ein drittes Stüd 
an und für ſich, oder durch die beiden gegebenen , beftimmt ift. 

Die obigen Auflöfungen laffın ſich bei diefen befondern Dreiedien ebenfalls 
anwenden; doch laſſen fich für einzelne Fälle hier auch eigenthümliche Auftöfuns 
gen angeben, und aus dieſem Grunde follen einige Aufgaben ber Art, bie öfters 
gebraucht werden, noch befonbers gelöf’t werben, 
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Aufgabe 5, Von einem gleichichenkligen Dreiede ift der 
Schenkel gegeben, und der an ber Grundlinie anliegende Winkel; 
man fol das Dreied verzeichnen. 

‚Gegeben A= B und La. Geſucht wird dad Dreieck, 
in welchem diefe Stüde vorkommen. - Zu 

Analyfis. Es fy aßy das 
verlangte Dreied, man fälle die Normale 
„d auf die Grundlinie «ß. 


da yam=yß . 
und daher auh La. —= LP 
und Lydeæ = LydB—=R 








fit Ardeaw Ardß m 

folgid de — dP. 

Da ya — A und Ila@ = a gegeben find, fo ift aud) bie 
Normale yd gegeben, und daher auh «d, und weil ad — dß, 
fo ift auch «ß ebenfalld gegeben, und hierdurch das zu conftruirende 
Dreied aßy. 

Auflöfung. Biehe eine Linie «m, feße an berfelben in dem 
Punkte « den Winfel may — |_a an, nehme «y — A, von y 
fälle die Normale „d auf am, nehme dB — da und verbinde 
ß mit y. 

Beweid. Da yd = yd 

I[yde=LydßB=R (pc) 
de = dß s 
N ſo iſt Ayda D Aydß 
und daher ya — yß, das Dreied ayß ift alfo gleichfchenkiig, 
und dabei ya« —= A und Lyam = L_a, wie verlangt wird. 


Anmerkung. Diefe Aufgabe ift nicht verſchieden von dem iften Kalle, 
Aufgabe 4., und es muß daher auch hier feyn [|_a < R, 





Aufgabe 6. Von einem gleichfchenkligen Dreiede iſt bie 
Grundlinie gegeben und der an derfelben anliegende Winkel; es fol 
dad Dreieck verzeichnet werden. 

Gegeben C un La — Lb. Gefudt wird das Dreicd, 
in welchem diefe Stüde vorfommen, 

Analyfis. If, wie bei Aufgabe 5., «By das gleichſchenklige 
Dreied, aß die Grunplinie. defjelben, und man, fällt die Normale 
rd, fo ift ed==dß. Nun it «ß gegeben, alfo auch der Puntt d, 


f 
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unb baher bie Normale dy der Lage nach, ba aber x — La 
gegeben ift, fo ift guch ber Schenkel &y dieſes Winfeld ebenfalls der 
Lage nach gegeben, und daher ber Durchſchnittspunkt y, und folg: 
lic ift das Dreied aßy gegeben. | 

Auflöfung. Biehe am, fchneide auf berfelben die Grund: | 
linie «dB = C ab, halbire diefelbe in d (10) und errichte in die 
fem Punkte auf aß eine Normale (11). In « febe an aß den 
Winkel yaß = La (23.), fo ſchneidet der Schenkel &y dieſes 
Winkels die errichtete Normale in der Spitze y des Dreieds. Wird 
alfo nun PB gezogen, fo ift Aaßy das verlangte Dreicd. . 

Beweis. Vermoͤge der Gonftruction ift Aady & Aßdy, 

‚ und daher ya = yß, folglih ift Außy gleichſchenklig. Außer 
dem ift «ß —= C und L Bay —= La, wie es feyn foll. 

Determination. Da «y und die Normale dy in y fih 
ſchneiden folen, fo muß fyn | a<R- (17.) 

Aufgabe 7. Bon einem gleichfchenkligen Dreiede ift bie 
Grundlinie und der ihr gegenüber liegende-Winkel gegeben; man | 
fol das. Dreied verzeichnen. 

Gegeben C und Lc, und das Dreied fol gleichſchenklig 
ſeyn. Geſucht das Dreied, in welchem diefe Stüde vorfommen. 

Analyfis. Es fy Außy das zu conftruirende Dreied, 
man verlängere den Schenkel 7B nach n und ziehe durch 4 die ßBk 
parallel ya, fo ift | 

9) Ex — Læyß = Le gegeben. 

Wird alfo Bm als der Lage nach gegeben angenommen, fo ift 
Bk ebenfalls der Lage nach, gegeben. 

Berner ft I_z = I_« (29.) 

und weil 1a —= I_aßy fon muß (6.) 

fo it aub I_z = l_aßy 7 
und daher Lkßy halbirt durch ße, 
folglich ift Bx der Lage nach geges 
ben; und da Be = C feyn foll, 
fo ift diefe Linie auch der Größe 
nad) gegeben, und daher der Punft 
© ber Lage nad), und folglich‘ aud) 
die Parallele «y mit Bk. Da nun 
nß der Lage nach gegeben feyn fol, 
fo iſt der Punkt y ebenfalls der Lage nach gegeben, und dadurch 
bad Dreieck «By befiimmt. ' 





u ° 
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Auflöfung. Ziehe bie Linie ny und in irgend einem Punfte 
B derfelben, feße an nß den Winfelnpk= Lx = L.c (23.) 

Den Winkel k By halbire durh Ba (9.) und nehme Ba=C. 
Durch « ziehe @y. parallel der Bk, fo fchneidet diefe die verlängerte 
nß in der Spitze y des geſuchten Dreied3. 

Beweis. Da |_kßy durch Ba halbirt wird, 

ffit_2= Laßy 
und da @y parallel Ak fit Lz=1 a 
folgih ft La = Laßy 
und daher yß = ya (6.) 
das Dreied «By ift alfo gleichfchenklig. Außerdem aber ift [_«yß 
— x=L_Lcewßae=(C. 

Aufgabe 8. Bon einem rechtwinkligen Dreiecke iſt die Hy: 
pothenuſe und die eine Katete gegeben; es ſoll das Dreieck verzeich⸗ 
net werden. 

Gegeben ber rechte Winkel c, die Hypothenuſe ab und bie 
Katete ac. 

Geſucht dad Dreied, in welchem dieſe Stüde vorkommen. 

Analyfi3. Es fey am bie 
eine Katete ber Lage nah, und a 
der Anfangspunkt derfelben, man 
befchreibe aus a mit ab einen Kreis, 
der die am in n fchneidet, fo ift 
an gegeben, und dba auch der Punft 
a gegeben ift, fo ift die Kreislinie, 
von welcher nb ein Bogen feyn fol, 
der Größe und Lage nach gegeben. 
Da a gegeben ift und die Katete ac, fo ift auch c ber Lage nad 
gegeben, und daher die Normale ck ebenfalld. Da nun ſonach die 
Normale ck und die Kreislinie mb der Lage nach gegeben find, fo 
ift der Durchſchnittspunkt b ebenfalld gegeben, und fomit das zu 
eonftruirende Dreied abc. 

Auflöfung. Ziehe am, fchneide auf derfelben von dem Punkte 
a aus bie gegebene Katete = ac und die Hypothenufe = an ab; 
in c errichte auf am die Normale ck (11.), und aus a befchreibe 
mit am einen Kreisbogen, und verbinde endlih den Punkt b, in 
welchem berfelbe die Normale ſchneidet, mit a, fo iſt acb das vers 
langte Dreicd. 


k 
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Beweis. Es ift ac die gegebene Katete | acb = R un 
ab = an die gegebene Hypothenufe, das Dreied entfpricht alfo 
den Bedingungen der Aufgabe. | 
Determination. Es muß die Hypothenuſe ab größer feyn, 
als die Katete ac. 


Aufgabe 9. Bon einem rechtwinfligen Dreied ift die eine 
Katete und der ihr gegenüber liegende Winkel gegeben; man 2a 
dad Dreied verzeichnen. 

Gegeben die Katete bc und der Winkel a. 

Geſucht das rechtwinflige Dreied, in welchem dieſe Stüde 
vorfommen. i oo 

Analyfid. Es ſey abe dad zu conftruirende Dreied und 
am die unbefannte Katete der Lage nah. Durch b ziehe eine 
Parallele mit am, und in irgend einem Punkte m der am errichte 
die Normale ml, fo it - 
ml = be (34.) 

Wird alfo m ald gegeben ans 
genommen, fo ift auch | und daher 
lb parallel am, der Rage nach geges 
ben. Da aber am, der Lage nach 
gegeben ift und | a der Größe nad), | 
fo ift der zweite Schenfel ab deſſel— 
ben der Rage nach gegeben, und 
folglich ift der Durchſchnittspunkt b 
ebenfallö der Lage nach gegeben, wodurch dad Dreieck beflimmt if. 

Auflöfung. Ziehe am und lege an diefe Linie in a den 
Winkel mab = |_a. In irgend einem YPunfte m der am ers 
richte die Normale m, nehme mi der gegebenen Katete gleich und 
lege durch I eine Parallele zu ma; von dem Punfte b, in welchem 
diefe die ab fchneidet, fälle die Normale bc auf am (12), fo ift 
abc tas verlangte Dreied. 

Beweis. Das Dreied abc ift bei c redhtwinflig, [_bac 
= |_a und die Kätete bc = Im der gegebenen Katıte gleich. 

Determination. Es muß feyn La < R, wenn die Nors 
male cb von ab foll gefchnitten werden (17.) . 


Aufgabe 10. Die Hypothenufe eines gleichſchenkligen rechts 
winfligen Dreiedö ift der Größe und Lage nach gegeben, man fol 
daſſelbe verzeichnen. 
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Gegeben die Hypothenufe ab, und es foll in bem bei c 
rechtwinkligen Dreie® ach feyn ca = ch. 

Analyfis. Es ſey acb das verlangte Dreied. Berlängere | 
ac, mache cd—ac und ziehe db, fo it AacbD Adeob (4.), 


daher Lx = Ly 
und ba — bd 
da nun ſeyn fol ca — cb | d 


ſo it Lx — La 
folglich it au Ly=La ,. 
und daher Lx HL y—Lx+Lla 
Weil aber Lx+-La+l_ahb = 2R 
md La b=h- — R a bh 
und daher ud Lx + Ly= Labd=R. 

Es if alfo Labd —= R gegeben, aber, au) ab — bd 
ebenfalls gegeben, folglich ift Aabd gegeben, und daher die Nors 
male bc, die von b auf ad gefällt werden kann, und folglich ift 
dad Dreied abc gegeben. 

Auflöfung. In b errihte auf ab dieNormale bd — ba, 
ziehe ad und fälle auf biefelbe von b aus die Normale be, fo ift 
Abca das verlangte Dreied. 

Beweis. Dabd—ba,pit_d=La (6) - 

de Lapld+Labd=?2R (32.) 
afo ud: 2. La+Labd=2 —2R 
und da Labd=R (p.c.) 
Di. ER 
aber auch La+Lls=R 
folglich it 2. L "La=La+lx 
w La=Lx 
folglich ift cb — ca, und daher das rechtwinklige Dreied ach, 
von welchem ab die Hypothenufe ift, gleichſchenklig. 


Anmerkung. Die den einzelnen Buͤchern ber Elemente angehängten 
Aufgaben follen dazu dienen, um dem Anfänger Gelegenheit zu geben, den Ge⸗ 
brauch der verſchiedenen Säge der Elemente näher kennen zu lernen. Dieſer 
Zweck aber würde nur unvolftändig erreicht werden, wenn man jeber Aufgabe 
befonders die Auflöfung vollftändig beifügen wollte. Das Gelbftfinden der Aufs 
loͤſung ift es vorzugsweife, wodurch die Urtheilskraft geübt und eine hinreichende 
Fertigkeit in der Benusung ber verfchiedenen Säge der Geometrie erlangt wird. 
Daher wird in der Folge nur von ben ſchwierigern und vwichtigern Aufgaben 
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le Auftdfung volftänbig angegeben. Der Beweis tft Überall meggelaffen ober 


boch nur angebeutet, wo biefer aus der gegebenen Auflöfung unmittelbar gefuns 
ben werben kann. Wo aus ber Analyfis die Auflöfung fogleich fich ergiebt, ift 
auch biefe weggelaffen, und bei Aufgaben, bie bereits gelöften nahe verwandt 
find und durch ein ähntiches Verfahren fi) loͤſen laffen, wird biefes Verfahren 


bloß angedeutet. Doch werden jedenfalls für die Auflöfung folhe Andeutungen 


i 


gegeben werben, daß es dem Anfänger dadurch möglich wird, bie vollftändige 
Auflöfung ohne fremde Beihülfe aufzufinden, 


. Uebrigens follen alle in ben Beilagen vorkommende Aufgaben mit fort: 
laufender Nummer bezeichnet ıderben, um daderch das Zuruͤckweiſen auf eine 


bereits geloͤſte Aufgabe zu erleichtern. 





Ss. 2 
Conſtruction geradliniger Figuren, 

Bei ben hier vorkommenden Figuren werden die Seiten und 
Diagonalen mit den großen Buchftaben des Alphabets bezeichnet, 
und die Winkel, welche von Seiten der Figur eingeſchloſſen werden, 
durch die kleinen Buchſtaben, welche 
an den Ecken der Figur angegeben 
find, Hiernach ift die Seite ab = 
A,be=B,cd=(C, wm 
a — D. Die Diagonale ac=E 
und bd — F. Ferner ift L_dab 
=a, Labe=b, Lbed = c 
und Lcda = d. Die Winkel, 





welche Seiten und Diagonalen ber 


Figur bilden, werben durch bie zmifchen ben Schenkeln derſelben 
ſtehenden Buchſtaben bezeichnet, und es iſt daher abd = u, 
Ldbe = B, und daher Lb = ac Bir 


Aufgabe 11. Die vier Seiten und bie eine Diagonale eines 
Vierecks find der Größe nach gegeben, und es ift auch die Ordnung 
vorgefchrieben, in welcher die Seiten nebeneinander liegen follen; es 
foll die zweite Diagonale defjelben gefunden werben. 

Gegeben A, B, C, D und E. 

Geſucht F. 

Analyſis. Wird ac = E auch ber Lage nach als gegeben 
angenommen, fo iſt nun 
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burh A, Bund E, Aach, und daher bes Punkt b gegeben, 

.» C,D.» s see sd 
folglich find von der gefuchten Diagonale F die Endpunkte » * 
d der Lage nach gegeben, und daher die Diagonale ſelbſt der Größe 
nad. 

Determination. Ed muß fon A-B>E und au 
C+-D>E (0) 

Aufgabe 12%. Bon einem Viereck ift eine Seite der Größe 
und Lage nad gegeben, und die zwei Winfel find der Größe 
nach gegeben, welche die beiden Diagonalen mit der gegebenen Seite 
bilden, und die beiden Winkel, welche an jenen anliegend, von den 
Diagonalen und zwei unbefannten Seiten des Vierecks gebildet wer- 
benz; e3 follen die drei übrigen Seiten des Vierecks ber Größe und 
Lage nach gefunden werben. 

Gegeben B, «, ß, y und Ö. 

Geſucht A, C und D. 

Analyfis. 
Da a und 4 gegeben find, fit aadha 8 = b gegeben, 
mbtayınö . . . . yrI-e » 

Es ift alfo gegeben Sr 

B der Größe und Lage nad) Ä 
b und y Ä - e und B- 
der Größe nad) 
daher Aabc Adch 
der Art, Größe und Lage nah (Aufg. — | 
folglich) die Punkte a 
der Lage nach gegeben, 
und daher die gefuchten Linien A, C und D ber Größe und eoge 
nad). 
Determination. Es muß feyn 
ae+ß+r<2Rwagßtyrd<2R (17) 

Aufgabe 13. Bon einem Viered find drei Seiten gegeben, 
ber von zwei bdiefer Seiten eingefchloffene Winkel und der Winkel, 
ben bie britte Seite mit der Diagonale macht, welche die Ends 
punkte der beiden übrigen Seiten verbindet; es fol dad Biere ver» 
zeichnet werben. 

Gegeben A,B,C, Lb und Lo. 

Geſucht das Viereck, in welchem biefe Stüde in der angege⸗ 
benen Drbnung vorkommen. F 
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Analyfis. Nimmt man B auch der Lage nach ald gegeben 
an, fo ift, da Eb und A der Größe nad) gegeben find, Acba 
gegeben, und daher der Punkt a der Lage nach gegeben, und folg: 
lih E der Größe und Lage nah. Nun: ift aber auh Lòô und 
G der Größe nach gegeben, alfo ift Aacd gegeben und daher aud 
der Punft d der Lage nach. Da nun alfo die Punkte a und d 
der Rage nach gefunden worden, und die Punkte b und c ber Lage 
nach gegeben find, fo ift dad. Viered abcd hierdurch der Größe, Art 
und Lage nach gegeben. 


Anmerkung. Bei ben Aufgaben 11.,. 12, und 18., fo wie bei ben 
folgenden, ift es zwedmäßig, die gegebenen Stüde mit Rüdficht auf die, in ber 
Determination angegebenen Befchränkungen wirklich zu verzeichnen und aus ben: 


felben die Figur zu conftruicen, fo daß man hierbei eine volljtändig gegebene Fi: 


gur als Schema benugt, 





Aufgabe 14. Bon einem Viered find gegeben zwei neben 
einander liegende Winfel, von welchen jeder > oder = R ift, bie 
beiden Diagonalen und eine Seite, die an einem ber gegebenen Wins 
kel anliegt, aber nicht von beiden eingefchloffen ift; man ſoll das 
Viereck verzeichnen. 

Gegeben Lb, Lc, E,F und A. ’ 

Geſucht das Viered, in welchem biefe Stüde in ber ange 
gebenen Ordnung vorkommen. 

Analyfis. Da A, E und Eb gegeben find, fo’ läßt ſich 
das Dreied abc conflruiren (Aufg. 4.), und es ift alddann B der 
Größe und Lage nad) gegeben. Hierdurch Fennt man aber nun 
B, F md Le von dem Dreied bed, welches alfo ebenfalls con: 
fruirt werden kann. Wodurch die Lage der Punfte a und d be 
flimmt find. 

Determination. Da I_b — R ſeyn ſoll, fo * EA 


ſeyn, und aus gleichem Grunde weil Le <R muß au fen 

F>B. Da nun ober ub E>B, fo fo folgt, daß die Aufgabe 
immer beflimmt iſt, wenn 

E>AwF>E iſt. 

Aufgabe 15. Von einem Viereck ſind zwei einander gegen⸗ 

uͤber liegende Winkel gegeben, die Diagonale, welche die beiden uͤbri⸗ 

gen Winkel verbindet, und bie Winkel, im welche der eine dieſer bei⸗ 


u" 


den verbundenen Winkel durch diefe Diagonale geheilt wird; es foll 
das Viereck verzeichnet werben. 

Gegeben b, 1_d, E,Lyuwd1_3. 

Gefucht das Viereck, in welchem diefe Größen vorkommen. 

Analyfis. Durch E, [_b und I_Y ift Aacb md dur 
E L_d und | d das Aacd beftimmt (Aufg. 3.). Folglich find 
die Punkte b und d der Lage nach gegeben; aber auch a und c 
weil E gegeben ift, folglich ift das Viereck beflimmt. 

Determination. Ed muß fyonb-+-yr < 2R und auch 
d+ö5<2R. 

Aufgabe 16. Von dem Sechs⸗ 
ed abcdef find gegeben die Sei— 
ten A und B, die Diagonalen G 
und H und die Winfel o, m, 9, ö 
und e; es foll die, Figur verzeichnet 
werden. 

Determination. Es muß 
ſeyn m 49 <2Rwmbö-te 
<2R. 

Aufgabe 17. Bon dem Sechseck abcdef find gegeben die 
Seiten A, B und D und die Winkel b, «, ß, LZ ö und m; «3 
fol die Figur verzeichnet werden. 

Determination. Nachdem das Fünfed abcdf conftruirt 
ift und man in f an J den Winkel ö angefegt hat, muß D größer 
feyn ald die Normale, welche von d auf fe gefällt werden Tann, 
und ift nun D > J, fo kann dad Sechseck nur auf eine einzige 
Art ergänzt werden, und es läßt daſſelbe auf zwei verfchiedene Ars 
ten ſich ergänzen, wenn D< Jif. 

Aufgabe 18. Bon dem Sechseck abcdef find gegeben bie 
Seiten A, B und D, die Diagonale H und die Winkel b, «, y, 8 
und n; ed foll die Figur verzeichnet werden. 

Determination. Es muß feyn H größer als die Normale 
von c auf F, und D größer ald die Normale von d auf E. 

Sft nun H-> G und D > J, fo ift nur eine Figur moͤg⸗ 
lich, die ben Bedingungen entſpricht. 

Iſt H>GmD-< ſo giebt es zwei verſchiedene Fi⸗ 


guren, in welchen die gegebenen 
* U 60D2 Stude vorlommen. 
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Iſt aber zugleih H < G und D < J, fo Binnen vier vers 
fhiedene Figuren verzeichnet werden, von welchen jede den Bedins 
gungen der Aufgabe entfpricht. 


Aufgabe 19. Bon dem Sechseck abcdef find gegeben die | 


Seiten A, C, D und E, die Diagonale ac = G und die Winkel 
e, ß, y und mz es foll die Figur verzeichnet werden. 

Analyfis Durch A, ac — 
G und J « iſt Aabe gegeben, 
und da 3 und » gegeben find, fo 
it Aacf ebenfalls beftimmt. Da 
fonah B der Lage und L_ m der 
Größe nach gegeben ift, fo ift bie 
Linie be ber Lage nach gegeben, 
aber auch der Punkt £ ift der Lage 
nach gegeben und E der Größe nach, 
folglich ift der Punkt e der Lage nach beftimmt. Hiernach find 
nun bie Punkte c und e ber Lage nach gegeben, und bie Linien 
C und D der Größe nach, folglich ift der gemeinfchaftliche Durchs 
ſchnittspunkt d der beiden, mit G und D aus c und e befchriebe: 
nen Kreife der Lage nach gegeben. 

Determination. E3 muß feyn E größer, ald die Normale 
von f auf be und C + D größer, ald die Diagonale, welche von 
e nad) e gezogen werben Fan. 

Iſt nun zugleih E größer, als bie Diagonale, welche von f 
nach b gezogen werden kann, fo giebt ed nur eine Figur, und iſt 
E feiner, als diefe Diagonale, fo giebt es zwei Figuren, bie ben 
Bedingungen ber Aufgabe entfprechen. 

Aufgabe 20. Es ift von dem Sechseck abcdef (Aufg. 19.) 
gegeben die Diagonale be = K, die Seiten B, D und E um 
bie Winkel a, f, p, q und m; man foll dad Sechseck verzeichnen. 


9. 8. 
Conſtruction des Dreiecks aus Seiten, Winkel und 
Normalen. 


In jedem Dreieck werden die Seiten mit A, B, C, die Wins 
kel mit a, b, c, und bie Normalen mit «; ß, y fo bezeichnet, daß 
ber Winkel a der Seite A gegenüber liegt, und die Normale, 
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welche von. dem Scheitel a auf A gefällt werben Bann, mit x be 
zeichnet wird. Eben fo ift B die Normale, nn von dem Scheis 
tel des Winkels b auf B fich fällen 
Laßt, und y ift die Normale, welche 
von c auf C gefällt wird, wie das 
beijtehende Schema ergiebt, worauf 






alle, in den folgenden Aufgaben dies 4 
ſes F. gegebenen Stüde, infofern 
Zeine eigene Figur beigefügt it, fich L 
> C a 
beziehen. 


Aufgabe 21. Es fol dad Dreied verzeichnet werben, von 
welchem zwei Seiten gegeben find, und die Normale, welche er bie 
Dritte Seite gefällt werden Fann. 

Gegeben A, Bund y. 

Gonfeuction. Ziehe eine Linie mn, und in irgend einem 
Punkte vderfelben errichte die Normale de = y, von c aus bes 
fchreibe mit A einen Kreis, ber die mn in b ſchneidet, und mit B 
befchreibe aus c einen Kreis, von welchem die mn in a gefchnitten 
wird. Berbindet man nun c mit b und mit a, fo ift das Ver: 
langte gefchehen. 

Determination. Es muß 
ſeyn A > y und ad B>» c 


aber nicht zugleich A=B=7p. _ 
Sftnm A> B, und fol dem 
Schema gemäß die Seite A inf mh a’ — 


liegen, ſo wird den Bedingungen 
ber Aufgabe durch jedes der beiden Dreiece bca und bea! Ges 
nüge geleiftet. 

Aufgabe 22, Man foll ein Dreieck verzeichnen, von welchem 
zwei Seiten gegeben find, und die Normale, welche auf eine diefer 
beiden Seiten gefällt werben Fann. 

Gegeben B, C und y. 

Genkenctiom. Errichtet man in irgend einem Punkte d 
der mn (Fig. Aufg. 21.) die Normale de = y, und befchreibt 
nun aus c, ald Mittelpunkt, mit B einen Kreis, der die mn in a 
und a’ fchneidet, fo kann man nun entweder von a oder a’ aus auf 
om in ber Richtung von m zu, ein Stud = C abſchneiden und 
ben Endpunkt mit c verbinden. 
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Determination. Es darf B nicht kleiner ſeyn als „ und 
it B 5, fo find zwei Dreiecke moͤglich, die ben Bedingungen 
der Aufgabe entfprechen. 


Aufgabe 23. Don einem Dreieck ift gegeben eine Seite, ber 
ihr gegenüber liegende Winkel und die Normale, welche auf eine der 
Übrigen beiden Seiten gefänt werben X es ſoll dad Dreieck vers 
zeichnet werden. 

Gegeben A, a und y. 

Analyfii. Durh A und y ift bas rechtwinklige Dreieck 
cCb, und durch a und y das AaCe beſtimmt. 


Aufgabe 24. Bon einem Dreied ift ein Winkel gegeben, 
die Normale auf die gegenüber liegende Seite und eine ber übrigen 
beiden Seiten; ed foll das Dreied beſchrieben werden. 

Gegeben |_c, y und A. 

Analyfis. Durh A und y ift dad rechtwinkfige Dreied 
eCb beftimmt, und hierdurch ift A der Rage nach gegeben. Da 
nun |_c gegeben ift, fo ift auch der 2te u B dieſes Win: 
feld ebenfalld der Lage nach gegeben. 


Aufgabe 25. Bon einem Dreied ift — eine Seite, die 
Normale auf derſelben, und einer der, an ber gegebenen Seite an: 
liegenden Winkel; man foll dad Dreied verzeichnen. 

Gegeben C, y und |_a. 

Analyfis. Durh y und [|_a ift das rechtwinflige Dreied 
aCc beftiimmt, und e3 kann nun auf'aC eine Linie = C von a 
aus genommen werben. 


Aufgabe 26. Es find von einem Dreied zwei Winkel gege 
ben, und die Normale zu ber Seite, die von den gegebenen Wins 
keln eingefchloffen wird; man foll das Dreied verzeichnen. 

Gegeben l_a, Eb und y. 


Aufgabe 27. Bon einem Dreied find zwei Winkel gegeben, 
und die Normale, welche von dem Scheitel eined dieſer Winkel auf 
die gegenüber liegende Seite gefällt werden Tann. 

Gegeben _a, |_c und 7. 

Analyſis. Durch a und Y ift dad rechtwinklige Dreied 
caC beftimmt, und dadurch B der Größe und Rage nach gegeben. 
Wird nun [_e an B angelegt, fo ift auch A der Lage nah ge 
geben. 
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Aufgabe 28. Bon einem Dreied find zwei Normalen und 
eine Seite, welche zu einer diefer Normalen gehört, gegeben; man 
fol das Dreied verzeichnen. 

Gegeben «, y und A. 


Analyfis. IM abc daB N 
verlangte Dreied, fo iſt, da cd — * N\ 
» und cCb= A gegeben, das recht⸗ — 
winklige Dreieck cdb gegeben, aber — 
auch die Normale ae = a iſt ge —* d, 
geben, alfo der Abftand des Punktes 7 N, 4 
a von cn, und baher die Lage ber ed 
Parallele am mit cn. Danun bd >41 
der Lage nach gegeben ift, fo ift auch 
a gegeben. 


Auflöfung. Biehe bh, und in irgend einem Punkte d ber: 
felben die Normale de = y, aus c befchreibe mit cb = A einen 
Kreis, der die bh in b fhneidet und ziehe cb. In einem Punkte 
n bdiefer Linie errichte eine Normale nm — «, und ziehe durch m 
die mn parallel der bc, den Durchſchnittspunkt a derſelben mit bh, 
. verbinde mit c, fo ift Aabc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 29. Bon einem Dreied find zwei Normalen geges 

ben, und der Winkel, welchen diefe Normalen nicht treffen; man foll 
dad Dreied verzeichnen. 
| Gegeben «, yund I_b. 

Analyfis. Es ift (Fig. Aufg. 28.) von dem rechtwinkligen 
Dreied cdb gegeben die Katete cd = y und | _b, daher ift dies 
ſes Dreied beftimmt. Da aber außerdem au ae = « gegeben 
ift, fo läßt fih nun der Punkt a eben fo, wie bei der vorigen Aufs 
gabe finden. 


Anmerkung. Sft|_b>>R, fo erhält Acdb bie entgegengefete Lage, 
und der Winkel deffelben, welcher. @ gegenüber liegt, ft = 2 R — b. 





Aufgabe 30. Bon einem Dreied kennt man eine Seite und 
bie beiden Normalen, weldhe auf die übrigen beiden Seiten gefällt 
werben fönnen; es foll dad Dreieck verzeichnet werden. 

Gegeben B, « und y. | 

Analyfis. Iſt abe (Fig. Aufg. 28.) das verlangte Dreied, 
fo it von demfelben gegeben 
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* rechtwinklige Aa'ed durch ac=B mb cd =y 
3 Asıe s acc=Budae=e« 

Don jedem dieſer beiden rechtwinkligen Dreiede ift hiernach bie 
Hypothenufe und die eine Katete gegeben; fie koͤnnen alfo verzeich 
net werben (Aufg. 8). Legt man an ac diefe Dreiede in der ew 
forderlihen Lage an, fo find hierdurch ce und ad ber Lage nad) 
gegeben, und daher auch ihre Durchſchnittspunkt b, wodurh Aabe 
beflimmt ift. 

Aufgabe 31. Don einem Dreied ift ein Winkel gegeben, 
bie Normale von dem Scheitel defjelben auf die gegenüber liegende 
Eeite und eine der übrigen beiden Normalen; man fol dad Dreied 
verzeichnen. 

Gegeben [|_c, y und «. 

Analyfis. Es ift (Fig. Aufg..28.) von dem rechtwinkligen Dreied 
ace gegeben |_c und ae = a, alfo ift daffelbe gegeben, und da—⸗ 
ber auh ac = B gegeben. Man Eennt alfo außer « und Y auch 
B, und folglich kann das Dreieck conftruirt werben, wie Aufgabe 30 

Aufgabe 32. Bon einem gleichfchenkligen Dreied Fennt man 
ben Winkel an der Spige und die Normale von derſelben auf die 
Grundlinie; es fol daffelbe verzeichnet werden. 

Gegeben |_c, y, und ed fol ſeyn A=B. 

Analyfis. Soll A = B feyn, und man fällt die Normale 
cC = y,foift AcCb D AcCa, und daher wird der Winkel 
ce durch 5 halbirt. 

Aufloͤſung. Halbire den 
Winkel c, nehme die Halbirungsli⸗ 
nie cC =y und errichte in C eine 
Normale auf Y und verlängere bies 
felbe zu beiden Seiten, bi fie die 
Schenkel vom |_c in a und b fchneis 
bet, fo it Aabc das verlangte bh 4 
Dreieck. 

Aufgabe 33. Die Höhe eines gleichſeitigen Dreieds iſt ges 
geben; man foll die Seite beffelben finden. 


Aufgabe 34. Von einem . > TG 
rechtwinkligen Dreied ift die Hy⸗ 
pothenufe gegeben und der Abftand | 
bes Scheitels bed rechten Winkels r 


n b ed an 


von berfelben; man fol bad Dreied verzeichnen. 
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Gegeben von dem bei c rechtwinkligen Mabe bie Hypo⸗ 
thenufe ab und die Höhe cd. 

Analyfis. Siehe ce, fo vaßl_bce = |_b 

da La+Lb+Lacb=2R. 
und I_acb — R 
und daher La—- be Lacb 
ad PLa - b= |_bce +L_ace 
dann | be | bce X 
ſo iſt auch LT. - ei P 
dba [| b=[ bcee,fifteb= ec 
La=|Lace s ea= ec 
daher eb=ea=ec. 

Nun ift ab gegeben, alfo auch eb und folglich ec, aber auch, 
cd ift gegeben, und daher das rechtwinflige Dreied cde, und hiers 
durch der Punkt, in welchem die Normale errichtet werden muß. 

Auflöfung. Ziehe mn, errichte in irgend einem Punfte d 
berfelben eine Normale dc, der gegebenen Höhe gleih. Aus c 
ſchlage mit einem Radius, ber der Hälfte der gegebenen Hypothes 
nufe gleich ift, einen Kreis, welcher die mn in e fhneidet. Bone 
nehme zu beiden Seiten auf mn die Stüde eb und ea, jedes — 
ec, und ziehe bc und ac, fo ift Aach das verlangte Dreicd. 

Beweis. Da eb=ec,fiftl_lecb — _b 

ea=mec 3: Leca=L|: =La _ 
daher Lach =|L_a ı+-Lb 
ober Lacb-FLa+Lb=2R 
folgih ud 2X acb=2 Run Lacb=R 
bad Aach ift aljo bei c rechtwinklig. 

Ueberdied it ab => ae Feb=2 X ec und ec bie Hälfte 
ber gegebenen Hypothenuſe; es ift alfo ab ber gegebenen Hy: 
pothenufe gleih, und cd * die gegebene Hoͤhe, vermoͤge der Con⸗ 
ſtruction. 


Aufgabe 35. Von einem gleichſchenkligen Dreieck ſind die 
beiden Normalen gegeben; es ſoll daſſelbe verzeichnet werden. 

Gegeben bie Normale cy = y ber Grundlinie und die Nors 
male ba = B des Schenkels ca. 

Analyfis. Es ſey abc des gleichſchenkligen Dreiecks, cy bie 
Normale der Grundlinie, und bB die des Schenkels. Durch y 
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ziehe yd bes bB und Ye ber ac parallel, fo ift 
Abye U Ayadalfo be = yd 
aber yd=eß (34) 
folglich iſt be = eß aloyd = '% (bB) 


Nun ift bB gegeben, alfo auch) ım 
yd; aber auch cy ift gegeben; folg: \ 
lich das rechtwinklige Dreied cyd, Ne \ 
und daher ca der Lage nah, Da Fix 
aber cy normal auf ab fteht, fo ift # N 
auh ab der Lage nach gegeben, fe T 
folglich auch der Punft a, und weil bh LAN, 


yb = ya, fo ift au der Punft 
b ber Lage nach gegeben. An 


Auflöfung. Biche mn und in einem Punkte d berfelben 
bie Normale dy = '% bB = '% B. Aus y befchreibe mit pc 
= y einen Kreis, ber die mn in c ſchneidet und ziehe yc. Auf 
yc errichte in y die Normale ya, weldhe die mn in a fchneidet. 
Derlängere ay und nehme yb = ya, und ziehe bc, fo ift Nabe 
das zu conftruirende gleichfchenklige Dreieck. 

Beweis. Biehe bB normal auf ac und ye parallel ac, fo 
ift auch bB parallel yd (28.) 

Da yb=ya (p. c.) 
l_eyb=| cay 

und [| eba=| dya * 
ſo it Abye © Ayad (26) afobe=yd 

aber auch eß = yd (34) 
daher bB = 2 (yd) danınyd='%Bß (p. ec.) 
fo ift die Normale bB = ß und die Normale cy ii = 7 (P. c.) 
Die Normalen bB und cy haben alfo bie vorgefchriebene Größe, 


Da 2y= „b (p- ©.) 
Layc=L by=R = 
und yce= yc 


fit Aayc& Abyc alfoca = cb 
und dad Dreied abc ift alfo gleichſchenklig, wie es ſeyn fol. 
Determination. Da yc bie Hppothenufe und yd eine 
Katete des rechtwinkligen Dreieds cdy ift, fo muß feyn 
yc>yd alfo > !/ Pb. 
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Anmertung. Auch bei den, in biefem F. geldften Aufgaben iſt es zweck⸗ 
mäßig, ſich die vermöge ber Bedingungen der Aufgabe gegebenen Stüde, mit 
Ruͤckſicht auf die, durch bie Determination feftitehenden Beſchraͤnkungen, -wirktich 
zu gebe; und daraus das Dreieck zu conftruiren. Ueberhaupt gilt diefe Bemer: 
tung auch für alle folgenden Aufgaben, wo Figuren aus gegebenen Stüden cons 
ftruirt werben follen, 


§. 4 
GEonftruction der Figuren durch Abfeiffen und Ordinaten. 


Iſt eine Linie cm und auch der Anfangspunft c derfelben der 
Lage nad gegeben, und wird von einem Punkte x eine Normale 
xa auf diefelbe gefällt, fo ift die Lage des Punktes x beftimmt, 
wenn ca und ax der Größe nad 
gegeben find; denn fchneidet man 
von c aus auf cm ein Stüf=ca 
ab, errichtet in a auf cm eine Nor: 
male, und nimmt diefelbe fo groß, 
als ax gegeben ift, fo findet man 
hierdurch ben Punkt x. Bei diefem 
Verfahren, die Lage des Punftsx — sn 
zu beftimmen, nennt man ca bie 
Abfeiffe und ax die Ordinate des Punktes x, und c wird der Null 
punft genannt, weil die Länge der Abfciffe ca von c an genoms 
men wird. 

Errichtet man auf cm in c die Normale cn und zieht xb 
parallel cm, fo ift die Lage von x auch beflimmt, wenn ca und 
ch der Länge. nach gegeben find; denn fehneidet man auf cm und 
en die Stüde ca und ch von ber gegebenen Länge ab und ers 
richtet in a und b Normalen auf cm und cn, fo fhneiden fich 
diefelben in dem Punkte x. Die Linien cm und cn nennt man in 
biefem Falle die Coordinatenaren, und ca und ch find die Coor⸗ 
dinaten bed Punktes x. Kennt man außer ca und cb aud bie | 
Coordinaten ca und cß eined anderen Punktes y, fo ift hierdurch 
nun bie Linie xy ihrer Größe und Lage nad, befliimmt, und es läßt 
fih auf diefe Weife auch die Lage einer ganzen Figur angeben. 


Aufgabe 36. Die Lage der Coordinatenaren om und on, 
bie normal auf einander ftehen, find gegeben, und man kennt von 
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ber Figur abcd die Coorbinaten eined jeben Punktes, fo bag alfo 
für den Punkt a gegeben find die Eoorbinaten oa’ = a’ und oa“ 
= a"; für b die Coorbinaten ob’ = b! und ob" = br au; 
fol die Figur verzeichnet werben. 





Aufgabe 37. Bon dem Punkte a Fennt man bie Coorbinas 
ten oa! = a', oa! — a", und für jeden der übrigen Punkte b, 
c und d, der Figur abcd, find die Abfeiffen gegeben ob! — br, 
oc’ = c’ und od’! = d, und außerdem find die Seiten der Fi⸗ 
gur ab=B,bc = Cımd cd = D gegeben; man foll die Fi⸗ 
gur verzeichnen. | 

Determination. Es darf nit fyn B< b’ — ar, eben 
fo darf nicht eyn C<b’ — c und D<c — di Uebrigens 
giebt es für jeden ber Punkte b, c, d zwei verſchiedene Lagen, bie 
den Bedingungen entforechen. | 

Aufgabe 38. Man Fennt die Coordinaten des Punkte a und 
bie des Punktes b der obigen Figur; es ift alfo gegeben oa'= at, 
o a“ a“, ob’ =. b’ und ob" — b, und außerdem Fennt man 
bie Abfciffen oc! = c', od’ = d! der Punkte c und d, und auch 
bie Winkel a und b der Figur abcd find gegeben; man fol die 
Figur verzeichnen. 


Aufgabe 39. Die Figur abed (Aufg. 36.) ift der Größe, 
Art und Lage nach gegeben, und außerdem Fennt man die Coordi⸗ 
naten oa! = a’ und oa’ — a“ des Punktes a und die Abfeiffe 
ob’ = b’ des Punktes b ber Größe nach; es fol hieraus die Lage 

der Coorbinatenaren om und on beftimmt werben. 

i Analyfis. Verlängere die a'a, bis fie die bb" in e fihneis 
det. Da oa“ = a’ und ob' = b’ gegeben find, fo ift auch bie 
Linie a'b! = b'! — a’ ebenfalld gegeben, und weil ab’ = eb, fo 
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ift eb gegeben, und weil die Figur abcd gegeben ift, fo ift auch 
B gegeben; man kennt alfo von dem. rechtwinkligen Dreied abe 
die Hypothenuſe B der Größe und Lage nad, und die eine Katete 
be der Größe nah, folglich kann daſſelbe verzeichnet werden. Wird 
hierauf ea verlängert und aa’ = a“ genommen, fo ift hierdurch 
die om der Lage nach beftimmt, und nimmt man auf biefer Linie 
a“o — a’, fo ift auch der Punkt o, und folglich die Linieon eben⸗ 
falls beftimmt. 

Aufgabe 40. Bon ben Punkten a und b find die Abfeiffen 
gegeben (Fig. Aufg. 86.) oa’ = a’ und ob’ — b', und von dem 
Punkte c die Ordinate oc” = c', die Figur abed ift der Größe, 
Art und Lage nach gegeben; man foll die re ber Coordinatenaren 
om und on beftlimmen. 

Aufgabe 41. Die Figur abced ift — und der Ab⸗ 
ſtand der Punkte a und d .derfelben von o, und außerdem kennt 
man die Abfeiffe oc! = des Punktes cz; es foll hieraus die Lage 
der Goordinatenaren om und on beftimmt werben. 

Analyfis. Da ad = A ber Größe und Lage nach gegeben 
ift, und die Linien ao und do ber Größe nah, fo ift der Punkt 
o der Lage nach befiimmt, und da aud) c ber Lage nach gegeben 
ift, fo ift oc der Größe und Lage nach gegeben, aber auch oc! = c' 
ift der Größe nach gegeben, man Fennt alfo von dem, bei c' rechts 
winkligen Dreied oc'c die Hypothenufe o.c ber Größe und Lage 
nach, und die Katete oc! der Größe nachz das Dreied oc’c kann 
alfo conftruirt werden, und es ift hierdurch om, und baher auch 
on der Lage nach beftimmt. 

Aufgabe 42. Bon dem Sechseck abcedef kennt man bie 
vier Winkel a, b, c, d und die Normalen «, ß, 9, Ö und g, welche 
von den Eden der Zigur auf Seiten bderfelben gefäßt find; es fol 
hieraus die Figur verzeichnet werben. 
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Auflöfung. Zieht man mn, errichtet in dem Punkte m 
eine Normale = «a, zieht durch den Endpunft. derfelben eine Parallele 
zu mn und fest an einem Punkte der mn ben Winfel a an, fo 
fchneidet der zweite Schenkel dieſes Winkels die gezogene Parallele 
in b, wodurd ab der Größe und Lage nach beftimmt ift. Aus 
Ub und ß läßt ſich num auf gleiche Weife die be der Größe und 
Lage finden u. f. w. 

Aufgabe 43. Von dem FZünfed abede fennt man eine 
Seite ae = A und bie drei auf einander folgenden Winkel a, b 
und c, und außerdem ift der Abftand eined Punktes m von den 
fünf Seiten gegeben; man fennt alfo die Normalen &, ß, 9, 6, & 
Es foll das Fünfel verzeichnet werden. 

Analyſis. Segt, man ben 
Winkel, welhen « und B an bem 
Punkte m einfhliefen = x, fo ift 
a- x = 2R, und ba a gegeben 
ift, fo ift auch [|_x gegeben. Folg⸗ 
lich ift die. Lage von B beflimmt, 
wenn die von & ald gegeben anges 
nommen wird. Zieht man nun durch 
die Endpunfte von « und 4 Normalen auf diefe Linien, fo fehneis 
den fich biefelben in dem Punkte a, und es ift hierdurch, da A 
gegeben ift, auch der Punkt e der Lage nach beftimmt. Durch 
Ub ift ferner der Winkel gegeben, den B und » bei m einfhlies 
fen, und alfo ift Y der Größe und Lage nach beftimmt, und biers 





durch wird, wenn man an dem Endpunkte von Y eine Normale 


zieht, die Lage von b gefunden, und es laßt fich auf gleiche Weife 
die Lage von c ebenfalld finden. Da die Punkte m und e gege 
ben find, fo ift me ber Größe und Lage nach gegeben, aber & iſt 
der Größe nad gegeben, folglih kann das bei g rechtwinftige 
Dreied emg conftruirt werden, wodurch ed ber Lage nach gegeben 
ift, und eben fo kann man durch mc und Ö die cd ber Lage nad 
finden. Folglich ift auch der Punkt d der Lage nach beſtimmt. 

Aufgabe 44. Bon dem Zünfed abcde find gegeben zwei 
neben einander liegende Winfel a und b, die an diefen Winfeln ans 
liegende, aber nicht von benfelben eingefihloffene Seiten ea = A 
und be = C, und außerdem kennt man den Abftand des Punktes 
m von ben fünf Seiten der Figur, es find alfo die Normalen 
a, B,.7 8 und & gegeben; man fol das Fuͤnfeck verzeichnen. 
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F Aufgabe 4. Von dem Fuͤnfeck ahcde find vier, Winkel 
a, b, c, d und bie fünf Normalen a, B, y, ds 2; durch welche, der 
Abftand des Punktes im von ben Seiten der Figuren gemeflen-wirb, 
gegeben, man fol die Figur verzeichnen. (Sig..Aufg. 48.) — -_ 
Aufgabe 46. Dan kennt tin) 
von dem Fuͤnfeck abcde drei ne 
ben einander liegende Seiten ea—. 
A,ab=Bundbce=C,bie..: 
Diagonale ad — F und ben Ab» 
fland ber drei Edenb, c und e 
von diefer Diagonale, alfo die Nors 
malen ß, p und 2; ed fol das 
Fuͤnfeck conflruirt werben. een 
+: Yufgabe 47%. Bon dem Fünfed abcde find. gegeben bie 
beiden, nicht: nebeneinander liegenden Seiten ea —= A und be — 
C, der Winkel eab — a, die Diagonale ad = F und. die drei 
Normalen :B, y und. 55. man fol das Fuͤnfeck verzeichnen. 
Aufgabe 48. Von dem Zünfet abcde find, die beiden 
Seitm ea — A und be = C gegeben, der Winkel eab == a, 
die Diagonale ad == F, der Abftand der Punkte b und c. von 
derfelben, alfo. die Normalen 6 und y, und ber Abftand des Punks 
teö a von ber unbefannten de — «, man foll bad Zünfe ver 
zeichnen. Ä Ä | 
Analyfis. Aus « und ea — A kann das dadurch bes 
flimmte rechtwinklige Dreieck conftruirt werden, und es. ift hierdurch 
ed der Lage nach beftimmt. Da nun ad = F der Größe nady 
gegeben ift und.a ber Lage nach, ſo iſt auch d. der Lage nach ber 
flimmt. Nun-ift LLeab — a gegeben, folglich ift die Linie ab, 
in welcher der Punkt b liegen muß, ber Lage nach gegeben, aber 
auch der Abftand diefes Punktes von ad ift durch die Normale B 
gegeben, folglich ift b der Lage nach beflimmt. Da nun be = C 
der Größe nach gegeben ift, und der Abſtand Y des Punktes c von 
ad, fo ift Hierdurch die Lage von c ebenfalld beflimmt. 
Determination. Es darf nicht fyn ae = A <a, 
ad — F « und ud nicht be = — 5 oder —6. 
Aufgabe 49. Von dem obigen Fünfeck abcde iſt die Dias 
gonale ad — F gegeben, die vier Normalen =, ß, 9, s-und bie 
beiden Seiten ab = B und bc = C; man ſoll das Fünfed 
verzeichnen, 
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Aufgabe 50. Von bem folgenden. Fünfel: abe de kennt 
man: die beiden meben ‚einander. liegenden Seiten bc = C und 
cd = D, die vier Normalen x, B, y und ö, und ben Winfd 
bac — m; es foll dad Fünfed — werden 

Taſiofung Aus Em, 3 
und be — C kann Aabe com 
ſtruirt werden (Aufg. 23.). Hierauf 
kann man nun aus ac, cd und y 
Aadd verzeichnen (Aufg. 22.) End⸗ 
lih fauın "nun A ade verzeichnet 
werden, aus ad, a und 5 ( Auf⸗ 
gabe 30.) u. 

Aufgabe 51. Das Fünfet abcde fol: verzeichnet werden 
aus den vier Normalen x, B, y, o und ben drei neben einanber lies 
genden Seiten be — C, ed D und de E. 

Aufgabe 52, Man ſoll bad Fuͤnfeck verzeichnen aus ben 
vier Normalen &, ß, 7, Ö und dem bei, neben einander liegenden 
Winkeln c, d und e der Figur. 

Aufgabe 53. Don dem obigen Fünfed find bie beiden. Sei⸗ 
ten ea = A, ab = B, und ber von denfelben eingefchloffene. Win: 
tel eab = a gegeben und die vier Normalen a, 6, y und ö; man 
fol die Figur verzeichnen. 3 

Analyſis. Durch a, ô und ae iſt Maed beſtimmt (Aufg. 
28.), alſo iſt ad der Größe und Lage nad gegeben. Da nun y 
ber Größe nach gegeben ift, fo ift de der Lage nad) gegeben. Da 
man L_eab kennt und auch ab, fo iſt ab der Größe und Lage 
nach gegeben, B: aber ift ber Größe nad gegeben, folgli ac der 
Lage nad. Da nun ſowohl de, ald auch ac ber Lage nach gege: 
ben ift, fo ift auch der Punkt c ber = nach gegeben, und baber 
die Figur beftimmt. 
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Eonftruction des Vieredd aus Geiten und Winkeln deſſelben. 

In jedem Viered follen die vier Seiten mit A, B, C, D, 

und die vier Winfel mit a, b, c, d 

in ber Art bezeichnet werben, wie 

biefes in dem beiſtehenden Forma 
angegeben iſt. 
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Aufgabe 54. Man fol ein Biere aus den vier Seiten und 
einem Winkel defjelben verzeichnen. 

Gegeben A, B, C, D und La 

Aufgabe 55. Ein Viereck ſoll aus drei Seiten und ben bel: 
ben, von denfelben eingefchloffenen Winkeln conftrnirt werden. 

Gegeben A,B,C, Law I_b. 

Aufgabe 56. Man foll ein Biere aus drei Seiten und 
zwei neben einander liegenden Winkeln conftruiren, von welchen der 
eine von zwei gegebenen Seiten eingefchloffen wird. 

Gegeben A,B,C, La md L d. 

Aufgabe 57. Ein Viered fol aus brei Seiten. unb zwei 
einander gegenüber liegenden Winkeln verzeichnet werden. un 

Gegeben A, B, C, Lamb Le. 

Analyſis. Durch A, Bund a iſt das Dreieck abd bes 
flimmt, und es ift daher bd gegeben, alfo koͤmmt es jegt nur noch 
barauf an, aus ben beiden Seiten bd und G, und dem ber einen 
diefer Seiten gegenüber liegenden Winkel c dad Dreied bed zu bes 
fehreiben (Aufg. 4.), und daffelbe an bd anzuſetzen. 

Aufgabe 58. Von einem Viered find brei Seiten unb bie 
beiden neben einander liegenden Winkel gegeben, welche diefe Seiten 
nicht einfchließen; man foll die Figur verzeichnen. 

Gegeben A, B, C,LewL.d. 

Auflöfung. Biehe eine Li⸗ 
nie cm, feße an cden Winfelmcb m d c 
=cweam, Lcmn=d, 
nebme cb = Cwdb mn = A. 

Durch n ziehe die nl parallel bee „. a 

mc, und befcreibe aus b mit einem b 
Radius = B einen Kreid, ber bie: 

nl in a fchneide. Wird nun ba gezogen unb durch a bie ad 
parallel nm, bis fie die mc in d fchneidet, ſo iſt abcd das ver 
langte Viereck. 

Aufgabe 59. Man fol das Viereck verzeichnen, von nee 
chem brei Winkel gegeben find, und bie beiden von benfelben einges 
ſchloſſenen Seiten. 

Gegeben Ed, La, Eb, A und B. 

Aufgabe 60. Man foll ein Viered verzeichnen, von welchen 
drei Winkel gegeben find, und zwei neben einander liegende Seiten, 
von welchen nur bie eine von gegebenen Winkeln eingefchloffen wird. 

) 9 * 
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Gegeben La, Eb, Le, A und B. 

Analyfis. Durch A, La und B ift die Lage der Punkte 
d und b beftimmt, und durch‘ L_b die Seite C der Lage nad. 
Wird nun an irgend einem Punkt diefer Seite L_c angefe&t und 
mit derfelben durch den gegebenen Punkte d eine Parallele gezogen, 
fo fchneidet diefe die Gin dem Punkte c des Vierecks. 

Aufgabe 61. Bon einem Viered find drei Winkel gegeben, 
und zwei neben einander liegende Seiten, die von biefen Winkeln 
nicht eingefchloffen werden; man fol das Viereck verzeichnen. 

Gegeben Eb, ic, Ld, Aund B. 

Aufldfung. Nehpmel_d=Lb, 
an irgend einem Punkt Y ded einen F 
Schenkel, fege Ry = LLc.an, und ö 
-an einen Punkt 5 der Y8 feße Lö 
= Ld, und verlängere bie da und 
Ba, bis fie fich in a fchneiden. Wird 
nun genommen ad=A und ab=B a 5 
und zieht man. burch die hierdurch bes 
ſtimmten Punkte d und b die Linien de und bc parat ben Li⸗ 
nien öy und By, fo fchneiden fich diefe Parallelen in c fo, daß 
abcd das verlangte Viered wird. 

Aufgabe 62. Es find drei Winkel eined Vierecks gegeben 
und zwei einander gegenüber liegende Seiten beffelben; man fol 
dad Viereck verzeichnen. 

Gegeben Eb, Le, Ld, A md C. 

Auflöfung. Biehe cb = C (Fig. Aufg. 58.) und fege an 
den Endpunften bderfelben die Winfel c und b an. An cm fege 
in irgend einem Punkt m den L.cemn = Ed und nehme mn 
= A, unb ziehe durch ben Endpunkt biefer Linie die nl parallel 
der mc, fo ſchneidet diefe den zweiten Schenkel vom Eb in a, fo 
daß, wenn man nun ad parallel nm zieht, abcd daß’ verlangte 
Viereck wird. 


Anmerkung. Da bei einem schen Vieree a + b+cH+dmAR, 
fo iſt immer ber 4te Winkel ebenfalls gegeben, wenn brei Winkel gegeben ſind, und 
hierdurch laſſen ſich bie Iegteren Aufgaben auch noch auf eine andere Art Jöfen, 


» 





Aufgabe 63. . Bon. einem Biere find zwei neben. einander 
liegende Seiten gegeben, der von denſelben eingeſchloſſene Winkel 
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und der biefem gegenüber ‚liegende, unb man weiß, daß die beiden 
uͤbrigen Seiten geich groß ſi ſi ab; es foll das Viereck —— 
werden. — 

Gegeben A, B La, er er es in C— D. 

Analyſis. Durch A,-B; und La iſt in dem allgemeinen 
Schema bd gegeben, und wegen C=,D ift Abcd gleichſchenklig, 
und man kennt die Grunblinie cd und den ihr gegenüber liegenden 
Winkel c; ed kann dafjelbe alfo befchrieben werden (Aufg. 7.) 

Aufgabe 64. Bon. einem Viereck find zwei neben einander 
-Hegende Seiten gegeben und zwei neben einander liegende Winkel, 
Bon welcher einer‘ durch die gegebenen Geiten eingefchloffen wird, 
und man weiß, daß die beiden übrigen Seiten gleich groß find; es 
fol das Viereck befchrieben werden. “ . 

Gegeben A,B, La, [b, und es iſt C ⸗ D. 

Au fgabe 65. Es fol ein Viereck beſchrieben werden, von 
welchem zwei neben einander liegende Seiten gegeben ſind, und 
zwei neben einander liegende Winkel, von welchen keiner durch die 
gegebenen Seiten eingeſchloſſen witd, und in welchem bie sh 
übrigen Seiten gleich groß feyn follen. 

Gegeben A,B, L_b, Le, und e8 iſt Ce D. | 

Analyfis. Da C=D ſeyn fol, ſo iſt in dem. Schema 
Abcd gleichſchenklig; da nun gegeben iſt Lc, fit Lcbd 
ebenfalld gegeben, aber auh L_cba = Lb ift gegeben, folglich 
äft auch L_ dba. gegeben; aber auch A und B find gegeben, alfo 
Tann A bad beſchrieben werden (Aufg. 4.) Folglich if bd det 
Größe nach gegeben und auh I_cbd; man kann alfo das gleich 
ſchenklige Dreieck bed ‚ebenfalls befchreiben (Aufg. 6.) no 

Aufgabe 66. . Bon einem Viereck iſt eine Seite gegeben und 
drei Winkel, und man weiß, daß zwei ber. übrigen Seiten gleich 
groß ſind; es ſoll daſſelbe verzeichnet werden. 

Gegeben A,Lb, Lc, Ld, und. ed iR 6 D 4 
Aufloͤſung. Verzeichne —9* er 

bs nehme 2B.= 7, fege an 
ß; rBe= bu md, 
Lyda = d; auf da ſchneide da 
= A ab, ziehe durch a die ab de 
aß parallel, und dur b, wo dis 
felbe die Diagonale dB (chrieibet, 
bie bc parallel by, fo ift abed das — Diered 
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Beweis. Da in apyd die gegebenen Winkel vorkommen, 
mb ab Parallel aß, b c- parallel BY: ift, fo kommen diefe Winkel 
aud vor in abcd, wo zugleich die eine Säte da= A ifl. 

Da ferner =: = yB, fe ir LyBd= L7dB 

aber I yBd=Lchd (29) 
ed ift-alfo au [ ydß=Lchbd 
* daher cb = cd; das Viereck äbcd hat alſo auch zwei gleiche 
Geiten. 


Aufgabe 67. Die vier Geiten eines Paralleltrapezes, alfo 
eined Vierecks, im welchem zwei Seiten parallel laufen, find gege⸗ 
ben; man fol dad Viereck verzeichnen. 

Gegeben A, B, C, D, und es ’ B parallel D. 

Analyfis. Es fey abed dad. 
Viered, man ziehe ce parallel da. 
Da nun ab parallel cd (p. h.), ſo 
iſt aecd ein Parallelogramm, alfoae _ 
= cd. Nunift cd gegeben, alfo auch 
ae, aber auch ab iſt gegeben, folg⸗ 
lich auch eb. Außerdem ift auch ges 
geben cb und ce= da; es find alfo 
Alle drei Seiten des Dreiecks bee — durch welches das 
Paralleltrapez beftimmt iſt. 


| Aufgabe 68. Won einem Paralleltrapez find. brei Seiten 
und ein Winkel gegeben; man. fol baffelbe: verzeichnen. - 


» Aufgabe 69: Von einem Paralleltrapez find die beiden pas 
eollelen Seiten gegeben, und. die beiden, an der eine diefer Seite 
anfiegenden Winkel; man fol das Viereck verzeichnen. 
Gegeben * ‘ed, La und Ib. 
Aufloͤſung. Ziehe ab, ſetze an den Endpunkten berſelben 

die Winkel a und b'an, nehme ae = cd und ziehe durch e die 
ec ber ad parallel; und dur den Punkt c, wo diefelbe die bc 
ſchneidet, ziehe cd parallel ab, fo iſt abcd das verlangte Diered, 


Aufgabe 70. Von einem Paralleltrapez find zwei — 
einander liegende Seiten gegeben, und die beiden, an der Grund⸗ 
linie anliegenden Winkel; man fol bie Figur verzeichnen. 

Gegeben ab, bc, La un L_b. 
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Einige: Atiiwendungen ber: Aufgaben F.5. 
> Aufgabe 71, Von dem Sechseck abcdef find die Seiten 
C. D und E, die beiden neben einander liegenden Winkel 

a und F und die Winkel m und n, welche die Diagonale cf mit 
den anliegenden Seiten D und F bilder, gegeben; es fol die‘ digut 
verzeichnet werden. 

| Aufisfüng. As A,B, 
C, La und I_b' kann das 
Viereck abcf beſchrieben werden, 
und hierauf aus den Seiten cf, 
D und E und den Winkeln m 
und n das Viered cdef. 


d 

Aufgabe 72. Man kennt von dem Sechseck abcdef bie 
Stite Aj Bi-C, D; E, die Winkel b_-und' e und die: Winkel p. und 
m, welche "die Diagonale cf mit den beiten neben einander liegen⸗ 
den Seiten A und F bildet; es fol die Figur. entworfen werden. 

-Auflöfung.. Aus A, B, C, LBb und Up fann das 

Viereck abc f befchrieben werben Aufg. 57.), und * den Seiten 
cf, D,, E und den Winkeln e und m kanu man nun ud) daß 
Viereck —8 beſchreiben (Aufg. 38)7 — 
9— Aufgabe 73. . Bon dem Schöed fi ad gegeben die Seiten 
&, B, Cund E, die Winkel m, p unb q,der Diagonale cf und 
die Winkel a und 4 ber Diagonale. ad; 68 tou die digur aus die⸗ 
fen Stüden conſtruirt werden. 

Aufloͤfung. Aus A,.E, Le, Bud L. P+m) 
= 1 kann, bad Viered adef beichrieben ı werben (Aufg. 62.), und 
aus An.Ba: G Lpwb L kann | man dad Viered abcd bes 
ſcreiben (Aufg. -58. 2 und durch beide Vierede, welche die Seite 
A gemein haben, iſt das Sechseck beſtimmt. 

Aufgabe 74. Es find. von dem Sechseck gegeben die Seiten 
B, D, E, F, ver Winkel b der Figur, die Winkel « und B der 
„Diagonale ad und die Winkel p und m ber Diagonale ch; man 
fol die Figur hieraus verzeichnen. — 

Aufiöfung. Aus E, F,Ke, i# und I_(p + m) = 
Uf kann das Viereck adef beſchrieben werden (Aufg. 61.), wo⸗ 
Var Je gefunden wird. "Aus D, E, F, Le und {m kam 
man nun auch dad Viereck cdef befchreiben (56.) Endlich kann 
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nun aus af= A,B, fc, Ep und L_b auch bas Viereck abcf 
verzeichnet « werden ( Aufgabe: 67;) , wodurch das: Sechseck bes 
fimmt il. -- - - EEE * 
Aufgabe 75. Man ſoll das Sechseck verzeichnen atis den 
ſechs Seiten A, B, C, D, E, F, dem, Winkel d der Figur und 
aus den Winkeln & und 4 ber Diagonale ad. 
Aufgabe 76. Das Gehöed foll befcrieben werben aus den 
beiden Seiten A, C, den beiden einander gegenüber liegenden Wins 
keln b und e, und den Winkeln a, p, q, m und n, welche die 
Diagonalen mit den Seiten der Figur bilden. ee 





22 6.1 
ein ge? Be Fa $. T. ER u. SERIE 
Einfache Aufgaben von dem Dreieck, wenn Summen ‚ober 
Differenzen / der Geiten oder Winkel gegeben find: .:r 
Wenm die drei Seiten eines Dreiecks mit A, B und € 'be 
zelchnet werben, fo bedeutet A + B eine Linie, die fo groß iſt, 
old die beiden Seiten A und B deö Dreiecks zufanmen genommen, 
und zwar ift A 4 B die Summe der beiden Seiten, ‚die den Win⸗ 
kel c ‚einfchließen. Eben fo bebeutet A B + Cine Linie, 
die fo groß ift, wie alle drei Seiten des Dreiecks zuſammen, und 
ed iſt daher A +. B +. G der Umfang des ganzen Dreiecks. 
A’— B bedeutet eine Linie, welche angiebt, um wie viel die Seite 
A bed Dreiecs größer ift, als, die Geite B_beffelbenz es iſt alſo 
A — B die Differenz dieſer ‘beiden Seiten!" Der! Aüsprud 
A-FB— bedeutet eine Linie, welche der Differenz gleich iſt, 
bie erhalten wird, ‘wenn man von ber Summe der beiden Seiten 
A’ und B die dritte Seite C abzieht. — Im gleicher Art iſt a4 b 
ein Winkel, der den beiden Winkeln a und b’zufanmen gleich iſt, 
und a — b if der Winkel, welcher angiebt, um wie viel L_a 
größer if, as’L_b. on Be RO AR RE 
“ Aufgabe 77. Bon einem Dreied kennt man bie Summe je 
zweler Seiten, alſo die Summe der erſten und zweiten Seite, bie 
Summe ber erfien und britten, und die Summe der zweiten und 
dritten Geite; ed follen die drei Seiten des Dreieds gefunden 
‚werben. | J —— ee 


Maus 
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Segeben AB, A-+CmB-+C. 
Geſucht A, B, c 
— Analy ſis. Da eine Linie gegeben iſt — A + J— 
und auch eine Linie — A + GC , 
fo ift auch ifte Summe gegeben. — ! * * * — T 
er Reg eine Linie, gegeben = 3A. Fun — 
Folglich iſt auch bie Differenz gegehen —2 * 
da‘ 2: A: gegeben, fo iſt auch. die as Hiervon gehen 


— 
— ©». 


Auflöfung. Setzt man bie beiden‘ Linien, welche A enthafe 
ten, alfo A + B’ und-A + GC, An einander, und ſchneidet hiervon 
die Linie ab, im welcher A- nicht‘ vorkoͤmmt, alſo B + GC: und 
nimmt von den; was übtig bleibt, die Hälite, fo iſt diefe bet 
Seite A des Oreiecks gleich“ Eben fo°ift,' wenn man A 4 B 
und B+ C on einander ſetzt, davon-A + C abfehneivet und 
von dem Reſte die ‚Hätfte ı nimmt, dieſe ber Seite B gleich. 


Brad. Dieſe⸗ Aufgabe: laßt er * 
auch auf folgende Art loͤſen: Man be⸗ —X — —— 
ſchreibe aus den gegebenen drei Summen “me; 2 
das Dreicd aßy, fbpaß=AH+BE, . : ı 
ay=A+CmPy=BH+C, hal 
bire die Winkel & und 4 durch die Linien - 
ax und Ax} von dem Punkte x, in wels 
em biefe Halbirungslinien fich fehneiben, - 
ziehe man, bie Rormalen za, zb und zo 
auf bie brei Seiten bes Dreiecks aßyı fo it aa cab = — föb = fc 
= Budbyo=ya=(, En 








Aufgabe 78. Bon einem Dreieck ift gegeben bie Summe 
zweier Seiten und ihre Differenz, und außerdem ift noch bie dritte 
Seite gegeben; man fol das Dreied verzeichnen. 

Gegeben A4 B,A-BwC. 


Aufgabe 7%. Man kennt von einem Dreied die Summe 
der erfien und zweiten Seite, die Summe ber erflen und. britten, 
und außerdem ift die britte Seite ſelbſt gegeben; man foll bas 
de verzeichnen. 


» Begeben A +B, A * F und, C. 
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Aufgabe 80. Von einem Dreied ift gegeben die Summe 
der erften und zweiten Seite, die Differenz ber zweiten und brit- 
ten Seite, und außerdem iſt ‚die zweite Seite felbft gegeben; man 
ſoll das Dreie verzeichnen. 

Gegeben A+B,B-=CmbB B. 

Aufgabe 81. Mar kennt von- einem Dreleck die Differenz 
ber erften und zweiten Seite, die, Differenz der zweiten und ‚dritten, 
und es ift außerdem bie dritte Seite felbft gegeben; man al das 
Dreieck verzeichnen. 

Gegeben A-— B, B— C und Gi: 

Aufgabe 82, Von einem Dreied kennt man ie Differenz 
der erften und zweiten Seite, und bie Differenz der erſten und drit⸗ 
ten Seite, und es iſt auch die Summe der zweiten und dritten 
Seite gegeben; man ſoll die Seiten des Dreieds finden. 

Gegeben A — B, A-C und B0. 

Aufgabe 83. Von einem, Dreieck kennt man die Differen⸗ 
zen, welche erhalten werden, wenn man von der Summe je zweier 
Seiten immer die dritte Seite abſchneidet; es ſollen bicene die 
Seiten des Dreiecks gefunden werden. 

Gegeben AFB— G,A+C—B und B+C- — A 

Geſucht A,B und C. 

Lehnfas. - Nimmt man auf dem 
Schenkel am des Winkel a die Städte 
aß, By und Y5 gleich groß, verbindet 
ö mit dem Endpunkte d des zweiten Schens 
kels, und zieht durch 7 die yc und duch 
ß vie Ab ver Sa parallel,“ ſo wird das 
durch ad in b und c in brei gleiche Theile 
getheilt; es ift alfo ab = be = cd, 
| Beweis. Biche durch 4 bie ße 
und durch 7 die yd’ der ad parallel, fo ift Ä | * 

aß= Pr — aß=yö (ph) 





La=LrPßd _ Le =drd (9), * 
|edb=| Are «Pb = Ad‘ e 
daher Aaßb D Aßyer Asp (86) 
folglich iſt ab = Bd ı | ab — yd' Ä 
da nim Ad be ya cd (664.) 
ſo iſt ab — bu und ‚ab = cd. a ,„ dm 


| Zu ſatz. Es ift hiernach möglich, jede gegebene begrenzte gerade n 
drei gleiche Theile zu theilen. Au jebe, u Anzahl aller de Zee 
fi durch ein ähnliches Werfapich Tine g Erler begrengte gerade Linien 
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Aufgabe 84. Won einem Dreieck kennt man den Umfang, 
die Differenz ber erflen und zweiten und die Differenz ber erften 
und dritten Seite; es ſollen bie Seiten des Dreiecks gefunden 
werden. 

Gegeben 4B4 0., A — Bm A—C 

Geſucht A, B und C. 

Aufgabe 85. Man kennt von einem Dreieck die — 
welche erhalten wird, wenn man von der Summe der erſten und 
zweiten Seite bie dritte Seite abfchneidet, und es ift die Differenz 
der erflen und zweiten. und die Summe der zweiten und britten 
Seite gegeben;. man fol die Seiten des Dreiecks finden. 

Gegeben AB — C, A— Bub B +6 

Geſucht AABwm C. 

Aufgabe 56. Ein Dreied ſoll verzeichnet werben, vom wel: 
em zwei Seiteh gegeben find, und bie Summe der diefen Seiten 
gegenüber liegenden Winkel, 

Gegeben AABıudatb. 

Analyfis. Es iſt gegeben a+b, (p. h) | 

aber auch ER (32.) 
folglich ift I_c gegeben, aber auch A und B find gegeben. 

Folglich find von dem Dreied gegeben zwei Seiten und ber 
von denfelben eingefchloffene Winkel, woraus dad Dreied conftruirt 
werben kann (Aufg. 1.) 

Aufgabe 87 Bon einem Dreieck Fennt: man vie Summe 
des erfien und zweiten Winkels, die Summe des zweiten und brits 
ten, und eine Seite; es foll dad Dreied verzeichnet werben. 

‚Gegeben a 4b, b C und A. 

Analyſis. Da a b gegeben iſt, fo iſt auch c gegeben 
(Aufg. 86.), aber auch b + iſt gegeben, folglich auch b, alfo 
kennt man zwei Winkel c und b und eine Seite A. 

‚Aufgabe 8% ...Die Summe des erſten und zweiten ‚Winkels 
inet Dreiecks ift gegeben, bie Differenz des zweiten und dritten, 
und eine Seite; man fol dad Dreied verzeichnen. . 

Gegeben a byb — e und A, 


Aufgabe 80. Von einen Dreieck kennt man eine Fr bie 


Summe zweier Windel und ihre Differenz; es As das Dreicd be⸗ 
ſchrieben werden. 


Gegeben ab, a — bund A. 


—— — — — — — —— 
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. Aufgabe 90. Man kennt von einem Dreiedck die Differenz, 
weldhe übrig bleibt, menn ‚von der. Summe zweier Winkel der dritte 
abgezogen wirb, bie Summe des zweiten und britten Winkels umd 
eine Seite; es foll das Dreied verzeichnet werben. 

Gegeben at b — c, b-+c und A, | 

Aufgabe 91. Don einem Dreied kennt man eine Seite, 
die Differenz, welche uͤbrig bleibt, wenn von der Summe des erſten 
und zweiten Winkels der dritte weggenommen wird, und die Diffe— 
renz welche bleibt, wenn man von der Summe des erſten und drit: 
ten Winkels den zweiten wegnimmt; man ſoll bad Dreied. ver: 
zeichnen, 

Gegeben A, atb-cmarc-—b 

Auf gabe 92. Man Eennt von einem Dreieck eine Geite, 
ben, berfelben gegenüber liegenden Winkel und bie Differenz , ber bes 
den übrigen Winkel; es fol das Dreied verzeichnet werden. 

Begeben A, La und b — c, 

Analyfis. Es iſt a gegeben, aber. auch a +b+c= 
2 R, folglich ift auch gegeben b + c, ba nun auch b — c gege: 
ben if, x können bie, Winkel b und. c gefunden werden. 





8. 8. 


— Aufgaben von dem Dreieck, wenn Summen 
5 0° oder Differenzen der’ Seiten. gegeben finds. ; - 


Aufgabe 93. Es ift vom "einem Dreieck ’gegeben “bie eine 
Seite, ein an berfelben anliegender Winkel‘ und die Summe ber beis 
den übrigen Seiten; man foll das Dreieck verzeichnen. 

— Gegeben C, Eb und a 4 B. 
Analyſis. Es ſey abc das verlangte Dreleck Be ='A, 
ta= Bm ab — C. Veilangere be, mache ed = ca und 
siehe. da, fo iſt 
— bet cdwbeten=A + Batem 
aber auh ba = C und L_b find gegeben. 

Alſo Eennt man von dem Dreied dba zwei Seiten ‚md ben 
von. denfelben eingefchloffenen Winkel. Folglich iſt Adba_ gegeben 
(Aufg. 1.), und daher auh ad und I_d. Da nun ca = .cd, fo 
it Aacd gleichfchenklig, "und man kennt von benfelben die Grunds 
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"Tinte ad und den -anliegenden Winkel de Folglich iſt auch Naed 
gegeben (Aufg. 6.) Durh -Aabd iſt gegeben die Lage- der Punkte 
a und b; und durch Aacd die Lage von c. — a — 
gegeben. | 

Auflöfung. Nehme ab = 
C, fege an diefe Linie Labce = 
L_b, nehme bd — A 4 Bund 
ziehe da. Dieſe Linie halbire in 
e, und errichte in dieſem Punkte 
auf derſelben die Normale ec, welche 
die ad in c ſchneidet, und ziehe ca, 
fo ift Aabc dad verlangte Dreieck. es 

Beweid. Es iſt ae= ed (p. ce) 





l_aec = [_dec s 
ec = etc 


daher Aaec & Adec RR 
folglich it ca = cd, alfo auch be+ca=bc — * = ba, 
und weil sam ſo iſt uhbe pca= A+B. 
Ueberdies tba = Cd Labe= Lb, 


Aufgabe 94. Bon einem Dreied ift eine Seite gegeben, ber 
ihr gegenüber liegende Winkel und die Summe ber beiden übrigen 
Seiten; eö fol dad Dreied verzeichnet werden. 

Gegeben C, Lew A+B. 

- Analyfis. & fey abc der obigen Figur das Dreied, be 
= A, ac= Bund ab=C, verlängere bc, made cd = ca 
und ziehe ad, foift Aacd gleihfchenklig, und daher [_d= Lead. 

Nun tlbcea=Ld+ l_cad (32) 
alfo ift auch [bca=2.Ld«. | 

Da nun I_bca = L_c gegeben ift, fo ift auch (de =Y,c 
gegeben.: Aber auch bd = A 4B und be = C find .gegeben. 
Folglich iſt Aabd gegeben Aufg. 4.), und dadurch m Nacd, 
wie bei Aufg. 93. 

Auflöfun Aus bda — A4-B, be— C unb La = 
2, c befhreibe Aabd (Aufg. 4.), halbire ad in e, errichte in e 
auf ad die Normale ec, welde die ad in c- isch und ziehe 
ca, ſo iſt Mabe das verlangte Dreieck. 

Determination. Es darf C nicht kleiner ſeyn, als bie 
Normale von dem Punkte b auf den Schenkel da des Winkels d, 


und ift C geößer, als dieſe Normale, fo eusfyuerhen zwei verſchiedene 
Dreiede den Bedingungen der Aufgabe 

Aufgabe 95. Es ift von einem Dreleck eine Seite gegeben, 
ber größere ber Beiden an berfelben anliegenden Winkel und die | 
Differenz: der - beiden — Seiten; man ſoll dad Dreieck ver: 
zeichnen. 

Gegeben C, F und A— B. 

Analvfis. Ed fy Aabe das verlangte Dreied, cb = A, 
ca=Bwudab= C, verlängere ca bis cd = ch und ziehe 
bd, fo ift. 
ad=cd—ca=cb—ca=A— B gegeben | 
md da Lcab=Lamtcab+Lbad=2R (13) 
fit _bad= 2 R— La ebenfallö gegeben. 
folglich fennt man vom Abad zwet 





Seiten, und den von benfelben eins 
geichlofienen Winkel, und 46 kann 
daher Abad conftruirt werben 
 (Aufg. 1.) 

Da cb = cd, fo it Acbd 
gleichfchenklig, und da bdund I_d 
durh Aabd gegeben find, fo kann 
auch Achbd conftruirt werden (Auf: 
gabe 6.); und hierdurch ift auch Aabe beftimmt. 

"Aufgabe 96. Bon einem Dreied ift eine Seite, der Pleinere 
ber beiden, an bderfelben anliegende Winkel und die Differenz der 
beider übrigen Seiten gegeben; man fol das Dreieck befchreiben. 


Gegeben C, Eb und A—B. 


Analyſis. Es ſey Aabc das verlangte Dreieck, cb = A, 
ca = Bud ab = C. Auf eb nehme man ce = ca und ziehe 
<a, fo it Acea gleichfchenklig, und 

eb=cb—ce=cb—ca=A —B gegeben; 
aber auch Leba = I_b. und ba = C find gegeben, alfo ift das 
Dreied eba gegeben und daher auch ac, und ber Außenwinfel 
acc vom Aach. Man Eennt alfo von dem gleichfchenfligen 
Dreied aec die Grundlinie ae, und ben an berfelben anliegenden 
Winkel aecz und folglich ift Aaee gegeben, wodurch Aabc 
ebenfalls gegeben ift. 
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Aufgabe 97. Bon einem Dreied; ift eine Seite- gegeben, ber 
ihr gegenüber liegende Winkel und die Differenz der beiden übrigen 
Seiten; man fol dad Dreieck befchreiben. 

Gegeben C, Lew A — B. 


Analyfis. Es fy Aabe dad verlangte Dreied, cb = A, 
ca = B und ab=C; man nehme ce= ca, ziehe ae und durch 
€ die ef der ca parallel, fo ift 
Lcea=1_cae (6) 
und I_cae = Laef (29) 
daber "Lecea=Laef 
und es wirb I_cef dur ea halbirt. 

Nun if I_bef = Le gege 
ben, alfo au I_fec, und da die 
fer Winkel durh ea halbirt wird, 
fo iſt ea ber Lage nach gegeben, 
aber ceb= A — B ift der Größe 
und Lage nach gegeben und ba=G % a 
der Größe nach, folglich Eennt man N 
vom A aeb zwei Seiten eb und bh 
ba, und ben, ber größeren Seite 
gegenüber liegenden Winkel aeb, alfo kann Aaeb conftruirt wer: 
den, und hierdurch ift ae und [_aec beflimmt; alfo Fennt man 
von bem gleichfchenkligen Dreieck aec die Grundlinie ae und den 
anliegenden Winkel acc; es kann alfo auch dieſes Dreieck befchries 
ben werden, woburh Aabe. beftimmt ift. 

Auflöfung Ziehe cb = A — B, fese an biefe Linie 
I_bef = L_c, verlängere be nad c und halbire L_fec durd 
e a. Aus b befchreibe mit ba = © einen Kreis, der die ea in a 
ſchneidet und ziehe ba. Die ea halbire in m und errichte in dies 
ſem Punkte eine Normale, welche die verlängerte be in c. ſchnei⸗ 
det. Wird nun c mit a ala fo ift Dane: das — 
Dreiel.. 

Aufgabe 98. Bon einem Dreieck find zwei Winkel gegeben 
und die Summe zweier Seiten; man ſoll das Dreied nn 
| Analyfi is. 8 fey Aabc das verlangte Dreied, man vers 
längere bc, nehme cd = ca und ziehe ad, ‚fo it Aadc gleich: 
fhenklig, daher Lcad = * (6.) 





Da nun Lacb’= Lead+ Lg, ſo HL de r% Lach; 
ba zwei‘ Winkel des Dreiecks abc gegeben ſind, ſe F =. der 
dritte Winkel gegeben, alſo ift Z 
Lach = Le gegeben, und daher 
ah Ild=.'’, Lach Nun 
iſt aber auch L_b gegeben, und bd 
=be ed — be pca=A 
-+ B, es iſt alfo «A adb gegeben 
(26.), und kann conflruirt werdet 
(Aufg. 2.); hierdurch ift nun auh 
ad gegeben, und man kann alfo , , 
das gleichfchenklige Dreied acd 
ebenfalld conftruiren (Aufg. 6.), wos 
durch Aabc gegeben if, 


Aufgabe 99. Bon einem Dreieck kennt man zwei "inf 
und die Differenz zweier Seiten; es foll das Dreieck beſchrieben | 
werben. 

Gegeben La, Eb und A — B. 

Analyſis. Es ſey Aach das verlangte Oreieck, man 
nehme ce = ca und ziehe ae, pitlL_cea= L_cae 

va Lceat+|_cae+Lace=2R 
ſo iſt ach 2.Lcea+Lace=2R. 
aber auch La+lLb+tace= 2ER 


daher 2. LKeea — L.a + Lb. gegeben. 
Es iſt alſo | cea,-und daher der Nebenwinkel aeb gege⸗ 
ben, aber auch eb = A — B und L.b ſind gegeben, folglich if 
Aaeb gegeben; und. ba man mun von. bem gleichſchenkligen 
Dreieck aec die Grundlinie ae und den an berfelben anliegenden 
Winkel aec kennt, fo ift au Aae e⸗ und ge das geſuchte 
Aabe gegeben, 

Aufgabe 100. Von einem Dreieck kennt man den Umfang 
und zwei: Winkel; es ſoll daſſelbe befihrieben werden. : . : . x 

Gegeben A+-B-+C,[ a un Lb. 

Analyſis. Es ſey abe das aefute Dreieck, — 
ab zu beiden Seiten, nehme aa'= ac, b83 = be und ziehe ca 
und cß, durch « die aim ber ac, und durch ß, bie pa * be 
parallel. 
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Da ax = ac 
fit ILaoec = Lace (5.) 
und daher I_cab = 2. Laac 
da nun IWcab = I_maa 
fo it au Lmaa = 2. acc 
folglih wird I_maa durch ac halbirt; 
und aus gleichen Gründen wird L_nßb durd Be ebenfalls halbirt, 











/ 


Dann Lmeaa= Lcab= Lam Ensſsb =Lcba 
= U b gegeben, fo find auch die Winfel axc und bc ebenfalls 
gegeben. 

Dabß=beundar=ac, pt eß=-AFCHB 
ebenfalls gegeben; alfo ift Aupße gegeben, und daher der Punkt c 
der Lage nach gegeben; folglich find ca parallel ma und cb pa⸗ 
rallel m ß ebenfalld der Lage nach gegeben, und hierdurch ift BAD 
beftimmt. 

Auflöfung Nehme Bpe= ACH B, fege an « ben u 
1 Bam = La und anß den Laßn = L_b, halbire diefe Win, 
fel durch ac und Bc, und ziehe durch c, wo die Halbirungälinien 
ſich fehneiden, die ca parallel ma und ch parallel nß, fo if 
Nabe das Geſuchte. 

Beweis. Es iſt Lcab= ne -La 

und Lcba=Lnße =Lb 
Aabe hat alfo.die gegebenen Winkel a und b. - 
Sene it ILa@c = cam (p- ©.) 
und Lac«a=1_ cam (29.) 
alfo 0° Laaec=Laca 

folglich ift auh .ac = ae 
und aus gleichen Gründen be = bP. 

Es ift alſo be 4 ba 4 ac =bB +.ba + aa = fa 
=A,kCGH+B; das Nabe hat alſo auch den gegebenen Um⸗ 
ac 10 


ri 


Aufgabe 101. Bon einem Dreied ift gegeben die Summe 
bed erſten unb zweiten, und bie Differenz des zweiten und britten 
Winkels, und die Summe zweier Seiten; man foll dad Dreieck 
verzeichnen. 

Gegeben a+b,b— e und A— B. 


Aufgabe 102. Man kennt von einem Dreieck die Summe 
des erſten und zweiten, und die Differenz des zweiten und dritten 
Winkels, und die Differenz zweier Seiten; es fol dad Dreicck con: 
ftruirt werden. 

Gegeben at b, b-cmA—B. 


IV. Der Pythagoräifhe Lehrfak. 


1) Der Sag, durch welchen die merkwürdige Eigenfchaft ber 
rechtwinkligen Dreiede audgefprochen wird, baß bei einem ſolchen 
dad Quadrat ber Hypothenufe der Summe ber Quadrate beider 
Kateten gleich feyn muß, wird der pythagoräifche Lehrſatz genannt, 
weil Pythagoras der Erfinder defjelben feyn fol. Die Fabel, daf 
derfelbe den Göttern 100 Ochſen als Dankopfer für diefe Erfindung 
gebracht habe, hat bie Benennung: die Ochfenfigur, veranlaßt, die 


man ber, dem 47ften Sage zugehörigen Figur beilegt. Außerdem 


wird biefer Sag, feiner Wichtigkeit wegen, auch wohl der magister 
matheseos genannt. 


2) Bei dem Beweife dieſes Satzes, wie ihn Euklid giebt (47), 
werden nach und nach folgende frühere Säge benußt : 
a) der Abfte Sat bei der Conftruction der Quadrate über die 
drei Seiten des Dreiedd abc; 
b) der 31ſte Sa& für das Ziehen der ah durch a parallel der cd; 
ce) der 14te Sag, um zu beweifen, daß ba mit ag, und ca 
mit af in gerader Linie liegen muß; 
d) der Ate Sag, durch welchen die Congruen; der beiden Dreiede 
abe und Bbc gefolgert wird, und 
ce) der 41ſte Sag, um zu beweifen, daß bie Dreiede abe 
und Bbe die Hälften der Parallelogramme behk und * af 
find, 


FR |. ; en 


Hieraus folgt nun, daß 
Prägr. behk = Dab 
s cdhk = Dac 
und Daher behk ebk + cdh cdhk = Dab + Dac 


es ift alfo "ab ı = Dab + Dac. 

Man kann hiernach den Sat, daß, wenn ein Dreied und ein 
Parallelogramm die Grundlinie gemein haben und zwifchen ben 
felben Parallelen liegen, das Parallelogramm bad Doppelte des 
Dreieds feyn muß; oder auch den Sag, von welchem biefer abhängt, 
daß Parallelogramme mit gleichen Grundlinien, bie zwifchen benfels 
ben Parallelen liegen, gleich groß find, als denjenigen anfehen, wels 
cher die Grundlage für den Beweis des pythagoräifchen kehrſatzes 
bildet. 

3) Es giebt wenig Lehrſaͤtze in der Geometrie, für welche man 
fo viel verfchiedene Beweife hat, ald für den pythagoräifchen. Faſt 
Seder, der ein Lehrbuch der Geometrie fchreibt, hält ed für eine 
Ehrenfache, entweder einen neuen, oder doch einen weniger befanns 
ten Beweis für diefen Sag zu geben. Eine Sammlung verſchiedener 
Beweife diefed Sabes findet man in einer Differtation von Stöber: 
Dissertatio malhematica de theoremate pythagorico etc. 

Straßburg 1748. 
und in einer Abhandlung von 3. 3. 3. Hoffmann: 

der pythagoräifche Lehrſatz mit 32 theild befannten und theils 

neuen Beweifen, Main; 1819; 
von dieſer Abhandlung ift 1821 eine neue, mit einigen neuen Bes 
weifen vermehrte Auflage erfchienen. 

Ferner in einem Werkchen von Wolfgang Müller: 

Epftematifhe Zufammenftellung der wichtigen, bisher befannten 

Beweiſe des pythagoräifchen Lehrſatzes, Nürnberg 1819. 


4) In der Abhandlung von Hoffmann wird darauf aufmerk⸗ 
fam gemadt, daß der Beweis, wie ihn Euklid giebt, auf acht vers 
fehiedene Arten geführt werden kann, wobei immer ber 41ſte ober 
auch der 36ſte Sat die Grundlage bildet. Die Beweife unterfcheis 
den fich. dadurch von einander, daß die Figur für diefelben auf eben 
fo viel verfchiedene Arten entworfen werben kann. Das Wefentliche 
der Figur befteht bekanntlich darin, daß über den drei Seiten bes 
rechtwinkligen Dreieds Quadrate befchrieben find, die im Satze 47 
eine äußere Lage haben, fo daß jedes biefer Quadrate außerhalb 

10 * 
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des Dreiedd liegt. Da nün aber diefe Duabrate auch eine innere 
Lage haben können, fo daß fie zum Theil mit dem Dreied zufam: 
men fallen, alfo nach der entgegengefegten Richtung verzeichnet find, 
fo erhält man, wenn eind oder einige ber Quadrate fo verzeicnet 
werden, verfchiedene Formen für die Figur und für jede diefer For: 
men kann der Beweis auf eine eigne Art geführt werden. 


Nimmt man die Kateten des vechtwinkligen Dreieds von ver | 


fchiebener Größe, bezeichnet die größere derfelben mit A, tie Eleinere 
mit a und die Hypothenufe mit H, fo find. folgende verſchiedene 
Formen möglich: | | 

1) Es hat DH, DA und Da eine äußere Tage. 


2) e = DH un TA eine äußere, und Da eine innere Lage. 
3): »s OH » Da: ⸗ IA % > 5 
4) 4 : DA » Da > a DH: > 3 
5) = > DH eine äußere, DA und Da eine innere Lage. 
6) = = DA» 3 OH = Da: ⸗ ⸗ 
7) s s Da * x oOH =: DA > = ⸗ 


8) s » OH, DA und Da eine innere Lage. 

Es ift eine fehr zwedmäßige Uebung, dieſe verfchiebenen Zi: 
guren zu entwerfen und für jede befonderd den Beweis bes Lehr: 
ſatzes auszuarbeiten. | 

5) Zur Erläuterung folgt hier der Beweis für bie in Wr. 5. 
angegebene Form ber Figur. | 





Es ſind die Quadrate ber Kateten ab und ac in der inneren 
Lage verzeichnet und dad Quadrat der Hypothenuſe bc in’ der-duße 
ven Lage, Fift mit e duch fe und > mit d dur. Yd. verbunden 
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Nun iſt Labe=R-— x 
und uh | fbe= R—x 


daher Labe = Lfbe 
aber ab = fb 
und be =be 


folgih ft Aabce O Afbe _ (4) 
und dal_bac=R, fo it auch Lbfe = R 
aber ud Lbf =R 


ao I bfe+$- bi =? R 
und folglich ift Bf mit fe in gerader Linie (14.) 
Aus gleichen Gründen ift auch gy mit yd in gerader Linie. 
Hiernadh it abfß = abem (35.) 
und abem = kbeh E 


baher abfß = kbeh, alfo Dah = kbeh. 
Eben fo it cagy = camd _ (35.) 
und camd = cdhk . 


folgid cagy = cdhk alſo Dac = cdhk 
folgih ft u Tab-+ Dac= kbeh + cdhk 
—— ç—⸗ 
naͤmlich es ſt Dab+ Dac= Obe. 
Auf gleiche Art koͤnnen die Beweiſe fuͤr die uͤbrigen Formen 


ber Figuren ebenfalls geführt werden; und ed werben bei allen dies 
fen Beweifen immer biefelben Säße angewendet. 


6) Iſt abcd ein Duadrat, und man fihneidet auf den Seiten 
befielben nad) einerlei Richtung die gleichen Stüde ab, ad = ba 
= cß = dy, und verbindet die Punfte &, 8, 9, d, jeden mit dem 
nächftfolgenden, durch eine gerade 
Linie, fo ift die dadurch gebildete 
Figur «ßBy65 ebenfalld ein Qua 
drat. 

Beweid. Da bie Seiten 
des Quadrates abed gleih find 
und von benfelben gleihe Stüuͤcke 
abgefchnitten werden (p.h.), fo find? 
auh die Reſte gleih, und es ift 
daher . 








Ä — ad —ba = cß = dy 
und auch y = db = ca o = dB 
da nun ad a— Ib’ = [cc = +Ld=R 
fo folgt "Ayad N oO Aödbe © Aachß D Aßdy 
und daher ft 75 = da = coB = By 


das Viered da iſt alfo gleichfeitig. 
Da Adbea DD Acach 
ſo it _y=Lx 
da nun y -4L622KR 
ſo iſt ach Lx+Lz+Lb=2R 
aber auch Lx+Lßeö+Lz=2R (13) 
es iſt alſo p Lx+Lz:+Lb= = Lx+Lßeö+Llı 
folgih ft Lb = —— 
und weil _Lb=R, fo iſt auch [Bad = 
das Viereck daßy bat alfo bei & einen rechten — und es ſind 
aus gleichen Gründen die Winkel bei 8, 7 und ô ebenfalls rechte, 
folglich ift day ein Quadrat. 
Diefer Sa führt zu dem folgenden einfachen Beweife des py⸗ 
thagoraͤiſchen Kehrfaßes. 
Man ziehe durch & die af ber ba, und durch 6 die Be be 
cb parallel, fo ift 








Rechteck acdm = Rechteck aemf 
und zugleich iſt Rechteck «cßm = 2 X Aucß (41.) 
folgiy it acßm + aemf= 4X Nach. 
Nun ift aber abed = Daß-+ 4X Auch 
es ift alfo auh abed = Daß + achm + aemf 
da nun aber auch abced-—= mßdf + mabe + achm + aemf 
fo folgt Deß-+ achm + aemf 
mßdf + mabe + acßm + aemf 
und. hieraus folgt 





Deß = mßdf + mabe 

dba mß=ac= Pd, fo it mpßdf = Dec 
und da ma = fc = ba, fo it mabe = Dße | 
es iſt aſſo Deß=Dac+ Dße. 


In dem bei c vechtwinkligen Dreied a«cß ift alſo das Qua: 


drat der Hppothenufe aß, der Summe ber Quadrate der beiden 
Kateten «c und Bc gleich. 
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7) Befchreibt man über zwei Seiten irgend eines Dreieds 
Ach beliebige Parallelogramme acya und bcy'ß, verlängert die 
oberen Seiten @y und By’ derfelben, die fi) nothwendig fchneiben 
müffen, zieht von ihrem Durchſchnittspunkte f durch c eine gerade 
Linie, die ab in g ſchneidet, nimmt die Verlängerung gh — fe 
und befchreibt dad, durch ab, gh und ihre gegenfeitige Lage bes 
ftimmte Parallelogramm abed, indem man durch h die de parallel 
ab, und burh a und b die ad und be parallel gh zieht, ſo iſt 
abed fo groß, als die beiden über ac und be befchriebenen Pa» 
rallelogramme acya und bcy'ß zufammen. 





Beweis. Berlängere da bis m, und cb bi®n. 
Da fc — gh, f iſt aafm = aghd = A (36.) 
und auhb aclm — acya (39.) 
folglih ift acya —=A | 
und aus gleihen Gründen bcy'ß —= B 
folglich ift acyae + bey =AHB 

nämlih e8 it acya Fbceyß = abed. 

Aus diefem Sage läßt ſich der pythagordifche Lehrſatz auf eine 
einfache Art ableiten, da ed hierbei nur barauf anfümmt, zu bes 
weifen, daß, wenn Aach ein bei c rechtwinkligeö Dreieck ift, und 
‚man über ac und bc ftatt der Parallelogranmme acya und bcey’B, 
Quadrate befchreibt, alddann auch das, durch bie. in dem Lehrfaße 
angegebene Gonftruction über ab erhaltene Parallelogramm ebenfalls 
ein Quadrat feyn muß. Daß diefed unter dieſer Dorausfegung 
wirklich der Fall ift, ergiebt fich auf folgende Art: _ 
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Es iſt alsdann Keyf = R, ey = ca md yf — e⸗ 
— ch, und daher Acyf ® Abca, alſo fc = ab, und da 
ber auch gh = ab; folglich ift abed gleichfeitig. \ 

Da Acfy X Abac, fo ift auh I_cfpy = Labe 

da nun u Lfcy=Lbcg 
fo ift Lhy+Llfy= Labe + Lbcg 
und ed ift daher in den beiden Dreieden cfy und beg auch de 
dritte Winkel dem dritten gleich; 
afo cyf = Lbge 
dbanın Leyf — R 

ſo iſt ach Ebec — R 
woraus folgt, daß das gleichſeitige Parallelogtamm abed auch 
rechtwinklig, und daher ein Quadrat ift. 

8) Der pythagoräifche Lehrſatz bezieht ſich blos auf das recht⸗ 
winklige Dreieck; und es verdienen die Veraͤnderungen, welche dieſer 
Satz erleidet, wenn das Dreieck nicht rechtwinklig iſt, naͤher bes 
ſtimmt zu werden, ſo wie auch der Fall beſonders erlaͤutert zu wer— 
den verdient, wenn ſtatt der Quadrate andere Figuren über die 
Seiten des Dreiecks befchrieben werden. Diefe Fälle find von 
Euklid nicht überfehen worden, fondern ed werden die wichtigften 
derfelben da näher betrachtet, wo bie hieraus ſich ergebenden Saͤtze 
auf eine einfache Art bewiefen werden Eönnen, und fie bilden daher 
den Gegenftand des 12ten und 13ten Satzes des 2ten Buches und 
den Siften Sat des 6ten Buches. 

Die verfchiedenen Erweiterungen bed pythagoräifchen Lehrſatzes 
findet man zufammengeftellt in dem, von Wolfgang Müller bei 
Nr. 3. dieſer Abhandlung, angeführten Werkchen. 

9) Zeichnet man ein rechtwinkliged Dreied, in welchem beide 
Kateten gleich groß find, fo ift dad Quadrat der Hypothenufe zweis 
mal fo groß, ald das der Katete. Iſt alfo die Seite eines Qua— 
drats gegeben, fo läßt fich leicht die Seite eined anderen Quadrats 
finden, das zweimal fo groß, alö das gegebene iftz denn man braucht 
zu biefer Abficht nur die gegebene Seite ald bie Katete eines gleich: 
fchenfligen rechtwinkligen Dreiedsd anzunehmen; bie Hypothenufe dies 
ſes Dreieds ift alsdann die Seite bed gefuchten Quabrats. Mit 
Hülfe des rechtwinkligen Dreiedd kann man alfo geometrifch eine 
Aufgabe löfen, für die arithmetifch fein, vollftändig durch ganze 
oder gebrochene Zahlen angebbares, Reſultat fich finden läßt. Iſt 
nämlich a eine ganze oder gebrochene Zahl, fo giebt ed Feine ganze 
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ober gebrochene Zahl, deren Quadrat zweimal fo groß, ald das von 
a iſt, denn fest man die gefuchte Zahl — x, fo müßte nad der 
Vorausſetzung feyn 
x? m 2 x 2? == 2 2° 
und hieraus folgt x—= Y’'2a?—=ar? 
da nun V2 irrational ift, fo folgt, daß auh x = a 2 einen 
irrationalen Werth hat. 

Nimmt man alfo die Katete eined gleichſchenkligen rechtwint⸗ 
ligen Dreiecks — a, fo iſt der Werth der Hypothenuſe deſſelben 
x — ar'2. Diefe Hypothenufe Fann leicht gefunden, aber nicht 
durch das Maaß gemeſſen werden, durch welches die Katete a ge: 
meffen wird, weil, wenn fih x auf diefe Weife mefjen ließ, das 
Refultat den Werth von x = ar’? genau angeben müßte, was 
nicht möglich iſt. 

Man nennt eine Linie, die durch das Maaß fich nicht’ meffen 
läßt, durch welches eine andere gegebene Linie gemeſſen wird, ins 
commenfurabel zu der legteren, und es ift daher die Hypothe: 
nufe eines gleichfchenklig rechtwinkligen Dreiedö incommenfurabel ges 
gen die Katete defjelben. 

Es laßt ſich aber nicht blos, wenn a eine gegebene Kinie iff, 
der Werth von a 2 geometrifch corjtruiren, fondern man Fann 
auf diefe Weife überhaupt jede Linie darftellen, welche erhalten wird, 
wenn man a mit der Quadratwurzel aus irgend einer anderen 
Zahl multiplicirt. Nimmt man 3. B. die eine Katete — a und 
die Hypothenufe — 2 a, und feßt die zweite Katete — x, fo iſt 

7 gt me (239) 
ao 2 - x? —= 42° 
und daher x?” — 3 a? 

folglich it x=e ir 3a—mard 
bier ift nun die zweite Katete incommenfurabel gegen bie erſte Ka: 
tete und gegen die Hypothenuſe. 


Wird die eine Katete — a und die andere — 2 a genom⸗ 
men, und man feßt bie Hvpothenuſe — x, fo wird 
x2 — a° — (2 a?) 
alfo fo x. — ei — ==353° 
flieg ft — rvr’dsat—mayı5 
wo nun wieder die Hypothenufe incommenfurabel gegen beide Ka: 
teten iſt. 
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10) Aus diefer Betrachtung folgt aber Feineswegeö, daß bei 
einem jeden rechtwinkligen Dreiede nothwendig bie eine Seite in: 
commenfurabel gegen die anderen beiden feyn müffe, ſondern es 
giebt im Gegentheil auch rechtwinklige Dreiede, wo alle drei Gei: 
ten durch daffelbe Maag fich meffen laſſen. Nimmt man z. B. 
bie eine Katete —= 3 a und die andere — 4a, und fegt die Hy: 
pothenufe = x, fo ift 

x? = (32°) + (4 a”) 
da 2-92? 62 =. a 
folglih ft erde — 

Wird die eine Katete — 5a und die andere — 12a gefekt, 
fo findet man die Hnpothenufe — 13 a, und e3 ‚wird diefelbe 
— 17 a gefunden, wenn man bie eine Katete — 8 a und bie 
andere — 15 a annimmt. 

Auf diefe Weife giebt ed unendlich viele rechtwinklige Dreiede, 
wo alle drei Seiten Vielfache einer gegebenen Linie a find, ober 
was baffelbe ift, wo alle drei Seiten burch ganze Zahlen ausge: 
drüdt werden. Es läßt ſich felbft die Aufgabe ganz allgemein loͤ— 
fen; die eine Katete ift ein gegebened BVielfahe von a, man foll 
dad Dreied fo conflruiren, daß auch die beiden übrigen Seiten befs 
felben Vielfache von a find. 

Die Auflöfung diefer Aufgabe fon i in einem Anbange zu bem 
zweiten Buche mitgetheilt werden. (Beilage XII, Nr. 12.) 








Fortſetzung der Aufgaben, bie mit Hülfe der 
Sätze des erften Buches der Elemente fid 
löfen laſſen. 

& 9. 

Aufgaben, bei deren Auflöfung der —— Lehrſatz 
gebraucht wird. 


Aufgabe 103. Zwei Quadrate find gegeben; mah ſoll bie 
Seite eines dritten finden, das fo groß if, als beide zufammen. 

Auflöfung Werden die Seiten der ‚gegebenen Quadrate 
unter einem vechten Winkel an einander gefegt, fo ift die Hypothe⸗ 


I * 
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nufe des hierburch beftimmten rechtwinkligen Dreieds, die Seite bed 
gefuchten Quadrates, welches fo groß ift, als die beiden gegebenen 
zufammen. 

Aufgabe 104, Mehrere Duadrate find gegeben; man fol die 
Seite eined Quadrats angeben, das fo groß ift, wie alle zufammen. 

Analyfis. Man kann (Aufg. 103.) ein Quadrat finden, 
das fo groß ift, ald das erfte und zweite gegebene zufammen, und 
ed läßt fich hierauf durch ein gleiches Verfahren ferner ein Quadrat 
finden, das fo groß ift, ald das zuerfi gefundene und das britte ges 
gebene, und es ift daffelbe hiernach fo groß‘, als die brei erften ges 
gebenen Quadrate zuſammen. Wird nun ein Quadrat gefucht, dad 
fo groß ift, als das zulegt gefundene und dad Ate gegebene, fo ift 
diefed den vier erfien gegebenen Quabraten gleih u. f. w. Durd) 
die fortgefegte Anwendung deffelben Verfahrens kann man alfo ein 
Quadrat finden, das mehreren gegebenen zufammen gleich ift, wie 
groß auch die Zahl der gegebenen Quadrate feyn mag. 

Aufgabe 105. Man foll ein Quadrat finden, das ber Dif: 
ferenz zweier gegebenen Quadrate gleich if. 

Auflöfung. Befchreibt man ein rechtwinkliged Dreieck, def: 
fen Hypothenuſe der Seite des größern, und deſſen eine Katete ber 
Seite des Hleinern der beiden gegebenen Quadrate gleich ift, fo ift 
bie zweite Katete dieſes Dreiecks die Seite ded gefuchten Quadrats. 

Aufgabe 106. Zwei Parallelogramme find gegeben; man 
foll über eine gegebene Grundlinie ein Parallelogramm befchreiben, 
bad den beiden gegebenen zufammen genommen gleich ift. 

Auflöfung. Sind acya und bcy'ß der Figur ©. 151 
die gegebenen Parallelogramme, und ift ab die Grundlinie des ges 
fuchten, fo läßt fich entweder aus den Kinien ac, bc und ab ein 
Dreied befchreiben; es find alfo je zwei diefer Linien zufammen 
größer ald die dritte, ober es ift biefes nicht der Fall. 

Erfter Fall, Beſchreibe dad Dreied ach, über ac und be 
die gegebenen Parallelogramme acya« und bcy'ß, verlängere «y 
and By', bis fie fi in £ fchneiden, ziehe von f dur c eine Linie, 
welche die ab in g fchneibet, nehme die Verlängerung gh berfelben 
— fc und vollende dad durh ab und gh und die Lage bdiefer 
Linien beflimmte Parallelogramm abed, fo ift diefes das Gefuchte. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Lehrſatze in Nr. 7. der 
‚Beilage VII. 

Zweiter Fall. Iſt die gegebene Grundlinie des zu befchreis 


— 16 — 


benden Parallelogrammes von der Art, daß aus berfelben, aus ac 
und bc Eein Dreied befchrieben werden Fann, fo nehme man’ flatt 
ab eine andere Grunbdlinie, über die mit ac und bc ein Dreied 
fi befchreibeg läßt, und verfahre wie bei dem evflen Sale. Das 
auf diefe Weife gefundene Parallelogramm verwandele man in ein 
anderes, in welchem die gegebene Grundlinie vorfümmt (44.), fo iſt 
dad Verlangte gefchehen. 

Aufgabe 107. Man fol über einer gegebenen Grundlinie 
ein Parallelogramm befchreiben, das fo groß ift, ald mehrere gege: 
bene Parallelogramme zufammen. 

Aufgabe 108. Es find zwei Dreiede gegeben; man fol 
über einer. gegebenen Grundlinie ein Dreied befchreiben, das fo groß 
ift, wie die beiden gegebenen zufammen. 

Analyſis. Da die beiden Dreiede gegeben find, fo find 
auch die Parallelogramme gegeben, von welchen fie die Hälfte betra> 
gen, und es ift daher auch das Parallelogramm gegeben, welches 
diefen beiden zufammen gleich ift (Aufg. 106.), und bad mit dem 
gefuchten Dreied die Grundlinie gleich hat. Zieht man nun in bie: 
fem Parallelogramm die Diagonale, wodurch daffelbe' in zwei gleiche 
Dreiede zerlegt wird (34.), fo entfpricht jedes diefer beiden Dreiede 
-ben Forderungen der Aufgabe. 

Aufgabe 109. Es find mehrere Dreiede gegeben, man fol 
über einer gegebenen Grundlinie eim Dreieck befhreiben, das allen 
zufammen gleich ift. N 

Aufgabe 110. Zwei Parallelogramme find gegeben; man 
fol ein drittes befchreiben, das der Differenz beider gleich ift. 

Auflöfung. Iſt acya (Figur ©. 151.) das Fleinere der 
beiden gegebenen Parallelogramme, fo befchreibe man aus a mit ber 
einen Seite am des größeren einen Bogen, der die «y in m ſchnei⸗ 
det, ziehe ma, nehme die Verlängerung ad — am, befchreibe 
über ad das größere der gegebenen Parallelogramme abed, ziehe 
be und durch c die cf parallel der dm, bis fie die «y, ober de: 
ren Verlängerung in f fchneidet, ziehe be und durch f die fB pa 
rallel mit derfelben, und verlängere eb bis n, fo ift Parallelogramm 
bcfn die gefuchte Differenz. 

Der Beweis für dieſes Verfahren folgt unmittelbar aus bem 
Lehrfage in Nr. 7. der. Beilage VII. 

Aufgabe 111. Es find zwei Dreiede gegeben; man fol ein 
drittes verzeichnen, das der Differenz beider gleih iſt. 


— 
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Aufgabe 112. Zwei geradlinige Figuren ſind gegeben; man 
ſoll ein Parallelogramm beſchreiben, das fo groß iſt, wie beide Fi— 
guren zufammen, 

Aufgabe 113. Man fol ein Parallelogramm befchreiben, 
da3 der Differenz zweier gegebener Figuren gleich iſt. 

Aufgabe 114. Es ift ein Quadrat gegeben; man foll ein 
anderes befchreiben], das zweimal fo groß als das gegebene if. 

Auflöfung. Die. Diagonale ded gegebenen Quadrates ifl 
die Seite des Gefuchten. 


Aufgabe 115. Es ift ein Quadrat gegeben; man foll ein 
anbered verzeichnen, das halb fo groß als daſſelbe ift. 
Analyfis. Iſt ac die Seite des geſuchten Quadrated, und 
man errichtet auf ac in c die Normale cb —= ca und zieht ab, 
fo ft Dab = ODca + Dcb = 2 x Dea und ab die 
Seite des gegebenen Quadrats, und es ift L_cab = L_cba 
— '/%R gegeben. Da nun ab gegeben ift, fo ift auch Aach 
gegeben, und folglih auch ac, ald die Seite des gefuchten Quas 
drates. b 
Aufloͤſung. Iſt ab bie 
Seite des gegebenen Quadrats, ſo 
errichte in a und b auf dieſer Linie 4 
die Normalen a« und bß, halbire 
die Winkel @ab und Bba, fo ift, 5 a 
wenn die Halbirungslinien fih in c 
fhneiden, ac die Seite des geſuch⸗ 
ten Quadrates. 


Aufgabe 116. Es ift ein Quabrat gegeben; man foll ein 
anderes befchreiben , dad dreimal fo groß als das gegebene ift. | 

Auflöfung. Beſchreibe ein Quadrat, das zweimal fo groß 
ift, als das gegebene (Aufg. 114.), und addire hierzu dad gegebene 
(Aufg. 103.), fo ift dad Verlangte gefchehen. 


Aufgabe 117. Ein Quadrat ift gegeben; man fol ein an: 
deres befchreiben, das der dritte Theil von demfelben ift. 
Analyfis. Wird die Seite ab ded gegebenen Quadrates 
abcd in « und ß in drei gleiche Theile getheilt (Lehnſatz zu Aufg. 
84,), und man zieht die «d und By parallel ad, 
fo it aaudd = außyöd = fbcy (86.), 
und daher audd = '/, ahcd. 


a 
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Nun ift ab gegeben, alfo auch am, und daher amdd gege 
ben. Theilt man aber auh ad inm und n in drei gleiche Theile 
und zieht durch diefe Punkte Pas 
rallelen mp und nqmit aa, fo ift d 
acdöd = 3 X acpm und a« 

— am, alfo aepm cin Quadrat. n 
Es ift daher aaöd = 5x Tau. 
Da nun a« gegeben ift, fo ift auch m 
Dax gegeben, und es kann alfo 
ein Quadrat gefünden werden — a 
3x Dae=aadd= abed. 

Auflöfung. Iſt ab die Seite des gegebenen Quabrats, fü 
nehme a« — !/, ab und fude ein Quadrat — 3 X Dax, fo 
ift diefes der dritte Theil von Dab. 

‚ Aufgabe 118. Die Seite eines 

Quadrats ift gegeben; man foll die Seiten 
der Quabrate angeben, die zwei bis zehnmal 
fo groß als dafjelbe find. 

Auflöfung.. Iſt aa die Seite bed 
gegebenen Quadrats, fo errichte man auf 
ac in a die Normale am und nehme al 
== a0, a2 =ael, a3 mm a2, a4 
= ed, a5=a4,a6 =a95,a7 
— 06,328 =«e7,a9=«8 und 
210 «9, 

pit Da2=2Xx Dax 
Da3 =3XxX Dae«e 
Da4=4xX Dae 
U a 5 — 5 > = au a a 
Da6=6 x Daxuı 

Beweis, Es if | 
Da?2=Del=UDae+Mal=2xNae 
Da3=D«e2 =Daec+ Da2 = Daa +2x Daem=3x Ta ce 
Da4+ = De3= Dar +Da3=—=Dac+3x Daam=4x Die 
Da5=De4= Dar +Qa4= Dar +4x Dae=5xXx Dar 
nn De een 
u. ſ. w. | 

Aufgabe 119. Es ift ein Quadrat gegeben; man fol ein 
anderes verzeichnen, bad ben ten Theil von demfelben beträgt. 
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Auflöfung. Nehme "/, der Seite bed gegebenen Quadrats 
und ſuche ein Quadrat, das fünfmal fo groß ift, ald das Quadrat 
von diefem Fünftel, fo ift das Verlangte gefchehen. 


Anmerkung. Durd ein gleiches Verfahren Tann ein Quadrat gefunden 
werden, bad jedem beliebigen Theile von sinem gegebenen gleich ift, 


Aufgabe 120. Es ift ein Quadrat gegeben; man foll ein 
anberes verzeichnen, dad °/, von demfelben beträgt. 

Auflöfung. Suche ein Quadrat, das fünfmal fo groß ift, 
als das gegebene, und verzeichne hierauf ein Quadrat, das den Sten 
Zheil von dem zuerfi gefundenen beträgt, fo iſt diefes das Gefuchte. 


Anmerfung. Durd ein gleiches Verfahren kann ein Quadrat gefunden 
werben, das irgend einen gebrochenen Theil von einem gegebenen beträgt. 


S. 10, 


Einige Aufgaben, die mit Hülfe des rechtwinkligen 
Dreiecks gelöſ't werden. 


Aufgabe 121. Es iſt eine gerade Linie ihrer Größe nach ge 
geben; man foll diefelbe in zwei Theile theilen, fo daß die Summe 
der Quadrate beider Theile einem gegebenen Quadrate gleich wird. 

Analyfis. Da die Summe der Quadrate beider Theile 
einem gegebenen Quadrate gleich feyn foll, fo find die beiden Theile 
die Kateten, und die Seite des gegebenen Quadrats ift die Hypos 
thenufe eines rechtwinfligen Dreieds, von dem alfo die Hypothenuſe 
gegeben iſt. Da die Summe der beiden gefuchten Theile einer ge: 
gebenen Linie gleich feyn fol, fo ift diefe Linie die Summe beider 
Katerenz ‚folglih ift von dem rechtwinkligen Dreiede die Hypothes 
nufe gegeben und die Summe beider Kateten. Da nun außerdem 
auch ver Winkel gegeben ift, welcher ber Hypothenufe gegenüber 
liegt — R, fo fennt man von dem Dreied die eine Seite (die 
Hypothenuſe — der Seite des gegebenen Quadrats), den ihr gegen: 
über liegenden Winfel (— R), und die Summe der beiden übris 
gen Seiten (die Summe beider Kateten — der zu theilenden Lis 
nie), und es ift daher das Dreied gegeben (Aufg. 94.), und folgs 
lich. auch bie Seiten defjelben, weldye den rechten Winkel einſchließen, 
und diefe find die gefuchten Theile der gegebenen Linie. 
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Aufgabe 122. Bon einem Rechte ift der Umfang gegeben 
und die Diagonale deffelbenz man foll die Seiten dieſes Rechteds 
finden. 

Analyfis. Da der Umfang bed Rechtecks gegeben ift, fo if 
auch der halbe Umfang gegeben, und dieſes ift die Summe zweier 
"Seiten eined rechtwinkligen Dreiedd, von welchen die Diagonale 
des Rechtecks bie Hypothenufe ift. Folglich ift von. diefem recht: 
winkligen Dreiede gegeben die Hypothenuſe der ihr gegenüber lie 
genden Winkel und die Summe der beiden übrigen Seiten. 


Aufgabe 123. Eine der Größe nach "gegebene Linie ſoll fo 
verlängert werben, daß dad Quadrat der Verlängerung und das ber 
verlängerten Linie zufammen einem gegebenen Quadrate gleich find. 


Analyfis. Da dad Quadrat der Verlängerung ber gegebes 
nen Linie und das der verlängerten Linie zufammen einem gegebes 
nen Quadrate gleich feyn follen, fo ift die Seite dieſes Quadrats 
die Öypothenufe eines rechtwinkligen Dreied3 und die gefuchte Ber: 
längerung, und die verlängerte gegebene Linie find die Kateten befs 
felben, von welhen die eine um die gegebene Linie größer als bie 
andere ift. Die gegebene Linie ift alfo die Differenz ber beiden 
Kateten. Bon dem rechtwinkligen Dreied ift alfo gegeben, die eine 
Seite (die Hypothenufe — der Seite ded gegebenen Quadrats), 
der ihr gegenüber liegende Winkel (,S R) und die Differenz ber 
beiden übrigen Geiten (die gegebene Linie, welche verlängert werben 
fol). Daher ift das Dreied gegeben, und es kann baffelbe vers 
zeichnet werden (Aufg. 97.) Die Eleinere Katete diefed Dreiecks ift 
das Stüd, um wieviel die gegebene Linie verlängert werben muß. 


. Aufgabe 124. Don einem Quadrate ift bie Linie gegeben, 
um wieviel die Diagonale größer, als die Geite deffelben ift; man 
foll die Seite des Quadrats finden. 

Analyfis. Iſt abed ein Quadrat, ac die Diagonale bef 
felben, und man nimmt cm — cb, fo ift am die Differenz der 
Diagonale und Seite, gegeben, und zieht man bm, fo it Abcm 
gleihfchenklig, daher x — y. 

Da nun 
und Ebea — „RR 
ſo iſt ——  1Lx+ Ly= =’; R 
alfo 2; 2xLı= %Rw ‚wLı— .R 
gegeben. 
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Solglih ift I_z = 2 BR — * ebenfalls gegeben. Aber auch 
I_bac — A Rift gegeben. Es find alfo von Aamb gege- 
ben, eine Seite (am) und die beiden anliegenden Winkel (l_z und 
I_bam), folglich ift dad Dreied gegeben und Fann verzeichnet wers 
den (Aufg. 2.), folglich ift auch ab gegeben. 


Auflöfung. Befchreibe das 
Quadrat abcd einer beliebig anges 
nommeren 2inie ab, ziehe die Dia 
gonale ca, nehme cm — cb und 
ziehe mb. Auf der Diagonale 
nehme man a« fo groß, al& die ges 
gebene Differenz der Diagonale und 
Seite des zu befchreibenden Quas b a 
drats; durch @ ziehe «ß parallel 
mb, weldhe bie ab in ß fchneidet, fo ift nun aß bie gefuchte 
Seite des Quadrats, in welcher bie Diagonale um aa größer, als 
die Seite ift. | 


Aufgabe 125. Es ift ein Quabrat gegeben; man fol bie 
Eeiten beffelben um gleichviel nach einer Richtung verlängern, fo 
daß, wenn man die Enbpunfte ber verlängerten Linien verbindet, 
das hierdurch entftehende Vier zweimal fo groß, ald bad gegebene 
Quadrat wird, 

Gegeben das Quadrat abed. | 

Gefudt wird aa = bB = cy— dd, fo daß aßyd 
= 2% abcd. 

Analyfi. Da a ⸗—  bB = = dÖ 
ſo iſt ach ß= by = cd = de 
danın auch Laaß= Lpby=Lyeod=Lödde=R 
fit Acaß RAßby DD Aycd DO Adda 
und daher das Viereck aßy0 gleichjeitig. 
Da AaaßD Aßbr 
fo ift l a«ß == L_bßy 
danın Laßa= l_eßa 


fo it acch Laeß + Leoßa = Lpßby + Laßa 
ww — — —— — 2 
nämlich es ift R * L_«aßy 


das ‚gleichfeitige Viered «By ift alfo rechtwinklig, und daher ein 
Quadrat, 
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Da aß ydô zweimal ſo groß, als abed werden ſoll, ſo iſt 
ah Teß = 2x Dab, und da ab gegeben iſt, fo iſt «ß 
ebenfalls gegeben (Aufgabe 114.), 
und da bB = ar, fo if aß — ‘ a 
ac = ab; es ift alfo auch bie | 
Differenz der beiden Seiten aß und 
ax gegeben, folglich kennt man von 
dem Dreied aßa bie eine Seite 
&.ß ben ihr gegenüber liegenden Win: 
kel = R und die Differenz ber bei⸗ 
den übrigen Seiten = ab; e3 kann 
alfo das Dreied® befchrieben werben 
(Aufg. 97.), wodurd man bie ges 
ſuchte Verlängerung bB = a« findet. 

Aufgabe 126. - Man foll eine der Größe nach gegebene %: 
nie in zwei Theile theilen, fo daß die Differenz; der Quadrate beis 
der Theile einem gegebenen Quadrate gleich wird. 

Analyſis. Da die Differenz der Quadrate einem gegebenen 
Quadrate gleich feyn fol, fo ift der größere Theil die Hypothenuſe 
und der Fleinere bie erſte Katete eines vechtwinkligen Dreied3, dei: 
fen. zweite Katete der Seite des gegebenen Quadrate gleich iſt, und 
ed ift alfo bie zweite Katete gegeben. Die erfte Katete und bie 
Hypothenufe aber find Theile einer gegebenen Linie, folglich ift die 
Summe biefer beiden Seiten ebenfalls gegeben; und es liegt ber 
einen diefer Seiten ber rechte Winkel gegenüber. Man Fennt alfo 
von dem Dreied die eine Seite (die Seite ded gegebenen Quadrat 
= der zweiten Katete des Dreiecks), einen an berfelben anliegenden 
Dinkel (= R) und bie Summe der beiden Übrigen Seiten (s = 
der zu theilenden Linie), folglich ift dad Dreied gegeben und Fann 
verzeichnet werden (Aufg. 93.) Die Hypothenufe und die eine Ka⸗ 
tete dieſes Dreieds find die gefuchten Theile der gegebenen Linie. 

Aufgabe 127, "Don einem rechtwinftigen Dreied ift eine 
Katete gegeben; man foll daffelbe fo befhreiben, daß die Fläche 
einem gegebenen Quadrate gleich ift. 

Aufloͤſung. Befchreibe ein Quadrat, das zweimal fo groß 
ift, ald dad gegebene (Aufg. 114.), und verwandle ed in ein Rechts 
ed, deſſen eine Seite der gegebenen Katete gleich ift (44.) Wird 
num dieſes Rechte durch die Diagonale halbirt, ſo ift- die Hälfte: 
deffelben dad gefuchte Dreieck. 
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Aufgabe 128. Es ift eim rechter. Winkel gegeben, deſſen 
Schenkel begrenzt und gleich groß find, und es ift die Länge ber 
Schenkel befanntz man foll in diefen Schenkeln Punkte, von der Art 
angeben, daß der eine Punkt in dem einen Schenkel eben fo weit 
von dem Endpunfte des Schenkel abfteht, fo weit der zweite Punkt 
in dem anderen Schenkel von dem Scheitel ded rechten Winkels ent: 
fernt iftz und es foll der Abfiand der beiden gefuchten Punkte von 
einander einer gegebenen Linie gleich feyn. 

Gegebenl_Lacb=R, ca = cb und bie Linie m. 

Geſucht die Punkte & und B von ber Art, dafaa = cB 
und aß = m. 

Analyfis. Es iſt «cp ein rechtwinfliged Dreied und bie 
Hppothenufe aß = m gegeben. 

Da aa=cß 
und ca= ce 
fit ca—ea=cß + ca 
alſo ca =cß-+ ca 
dba nun ca gegeben ift, fo ift auch cß + ca ebenfalls gegeben, 
es ift alfo die Summe der beiden, den rechten Winkel einfchließen- 
den Seiten gegeben. 

Hiernach Fennt man vom Aucß 
die eine Seite 0 = m, ben ihr 
gegenüber liegenden Winkel ce =R 
und die Summe ber beiden Übrigen 
Seiten ca + cß = ca. Folglich 
ift das Dreieck befiimmt und kann 64 
verzeichnet werden (Aufg. 94.), wos b 
durh ca und cß, und baher auch 
die Punkte « und B gegeben find. 

Determination. Da cat cß >apß (20.) 

und cat+cß= ca 
fo folgt folgt \ ca>eßalo ca>m 
die gegebene Linie muß alfo Eleiner feyn, als der Schenkel des rech— 
ten Winfelö. 

Aufgabe 129. Man fol in ein Quadrat ein anderes hinin 
zeichnen, das ?/s; von bemfelben beträgt. | 

Analyfis. Iſt ca der obigen Figur die Seite deö geyebe: 


nen Duadratd, fo Fann die Seite ın eined Quadrats gefunden wers 
11 * 


CL a 
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den, das %, von demſelben beträgt (Aufg. 120.), daher iſt m ge 
geben. Wird nun «&B — m in ben rechten Winfel ach fo einge 
tragen, daß ax — cß (Aufg. 128.), fo hat diefe Linie die ers 
forderliche Lage in dem gegebenen Quabrate, nah Nr. 6. in Beis 
lage VII. 

‚Aufgabe 130. Es ift irgend ein Winkel a (Fig. Auf 
gabe 128.) und der eine Schenkel ca beffelben der Größe nach ge: 
geben; man fol die Punfte « und B in den Schenfeln fo beſtim— 
nen, daß ae — ch und aß der gegebenen Linie m gleich wird. 


VII. Dad Verwandeln der Figuren. 


1) In dem erften Buche ber Elemente wirb gezeigt, wie es 
moͤglich ift, Über einer gegebenen begrenzten geraden Linie unter 
einem gegebenen Winkel ein Parallelogramm zu - verzeichnen, das 
eirier gegebenen geradlinigen Figur gleich ift, alfo mit bderfelben 
einen gleichen Flächeninhalt hat. Um die Möglichkeit diefer Umfors 
mung vollftändig nachzumeifen, werden nad) und nach die Aufga: 
ben gelöf't. 

Ein Parallelogramm unter einem gegebenen Winkel zu be 
fchreiben, das einem gegebenen Dreied gleich ift (42.) 

Ein Parallelogramm über einer gegebenen Linie unter einem 
gegebenen Winkel zu befchreiben, das einem gegebenen Dreiede gleich 
ift (44.), und: 

Ein Parallelogramm unter einem gegebenen Winkel zu befchreis 
ben, das irgend einer gegebenen geradlinigen Figur gleich ift (45.) 

2) Die angeführten Aufgaben haben bloß den Zwed, die Mög: 
lichfeit der Unformung nachzuweifen, ohne daß dabei zugleich auf 
einfache Ausführung NRüdfiht genommen werden fonnte. Hier fol 
nun gezeigt werden, wie diefe Umwandlung in allen Fällen auf eine 
einfachere Art vorgenommen werden Fann. Wobei zugleich vorläufig 
bemerft wird, daß, wenn zwei Linien einer Figur ſo zufammentref: 
fen, daß der von benfelben gebildete Winkel < 2 R außerhalb der 
Sur liegt, und alfo der Winkel, infofern er zu der Figur gehört, 
>2 Rift, ein folder Winfel ein einfpringender genannt 
wirt. So liegt in abcdef der naͤchſtfolgenden Figur der Win: 
kel —L < 2 .R außerhalb der Figur, und daher iſt, im 
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fofern der Winkel zu der Figur gehört, Ld—=4R — 9, welcher 
in einem folhen Fall immer > 2 R feyn muß, ein einfpringender. 

3) Aufgabe. Bon einer gegepenen geradlinigen Figur fol 
ein Winfel weggefchafft werben, fo daß fie dadurch in eine andere 
Figur verwandelt wird, die einen Winkel weniger, ald die. geges 
bene bat. 

Auflöfung. Erfter Fall. Der wegzufhaffende Winkel 
iſt 2R. 

Es ſey L_fab der wegzufchaf: 
fende Winkel; man verbinde die zu 
beiden Seiten an L_ fab anliegens 
den Eden f und b durch fb, ziehe 
durh a die am parallel fb, vers 
längere cb, bis fie die am in ß 
fhneidet, und ziehe fB, fo ift nun ' 

die Figur Bedef = abcdef. 
Die neue Figur enthält alfo den Winkel a nicht mehr, I_b ift nad 
ß verrüdt, und es ift dad gegebene Sechöed abcdef in ein Zünfed 
Bedef verwandelt. 


Beweis. Es iſt Afbß— Afba (37.) 
und bedef — bedef 
folglich iſt aud) ) bedef + Afbß = Afba + bedef (©. 2) 
und daher PBcedef * 7œr̃ci. 


Zweiter Fall. Der wegzuſchaffende Winkel iſt ein einfprin= 
gender, alfjo > 2 R, doch fo, daß wenn man die zu beiden Seis 
ten anliegenden Eden verbindet, und durch den Scheifel der wegzu— 
ſchaffenden Ede eine Parallele zu diefer Verbindungslinie zieht, dieſe 
einen Schenkel des einen der, an dem 
wegzufhaffenden anliegenden. Win: 
tel innerhalb der Figur fchneidet. 

Es fey L_fab der wegzufchafs 
fende Winkel; man verbinde die an- 
liegenden Eden f und b durch fb, 
ziehe burh a die am parallel fb, 
fo fchneidet diefe die bc (p. h.) in 
ß, wird nun FB gezogen, fo ift 

die Figur Bcdef = abcdef 
und es iſt alfo Bcdef die verlangte Figur. 








— 
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Beweis. Es iſt AfbB — Afba (37) 
und bedef — bedef 
folglich ift auch bedef — Afbß — bedef — Afba (©, 3.) 
und daher  Bedef — abedef. 


Dritter Fall. Der wegzuſchaffende Winkel iſt ein einſprin⸗ 
gender, alfo > 2 Ti von ber Art, daß wenn man bie zu beiden 
Seiten anliegenden Eden verbindet, und durch ben Scheitel der 
wegzufihaffenden Ede eine Parallele mit dieſer Verbindungslinie 
zieht, diefe Feinen der Schenkel der an dem wegzufihaffenden anlie: 
genden Winkel innerhalb der Figur ſchneidet. 

Es fey I_fab der wegzufhaf: 
fende Winkel von ber Art, daß 
wenn man fb zieht, und burd a 
die pq parallel fb, die pq weder 
die fg noch die be innerhalb der 
Figur fchneidet. 

Man ziehe durch den Scheitel 
a der wegzufchaffenden Ede die Dia: 
gonale ac, durch weldhe das Aabc 
von der Figur abgefchnitten wird, 
durch b ziehe man bie bm parallel 
ca, fo fchneidet diefe af in «. Wird 
nun ac gezogen, fo ift 

Figur acdegf—= abedegf 
und baher acdegf die gefuchte Figur. 
Beweis. Es iſt Aacc — Aabec (37.) 
und acdegf — acdegf 
folglihiftauhb Aauc + acdegf — NAabc + acdegf (G.2.) 
und baher acdegf = abedegf 
und in acdegf fümmt I_« für L_a vor und L_b iſt weggefal: 
len; die Figur &cdegf hat alfo einen Winkel weniger als bie 
gegebene. 

4) Solgerun g. Es ift alfo möglich, Tebe gegebene gerad: 
Iinige Figur in eine andere zu verwandeln, die eine Seite weniger 
ald die gegebene hat. Wird num die, durch diefe Verwandlung er: 
haltıne Figur ferner verwandelt, fo erhält man eine Figur, die nod) 
eine Seite weniger hat. Daffelbe Verfahren kann fo oft wiederholt 
werben, fo lange ſich in der neu erhaltenen Figur noch eine Diage: 
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nale ziehen läßt. "Da mun aber eine ſolche Diagonale auch noch 
bei dem. Viereck möglich ift,.fo- folgt, daß man durch fortgefehte Ver: 
wanblung endlich ein Dreieck ‚erhakten muß; und. es ift daher auf 
Diefe Weiſe möglich, — geradlinige Figur in ein Dreieck 
zu verwandeln. 

5) Wenn man von einem Punkte m in dem Umfange von 
abcdem alö Anfangspunkt die zunaͤchſt an dieſem Punkte anlie— 
gende Ede a wegſchafft, indem man mb zieht, derſelben durch .a 
bie aß parallel, „bis: fie bie verlängerte.ch im B ſchneidet und, m 
mit ß verbindet, fo ift natürlich der 
abgefchnittene Theil mah der Fi: 
gur eben fo groß, ald der dafür 
hinzugefommene Theil mßb. Wird 
nun ferner in ber verwandelten Fis 
gur mßcde bie nach derfelben Rich-⸗ 
tung zunaͤchſt an m anliegende Ede 
ß weggefhafft, zieht man alfo mc, 
mit derfelben durch ß die By pas 
zallel, welche die de in y ſchneidet; und berbindet man nun m mit 
y, fo ift jet auch ber durch mc abgefchnittene Theil mßc ber 
Figur, bem dafür binzugefommenen myc gleich. | 

Nun iſt aber Amab = Amßhb 
und Ambe = Ambc. 
folglich. ift auch mabce = Amße (©. 2). 
Weilnun Amßce — Amyc E- 
fit mabe = Amyc (&. 1) 

Schafft man alfo in einer Figur die zunächft an m anliegende 
Ede a weg, bierauf in ber verwanbelten Figur bie, im derfelben 
Richtung zunaͤchſt an m anliegende Ede B u.f.w., und wird hier: 
durch der Theil mabc der Figur in myc verwandelt, fo ift nun 
nothwendig auch) 





mabc — Amyc 
und weil Amxc= Amxe 
foit mabx — Aecxy (G. 3): 

Durch die Linie my wird alfo ein eben: fo großes Stüd 
mabx von ber Figur abgefchnitten, ald das dafür neu hinzuge— 
fommene Dreied cxy beträgt. 

Wird nun auch auf. ber andern Seite ber. Figur die immer 
zunaͤchſt an in anliegende Ecke weggefhafis, alſo ‚hier bie Ede e, 
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woburh Amed abgefchnitten wirb, und dafür Amöd hinzu 
koͤmmt, fo ift nun nicht nur bie ganze Figur mabcde in ein 
Dreied myö verwandelt, fondern es hat dieſes Dreied auch zus 
gleich eine foldhe Lage, daß auf der einen Seite durch my eben fo 
viel von der Figur abgefchnitten wird, ald auf eben biefer Seite 
durch eben diefe Linie neu hinzukoͤmmt; es ift. nämlich 
‚mabx =cxy 
und eben fo wird auf der anderem Seite durch md eben fo viel 
von der Figur abgefehnitten, ald dutch —: Linie hinzukoͤmmt, und 
ed ift 
mez — zdd. 


Iſt alfo eine gerablinige Figur gegeben, fo läßt fich dieſe ims 
mer fo in ein Dreied verwandeln, daß die Spige beffelben in einem 
beftimmten Punkte m des Umfanges liegt, und die Grunblinie yö 
mit einer zum voraus. beflimmten Seite cd der Figur zufammens 
fält; und man kann hierbei die Verwandlung immer fo vornehmen, 
daß auf jeder Seite der Figur eben fo viel dur eine Seite des 
Dreiecks abgefchnitten wird, ald auf eben dieſer Seite neu binzu: 
koͤmmt. Das Verfahren hierbei befteht bloß darin, dag man auf 
jeder Seite von m immer bie zunaͤchſt an m anliegende Ede weg: 
Schafft, bi8 man zu einer Ede koͤmmt, die mit ber Seite der Figur, 
in welcher die Grunblinie des Dreiedd liegen fol, in gerader Linie 
liegt. Uebrigens bleibt das Verfahren daffelbe, wenn ber Punkt m 
feine Ede ber Figur ift, fondern in einer Seite derfelben liegt. 


7) Iſt in der obigen Figur mabcde = Amyd, und if 
bie Berwanblung fo vorgenommen, daß mabx — cxy, und man 
nimmt nun in cd beliebig einen Punkt n an und zieht mn, fo ift 
nun auch 

maben = Amyn, \ 
Wird aber „8 in n halbirt, | 
ſo it Amyn — Amön (83.) 
ao Amyn = 'A„ Amyd 
banın Amyn — mabcen 
fit maben — 'A Amy 
abe Amyö— mabcde _ 
folglih it maben = '% mabcde 
die Figur inabede wird alfo durch mn halbirt, wenn man y0 
in. n halbirt und der Punkt n in der Linie cd liegt. 
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Eben fo folgt, daß wenn Amyn ber dritte heil ift von 
Amyö, aud maben der eben fo vielfte Theil von der Figur 
mabcde feyn muß; und es gilt bafjelbe auh, wenn Amyn 
irgend ein anderer Theil des ganzen Dreieds my ift. 

8) Sft yn = nö, fo it ud Amyn — Amnd 

und daher maben — medn 

bie Figur wird alfo durh mn halbirt, wenn man „6 in n halbirt. 

Styn=2XxXnd,fitauh Amyn—= 2x _Amnd 

und daher maben — 2 x medn 

fol alfo die Figur durh mn fo getheilt werden, daß der eine Theil 
mabcn zweimal fo groß, ald der andere medn wird, fo braucht 
man nur yö in.n fo zu heilen ‚ vr ny=?2 nò, daß alfo 
nö — A yÖ wird ıc. 


Fortfeßung der Aufgaben, die mit Hülfe der 
Sätze des erftien Buches der Elemente fid 
löfen laffen. 





5. A. 
Aufgaben von der Verwandlung und Theilung des Dreiecks. 


Aufgabe 131. In der einen Seite des Dreiedd abc ift 
ein Punkt m gegeben; man foll von dieſem Punfte aus die mß 
fo ziehen, dva$ Amßc — Aabc wird. 

Analyfis. Es fol [yon Amßce — Aabe 
da nun, wenn mb gezogen wird? Ambc —= Ambc 
fo muß auch fon Amßb — Amab (6. 3.) 
und daher aß parallel mb (39.) 

Nun ift mb gegeben und aud) 
der Punkt a, folglih ift aß der 
Lage nad) gegeben, aber auch ch 
ift der Lage nad) gegeben, folglich 
auch der Punft B. 

Auflöfung. Ziehe mb und 
berfelben die aß durch a parallel, 
welche bie verlängerte cb in ß ſchnei⸗ 
det. Wird nun mß gezogen, fo iſt dad Verlangte geſchehen. 
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Aufgabe 132. In der Verlängerung ber einen Seite bes 
Dreiecks abc ber obigen Figur ift ein Punkt m’ gegeben; man 
fol von diefem Punkte aus die m‘ß“. fo ziehen, bag Am“ = 
Aabc wir. 

Aufgabe 133. Bon einem Punkte m ber einen Geite ac 
des Dreieds abe ift eine Linie gezogen, welche die verlängerte c b 
in n ſchneidetz; man foll in der Seite 
ab den Punkt z fo beftimmen, daß 
- wenn mz gezogen wird, Amxz 
— Abxn wir. 

Auflöfung. Siehe mb und 
mit berfelben durch n eine Parallele, 
fo fchneidet diefe die ab in dem ges 
ſuchten Punlte z. 

Aufgabe 134. Bon dem Punkte m ber Geite ac be 
Dreiecks abc aus foll eine Linie durch dad Dreied fo gezogen 
werden, daß daſſelbe durch diefe Linie balbirt wird. 

Auftöfung. Halbire cb in « und ziehe au, fü ift 
haca — Aacb, und daher 
auch Aace — '% Aabc. 

Wird nun mn fo gezogen, daß a 
Amen = Aaca (Aufg.131.) 
fo it au) Amen = '% Aabc 

Liegt nun n zwifchen c und b, 
fo iſt mn bie gefuchte Theilungs- x 
linie; liegt m aber in ber Verläns 
gerung von ch, wie diefes bier der 
Fall ift, fo ziehe mz, fo daß Ä 

Amzx — Abxn (Xufg. 133.) 
fo iſt mz bie Theilungslinie. | 
Beweis, Da Amıx = Abın (p. c.) 
und mcbx — mcbx 
ſo iſt an mcebz = Amen (©. 2) 
dbanın Amen = Aace ı, Aabc (p: c.) 
fo ift au) mebz LT 

Aufgabe 135. Man fol von einem gegebenen Punkte, in 
dem Umfange eines Dreiecks, eine Linie durch dafjelbe fo ziehen, 
daß durch diefe Linie das Dreied in zwei Theile getheilt wird, von 
welchen der eine zweimal fo groß als ber andere iſt. 
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Aufgabe 136. Es ift ein Dreieck! gegeben; man fol daffelbe 
in ein anderes verwandeln, von welchem eine Seite und der eine an 
berfelben anliegende Winkel gegeben iſt. 

Gegeben Aabc. 

Geſucht Aman = A abc, fo daß am — d und 
I_man=l_y. | 


p 4 Y :q 
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Auflöfung. Ziehe durch c die pq parallel ab Gi.) 
und ſetze inaanbadenl_bay—= 9 (23.) 
fo ift, wenn yb gezogen wird,, Aaby = Aabc (37.) 
Nimmt man nun am — d und zieht mn, fo daß Aamn 
— Aaypb (Aufg. 131.) 
fo ift aud — — A abe, und zugleich am — a und 
L man = 9; es ift alfo dad Verlangte gefchehen. 


Aufgabe 137. In dem einen Schenkel eines Winkel a ift 
ein Punft m gegeben; man foll durch biefen Punft die Linie mn 
fo ziehen, daß das dadurch abgefchnittene Dreied man einem gege 
benen Dreied gleidy wird. 

Auflöfung. Verwandelt man 
bad gegebene Dreied in ein anderes, 
in welchem bie Linie ma ‚und La 
vorfommen, fo wird die zweite an] a 
anliegende Seite = an; und es ift 
hierdurch der Punkt n gefunden. 

Aufgabe 138. Man foll von der einen Ede eines Dreiecks 
eine Linie durch das Dreied ziehen, die von bemfelben ein Stüd 
abfcehneidet, das einem anderen gegebenen Eleineren Dreied gleich ift. 

Aufgabe 139. In der einen Seite eines Dreiecks ift ein 
Yunft gegeben; man foll von diefem Punkte aus eine Linie ziehen, 
durch welche von dem Dreied ein Stud abgefchnitten wird, bas 
einem andern gegebenen Eleineren Dreied gleich iſt. 


a 
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—7 Aabc und der Punkt m in der Seite ac. 
Gefucht der Punkt z, fo daß abzm einem gegebenen Dreicde 
glei wird. 

Auflöfung. Verwandte das 
kleinere Dreied in ein anderes. man, 
in welchem die Seite am und L_a 
vorfommen (Aufg. 136.) 


Liegt nun n zwifchen a und b, 
fo ift mn bie Xheilungslinie; liegt i 
n aber, wie hier, in der Verlaͤnge⸗ A b n 
rung von ab, fo zieht man mz, 
fo daß Amxz — Abxn (Aufg. 133.), fo ift mz die gefuchte 
Zheilungslinie. 





Aufgabe 140. Man foll von einem, in ber einen Seite 
eines Dreiedd gegebenen Punkte m zwei Linien durch das Dreieck 
ziehen, durch welche zwei Stüde von demfelben abgeſchnitten wer- 
ben, die zwei gegebenen Dreieden gleich find, die zufammen Eleiner 
find, ald dad Dreied, in deſſen Umfang ber Punkt m gegeben if. 


Aufgabe 141. Innerhalb eines Dreiecks abc ift ein Punkt 
m gegeben, der mit der einen Spitze c durch eine gerabe Linie mc 
verbunden iſt; man foll das gegebene Dreieck abc in ein mbered 
verwandeln, deffen Spige in m liegt 
und deflen Grunblinie mit ab zus 
fammenfält, und es foll auf jeder c 
Seite. von cm der abgefchnittene 
Theil von dem Dreied dem, auf 
eben diefer Seite hinzufommenden 
Theile gleich feyn. ‚aa nn B 

Aufloͤſung. Verlängerecm, 
bis fie die ab in d ſchneidet, und ziehe 

ne,fo daß Amdae = Acda (Xufg. 131.) 
und mß, = = Amdß = Acdb £ 
fit Aamß = Aabc 

alfo das Verlangte gefchehen. 

Aufgabe 142. Innerhalb des Dreiedd abc ift ein Punkt 


m gegeben und mit ber Spige c bed Dreieds verbunden; man foll 
mn fo ziehen, daß dur cm und mn dad Dreied halbirt wird. 
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Auflöfung. Verwandele Aabc in Acemb, nach der Ans 
leitung Aufg. 141., und halbire «ß inn und ziehe mn, 
ffit Aemn = Aßmn_ (38.) | 
und daher auch acmn — bcemn. 
Anmerkung. Fällt der Punkt n in die Verlängerung von ab, fo wirb 
der herausfallende Theil in das Dreieck hineingefhafft, nach der Anleitung, Auf: 
gabe 133, 





Aufgabe 143. Man foll von dem, innerhalb des Dreiecks 
abc gegebenen Punkte m, der mit c durch cm verbunden ift (Fig. 
Aufg. 141.), die mn fo ziehen, daß ber eine heil acmn zweimal 
fo groß, ald ber andere Theil bemn wird. 

Auflöfung Theile «aß inn, foan = 2% ßn und 
ziehe mn, fo iſt diefe die gefuchte Theilungslinie. 

Aufgabe 144. Innerhalb eines Dreiecks abe iſt ein Punkt 
m gegeben, ber mit "der Spite c des Dreiedd dur mc verbunden 
iſt; man fol von m aus die mz fo ziehen, daß ber Theil cmza 
einem gegebenen Dreiede. gleich wird, das Kleiner ald Nabe if. 

Auflöfung. Verwandle das 
kleinere Dreied in ein anderes men, c 
in welchem eine Seite = mc und 
ein an berfelben anliegender Winkel 
— I_mca vorfömmt (Aufgabe 
136.), und ziehe hierauf mz, fo daß a Z 
Amzx — Aaxn (Aufg. 133.), 
ſo iſt das Verlangte geſchehen. n 


Aufgabe 145. Innerhalb eines Dreieds abe ift ein Punft 
m gegeben, der mit einem Punfte d in der einen Seite des Dreiecks 
dur die gerade Linie md verbunden iftz man fol Amaß — 
Nabc fo zeichnen, daß der auf jeder Eeite von md durh m« 
und mß abgefchnittene Theil des Dreiecks abc eben fo groß ift, 
ald der auf eben dieſer Seite hinzufommende Theil duch Amaß. 
Es foll alfo feyn mdx — axa und mdcz — baP. 
Erſte Auflöfung. Biehe ma und mb, fchaffe in der Fi: 
gur mdab die Ede d weg, indem’ durch d die dx parallel ma 
gezogen wird, bis fie die verlängerte ba in «& ſchneidet, und vers 
binde m mit « durch me, wodurch Amaa —= Amda, und 
daher auch 

Asse = Amxd wird. 


= 1, = 


Ferner fchaffe nun in ber Figur mdchba zuerft die Ede d 
weg, ziehe alfo mc, mit berfelben durch d die dy parallel, welde 
die verlängerte bc in y fchneis | 
det und verbinde y mit m, 
wo nun 

Amcd = Amcy if; 
und daher auch mdcba — 
myba. Von der Figur mpba 
fhaffe nun die Ede y weg, „——- 
ziehe alfo mb und derſelben « a n b 6 
parallel die yß durch y, welche 
die verlängerte ab in ß ſchneidet und ziehe Bm, fo iſt 

. Abmß = Abmy 
und baher au) amß = amyb 
und wel amyb — amdcb 
fo ft au amß = amdchb 
und baher Aamß das verlangte Dreied. 

Zweite Auflöfung. Ziehe max, fo daß Aamae — 
Aamd, und verwandele nun Aabc in ein andered, in welchem 
die Seite ma und der an berfelben anliegende Winkel mab vors 
koͤmmt (Aufg. 136.) If nun Amaß das durch diefe Verwand⸗ 
lung erhaltene Dreied, fo ift daffelbe das Gefuchte. 

Aufgabe 146. Innerhalb des Dreiedd abc (ber obigen 
Figur) iſt ein Punkt m gegeben, der mit einem gegebenen Puntte 
d der einen Seite durch md verbunden ift; man foll von m aus 
die Linie mn fo sieben, dag dur) md und mn dad Dreied hal 
birt wird. 

Auflöfung. Verwandle Aabe in Amaß, fo daß Aaxe 

— Amxd wird (Aufg. 145.), halbire «ß in n und ziehe mn, 
fo ift dad Verlangte. gefchehen. 

Aufgabe 147. Innerhalb eines Dreieds ift ein Punkt m 
gegeben, der mit dem in ber einen Seite gegebenen Punfte d durch 
md verbunden ift; man fol mn fo ziehen, * der Theil mdan 
einem gegebenen Dreiecke gleich wird, 
das kleiner iſt als Aabc. 

Aufgabe 148. Ein Dreieck 
abc ift gegeben, und von ber einen 
Ede a deffelben aus ift eine Linie 
von gegebener Länge am gezogen; 
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man fol in ac ben Punkt n finden, daß wenn mn gezogen wird, 
Aamn — Aabe wird. 

Aufloͤſung. Dieſe wird mit Huͤlfe der Aufgabe 156. ge: 
funden. | 

Aufgabe 149. Das Dreied abe und bie Linie am find 
gegeben; man fol mn fo ziehen, daß Aamn halb fo groß, als 
Aabe wir. 

Aufgabe 150. Ein Dreied abc ift gegeben, und die bei⸗ 
den Linien ad und aß, die von a aus auf ab und ac abgefchnits 
ten find; man fol ein Dreied aus diefen beiden Seiten befchreiben, 
das dem gegebenen Dreied abc gleich iſt. 

Analyfis. Es fey adß das verlangte Dreied, alfo ad — 
ad und Aadß — Aabc, man ziehe durd) d die mn ber aß 
parallel, und an den Punft y, in welchem ac von mn gefchnitten 
wird, die By, fo ift 

Naßy = Aaßd (37.) 
und da Aaßd — Aabc (p.h.) 
Naßy = Aabe. 

Nun ift Aabe und der Punkt B gegeben, folglich kann 7 
gefunden werden (Aufg. 131). Da 
nun mn parallel ab feyn foll, fo 
ift mn der Lage nach gegeben, aber 
auch a iſt der Lage nad) gegeben 
und ad ber Größe nah, folglich 
für ad — ad auch Ö der Lage 
nah gegeben, wodurch Aapßo bes a bß 
flimmt ift. 

Auflöfung. Ziehe By, fo dag Aaßy — Aabe (Aufg. 
131.), durch y ziehe die mn der ab parallel und ſchlage aus a 
als Mittelpunkt mit ad einen Kreisbogen, der die mn in Ö fehneis 
det, ziehe hierauf ad und BÖ, jo ift Aaßö das verlangte Dreied. 

Determination. Es darf nicht feyn ad fleiner als ber 
normale Abftand des Punktes y von ab, und wenn ad größer iſt, 
als diefer Abftand, fo find zwei Dreiede möglich, die den Bedin⸗ 
gungen ber Aufgabe entfprechen. 





— 176 — 


6. 12. 


Aufgaben von der Verwandlung und Theilung der 
geradlinigen Figuren überhaupt. 


Aufgabe 151. Eine gegebene Figur fol in ein Dreied ver: 
wandelt werden, deſſen Spitze in einem gegebenen Punkte des Um 
fangs liegt, und befjen Grundlinie mit einer gegebenen Seite der 
Figur zufammenfällt; und es fol auf jeder Seite durch das Dreied 
eben fo viel von der Figur abgefchnitten werden, ald auf eben biefer 
Seite durch daffelbe hinzukoͤmmt. 

Gegeben die Figur abcedefg, der Punkt m, in weldem 
die Spige des Dreieds liegen foll, und die Grundlinie defjelben 
fol mit ab zufammenfallen. 

Gefuht Aamß = abcdefg, und ed fol feyn mxcd 


= bx«. 


Zu | — 





Aufloͤſung. Verwandle die Figur in ein Dreieck, von dem 
Punkte m aus, fo daß immer die zunaͤchſt an m anliegende Ede 
weggefchafft wird, bis diefelbe in der Linie ab liegt. Man fchaffe 
alfo nach den Regeln Nr. 5. und 6. der gegenwärtigen Beilage zuerfl 
die Ede d weg, wodurch 

mdcb — myb wird, 
bierauf fchaffe man y weg, fo wird myb = meb, wo nun @ 
bereitö in der Linie ab liegt. 
Auf gleiche Weife werde auf der andern Seite von m: immer 
die zunächft an m anliegende Ede Me bis diefelbe in ab 
liegt, fo ift alddann 

m’efga = mßa 

und es ift nun Aamp das gefuchte Dreied. 

Aufgabe 152. In dem Umfange der obigen Figur abedefg 
ift ein Punkt m gegeben; man foll von biefem Punkte aus die ki⸗ 
nie mn fo ziehen, daß bie Figur durch diefe Linie halbirt wird, 
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Auflöfung. Berwanble bie Figur in ein Dreieck zmß, 
nad) des Anleitung Aufg. 151., halbire die Grunblinie « deſſelben 
in n und ziehe man, fo iſt das Verlangte gefchehen. 

Aufgabe 153. Bon dem Punkte m bed Umfanges ber $is 
gur abcdefg fol die Linie mn fo gezogen werden, daß der das , 
durch abgefchnittene Theil mdcbn ber Figur einer anderen gg | 
benen fleineren Figur gleich wird. 

Auflöfung. Verwandle die Figur abcdefg in ein Dreieck 
ampß, nad) Aufg. 151., und verwandle die Eleinere abzuſchneidende 
Figur ebenfalls in ein Dreied, dieſes Dreied verwandle in ein ans 
deres, in weldhem bie Seite ma und der anliegende Winkel maß 
vorkoͤmmt (Aufg. 136.) Nimmt man nun an fo groß, alö die 
zweite an L_« anliegende Seite diefed Dreieds gefunden wird, fo 
iſt dieſes Dreied — man, e8 ift alſo Amen der abzufchneiden: 
den Figur gleich, und da au Amen = mdcebn, fo ift mdcbu 
der abzufchneidende Theil der Figur abcdefg. 


Aufgabe 154. In ber Figur abedef ift von dem, in bem 
Umfange derfelben gegebenen Punkte m die Linie mn gezogen, welche 
die fa in n außerhalb der Figur ſchneidet; man fol von m aus 
die Linie my fo ziehen, daß mgy der außerhalb der Figur liegen: 
den Flaͤche abgn gleich wird. 

Auflöfung. Verlaͤngere ab, 
welche die mn in x fchneidet, und 
ziehe mp, fo daß mßx = axn 
wird (Aufg. 1383.) Hierauf ziehe 
ebenfalls nach der Anleitung, Auf 
gabe 138., my fo, baf myz = 
bzß wird, ſo iſt my die gefuchte 
Linie. 

Beweis. Da Amyz — Abzß (p. c.) 

und Ambz — Ambz 
pp ii Amlby = Ambß 
und weil Amab — Amab 
fo it au maby = Amaß 
aber Amaß == Aman (I. 39.) 
folgli) it maby — Ananı 
und weil mabg — mabg 
fo bleibt Amgy = abgu 
12 
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Aufgabe 155: Man fol abedef in ein Dreied vermans 
delri, dad mit der Figur die Seite ef und den Winfel f gemein bat. 

Auflöfung. Man nehme e ald die Spige des Dreiecks an, 
und fchaffe nad) und nach immer bie Ede der Figur weg, welche 
zunaͤchſt bei e rechts liegt, bis bie nächfte Ede in der verlängerten 
fa liegt, fo ift das Verlangte geſchehen. 

Aufgabe 156. Innerhalb einer geradlinigen Figur abcde 
ift ein Punkt m gegeben, der mit einem gegebenen Punkte g be3 
Umfanges der Figur verbunden if. Man foll diefe Figur in ein 
Dreied vewandeln, deſſen Spitze in m liegt und deſſen Grumnblinie 
mit ab zufammenfält, und ed foll auf jeder Seite ven mg ber 
durch eine Seite des Dreiedd abgefchnittene Theil der Figur eben fo 
groß fen, als der auf eben diefer Seite durch dad Dreied hinzu⸗ 
kommende Theil, 





& a n b ß 


Auflöfung Nimm in ber Seite ab ber Figur, mit welcher 
die Grundlinie des Dreiecks zufammenfallen foll, beliebig einen 
Punkt n an, ziehe mn, verwandele nun mgdean in ein Dreied 
mne, das mit dem verwanbdelten Theile die Seite mn und I_mn« 
gemein hat (Aufg. 155.), und eben fo verwandele mgcbn in das 
Dreied mnß, dad mit diefem Theile die Seite mn und L_mn$ 
gemein hat, fo ift nun maß das verlangte Dreied. 

Aufgabe 157. Imnerhalb der Figur abcde ift dee Punkt 
m gegeben, ber mit bem Punkte g des Umfanges dur) mg ver= 
bunden iſt; man fol mn fo ziehen, daß durh gm und mn bie 
Figur in zwei gleiche Theile getheilt wird. 

Auflöfung. Verwandle die Figur in Ama nad der Aus 
leitung Aufg. 156., halbire «B in m und ziehe mn, fo ift das 
Derlangte gefchehen. 

Zufag. Bälle der Punkt mn außerhalb der Figur, fo wird ber außerhalb 
liegende Theil Hereingefchafft, nach der Anleitung Aufg. 154. 
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Aufgabe 158. Innerhalb ber obigen Figur abede ift ein 
Punkt m gegeben, ber mit dem Punkte g des Umfangs der Figur 
durch mg verbunden iftz man. foll die Linie mn fo ziehen, daß 
ber Zheil gmnaed einer anderen gegebenen Eleineren Figur’ gleich 
wird. 

Auflöfung Man verwandele abede in Amaß nad 
Aufgabe 156., und verwandele die Fleinere Figur ebenfalld in ein 
Dreied, biefed verwandele man hierauf in ein anderes, dad mit 
Am aß die Seite ma und L_maß gemein hat; ift an die zweite, 
an L_« anliegende Seite dieſes Dreieds, fo ift n der Punkt, wels 
chem die Eigenfhaft zufömmt, daß, wenn man mn zieht, nun 
gmnaed ber abzufchneidenden Bleineren Figur gleich if. 


Bufag. Diefe Aufgabe laͤßt ſich auch auf folgende Art loͤſen: Man ver: 
wandele den abzufchneidenden Theil in ein Dreied, von welchem mg bie eine 
Seite und [|_mgd her. an berfelben anliegende Winkel ift (Aufg. 133.), fo 
wird die dritte Ede dieſes Dreieds in ber verlängerten gd liegen; wirb nun 
der außerhalb der Figur fallende Theil diefes Dreiecks in die Figur hineinge— 
Schafft (Aufgabe 154.), fo erhält man hierdurch bie Linie mn bes gefuchten 
Lage nad. 


Aufgabe 159. Ein Viered fol mit Beibehaltung ber beis 
den Diagonalen defjelben ihrer Größe nach und auch des Winkels, 
unter welchem die Diagonalen fich fhneiden, fo umgeformt werden, 
daß daffelbe durch die eine Diagonale in zwei gleich große Dreiede 
getheilt wird. 

Analyfis. Es ſey abed das gegebene und aßcd das 
umgeformte Viereck, fo fol fyn Macß = Aacd. Iſt nun 

Aamß> Aamd, foift auch mß > md, 
und folglich ift alddann auch —36 
Acmß > Acmd | 
alfo wird Aamß + Acmß > Aamd + Acmd 


ode NAacß > Aacd 

wenn mß > md iſt. 
E3 kann alfo nicht feyn mß > md, wenn Aacß = Aacd 
feyn fol, und aus gleichen Gründen kann auch nicht feyn m 
md. Folglich it mß = md. — — 

Da hun ſeyn fol 30 — bd 
fo it ud mß = md = '/,bd | 
nun ift bd gegeben, alfo auch wß und nd. b“ 
129 
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Auflöfung. Man nehme auf der Diagonale bd das Stüd 
md — mß — "y%, bd, und verbinde bie Punkte B umb 5 mit 
a und c, fo ift aßcd das verlangte Biered. 


Beweis. Da mß=möd 
fit Aamß = Aamd (88. 
und Acmß = Acmd 


alſo auh Aach = Aacd 
dad Viered aß cd wird alfo durch die Diagonale ac in zwei gleiche 
Dreiede zerlegt. 


Da ferner m 3 = md — !, bi 
ſo iſ mß+mö =bd 
un EEE 

alfo B5 — bd 
folglich it ud Aßad— Abad 
und Aßcd = Abcd 


und daher aßcö — abcd 

das Viered aßcd ift alfo aud) dem a 

gegebenen abcd gleich, und beide —— | 
Dierede haben gleihe Diagonalen, \ 
die fish unter einem unveränderten 
Mintel fchneiden. Ä 

















d | 

Aufgabe 160. Es fol ein Biere mit Beibehaltung ber 
Diagonalen, ihrer Größe nach und dem Winfel, unter welchem 
die Diagonalen ſich fehneiden, fo umgeformt werden, daß baffelbe 
durch jede der beiden Diagonalen in zwei gleich große Dreiede zer 
legt wird. 


Auflöfung. Sft abed das gegebene Viered, fo verwanbele 
baffelbe in aßcd, dag Aaßc = Aaöc (Aufg. 159.), nimm 
nun auf ac die ma = my — A ac und verbinde & und y mit 
ß und 5, fo iſt «ßyö das verlangte Viereck. 


7» 
* 


Zuſatz. Es it ma—= my und mß = mö, woraus folgt, daß 
«ßyÖö ein Parallelogramm feyn muß, folglich laͤßt ſich jedes Biere in ein 
Parallelogramm verwandeln, das mit bem gegebenen Viereck gleiche Diagonalen 
bat, die fih in beiden Figuren unter bemfelben Winkel ſchneiden. 
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Aufgabe 161. Zwei Grundſtuͤcke haben die gebrochene Grenze 
abcd gemeinfhaftlih; man foll diefelbe fo trennen, baß eine von 
ım aus gezogene gerade Linie ihre gemeinfchaftlihe Grenze wird. 

Auflöfung. Ziehe 
mn und verwandele bie Fi⸗ 
gur mabcdn, in ein 
Dreied mnx, befien Spitze 
inm liegt und deſſen Grund⸗ 
linie die verlängerte nd 
wird, fo ift nun mx bie 
verlangte Grenze. | 

Bufag. Iſt die Seitengrenze nd in e gebrochen, fo baß fie von hieraus 
die Richtung ef nimmt, fo zicht man buch x eine Linie xz parallel em, und 
ſchneidet diefe bie ef in z, fo ift nun mz bie neue Grenze. 





a m 


' 


Das zweite Buch der Elemente. 





Ertlärungen. 


1) Bon jedem rechtwinkligen Parallelogramme fagt man, es 
fey unter den beiden, den rechten Winkel einfchließgenden Seiten ent 
halten. 

2) In einem Parallelogramme nennt man eins ber beiden, um 
bie Diagonale herumliegenden Parallelogramme mit ben beiden Ers 
gänzungen zufammen ein Gnomon. 


Anmerfungen 1) Die Beftimmungsftäde für ein Parallelogramm find 
die beiden Seiten und ein von benfelben eingefchloffener Winkel. Durch biefe 
drei Stüde iſt ein Prllgr. immer ber Größe und Art nach beftimmt, fo daß, wenn 
verfhiebene Prllgr. biefe drei Stüde gleich haben, biefelben ſich decken müffen. 
Sft nun der Winkel ein für allemal beftimmt, fo ift alsdann bie Figur ihrer 
Größe und Art nach nur noch von ben beiben Seiten abhängig, bie biefen Win: 
tel einfließen, Da nun bei dem rechtwinkligen Prllgr., alfo bei dem Rechtech 
jeber Winkel = R ift, fo hängt bie Größe und Art deſſelben nur von ben beis 
den Geiten ab, bie ben rechten Winkel einfchließen, und es ift daher vollkommen 
beftimmt, wenn bie beiden Seiten beffelben gegeben find, 

2) Sind a und b bie beiden Seiten eines Rechtecks, fo wird baffelbe durch 
a ><b bezeichnet, und es ift Hierdurch die Figur ſowohl ihrer Größe, als ihrer 
Art nad) ausgebrüdt. Der Ausdrud a >< b bedeutet alfo bas unter ben fi: 
nien a und b enthaltene Rechte. Eben fo wird ein Rechtedi, deſſen Seiten bie 
‘ &inien AB und BC find, bezeichnet duch AB >< BC, 

e 8) Sind bie beiden Seiten eines Rechtecks gleich "groß, fo wird baffelbe 
ein Quadrat, und es ift daher, wenn bie Seite eines Quabrat® — AB iſt, 
[JAB = AB X AB, und eben fo ift für die Seite des Quabrats — a, 
Da = ax a Statt a x a ift es gebräuchlich a? zu ſetzen; und es fol 
deher das Quabrat ber Seite a durch a? bezeichnet werben, Iſt AB bie Geite 
des Quabrats, wo alfo A und B bie beiden, an den Enbpuntten ber Seite des 


4 
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Quadrats flehenden Buchſtaben find, fo foll bei dem Gebrauche biefer Bezeich— 
nung AB in Klammern eingefchloffen und. bas Quadrat von AB buch (AB )* 
bezeichnet werben. Hiernach ift | 
DAB = ABAB ⸗ (AB)2, | 
4) Ein gegebenes Prllgr. wird burch bie vier, an ben Ecken deffelben bes 
findlichen Buchftaben bezeichnet; indeffen iſt es gebräuchlich, baffelbe ftatt deſſen 
nur durch zwei Buchftaben zu bezeichnen, bie am gegenüber liegenden Eden ftehen, 
und man fagt daher flatt Prllge. abed gewöhnlich nur Prllgr, ac ober Prilgr. 
bd, Eben fo ift 
Pırllgr. £bie = Prllgr. fi = Prilgr. be 
und Prllgr. afeh == Prllge. ao = SPrllgr, fh, 





5) Zleht man in dem Prllgr. bd bie Diagonale ac unb durch einen be: , 
liebigen Punkt e derfelben die Parallelen fg und hi mit ben Seiten, fo wird 
baffelbe dadurch in vier Prllgr. zerlegt, von welchen bie beiden Ih und ig um 
bie Diagonale liegen, und bie beiben anderen hg und fi die Ergänzungen find 
(I, 43.) Diefe beiden Ergänzungen nun und eins ber um bie Diagonale lie: 
genden Prllgr. bilden zufammen ein Gnomon, welches gewöhnlich dadurch bezeich: 
net wirb, baß man bie an einander liegenden Winkel der drei Prllgr., aus wel 
chen der Gnomon befteht, durch einen Kreisbogen einſchließt und bie an biefem 
Bogen ftehenden Buchftaben angiebt. So beftcht Gnomon mon aus ben 
Prllgr. gh, hf und fi, " 


U. Satz 41. Lehrſatz. 

Wenn von zwei geraden Linien a und bin bie eine bm in 
beliebig viele Abfchnitte be, cd, dm Re wird, fo ift das unter 
ben beiden Linien a und . ze: 
bm enthaltene Rechted eben 
fo groß, als die unter ber: 
ungetheilten a, und jedem 
ber Abfchnitte bc, cd, dm 
enthaltenen Rechtecke zu: 
fammen. 

Beweis. ISnb erw 
rihte auf bm eine Nor 


C d m 





* 


a die Normale ax — a c, vollende 
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male bn (I. 11.), ſchneide auf berfelben bB=aab (1.3) 
vollende das burh bm und Bd — a beflimmte Rechte bmef 
und ziehe durch c und d die cy und dd der bn parallel, fo ift 
y=dö=bß=a (I. 34) 
ba nun Rehted be=by-+ cö + de 
und Rehted be = bm x.bB=—=bmxXa 
ſo iſt ach buxam=by+ cö-+ de 
und da by — be Xbß — bexa 
c—=cdxXıy — cdxa 
und de=dmxdö=dmxa . 
fo fbmxa—=bexarcdxartrdmxa 
was bewiefen werben follte. 


⸗ 





II. Satz 2. Lehrſatz. 


Wird eine gerade Linie ab in einem beliebigen Punfte e ge 
fhnitten, fo find die unter ber ganzen ab und jedem ber beiven 
Abfchnitte ac und ch enthaltenen | h 
Nehtede zufammen bem Quadrate, — — 
der ganzen Linie ab gleich. — 

Beweis. Beſchreibe von ab. . 
das Quadrat ab B« diefer Linie - 
(I. 46.) und ziehe durch c bie cp. 
parallel a (I. 31.), und alfo auch 
ber b (I. 80.), fo ift ta. FR 
Rechteck ab X au — ac X au +cbxaae (1) 

und dba aa = ab (p. c.) j 
fit abXab—=acxXab-tchb ab 
nämlich es ift (ab)? —= ac x ab +.ch,x ab. 





I Satz 3. Lehbrfas. 

Wird eine gerade Linie ab in einem beliebigen Punkte c ge 
fhnitten, fo ift das unter der ganzen ab und’ dem einen Abſchnitte 
ac enthaltene Nechted fo groß, als R 
das Quadrat biefes Abſchnittes ſammt * | T 
dem Rechtecke beider Abſchnitte ac 
und ch, | | 

Beweis, Auf ab errichte in | 
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das durch ab und a« beflimmte Rechte aß. und ziehe burd) c 
bie cy parallel ax (I. 31.), und alfo auch der bP, fo ift cy — 
ac — ac und 
das Rechteck ab x ax = ac X aa +chbXaax (1) 
und da ae == ac (pP. c.) 
ffit abXac =aexac+chbxXac 
nämlih esift ab X ac — (ac)? + ch X ac. 





Ik Sat 4 Lehrſatz 


Wird eine gerade Linie ab im einem beliebigen Punkte c ges 
ſchnitten, fo ift dad Quadrat der ganzen Linie ab den Quabdraten 
beider Abfchnitte ac und-cb, ſammt dem zweifachen, unter beiden 
Abfchnitten ac und ch enthaltenen Rechteck gleich. 

Beweis. Befchreibe über ab 
das Quabrat abß« (I. 46.), ziehe die 
Diagonale aß, durch c die cy parallel 
ac und bß (I. 31.), und durch den 
Punft e, in welhem die Diagonale 
von cy geſchnitten wird, ziehe df yas 
rallel ab und aß. 

Da ba = bß 8 c.), ſo iſt 
LEx 2Ly A R 
weil x 4 ET TBEEN | 
Da nun Lz=1y(d.9),fpfftauad _x=lLz 
und daher ce — ca, folglih ift das Prülgr. aced gleichfeitig, 
es ift aber auch rechtwinklig, weil Lace—=I_b—=R, folglic 
ift dafjelbe ein Quadrat, und zwar ift aced = Dac, und aus 
gleihen Gründen ift auh efßy = Def = Dch. 

Da ce — ca, fo ift Redted cf — ac X ch } 
und weil cf ca (I. 43.), fo ift auch Rehted en —=ac X ch 

Nun it Dab—=cd+fy+tcl+ eu 
es ift alfo auh Dab—= Dac + Mcb + 2.(ch 
ode Dab = Dac + Och +?2.(acX eb) 
was bewiefen werben follte. 

Zuſatz. Es folgt hieraus, bafi die in einem Quabraf um 
die Diagonale herinnliegenden Priügr. ebenfalld Quadrate find. 

Anmerkung Die Richtigkeit bes obigen Lehrſatzes läßt ſich auch kurz 
auf folgende Art beweiſen: 
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Es iſt | 
(ab)? = ac X ab + cb ab (2) 
aber ao ab — (ac)? + ac x<cb (3.) 
und cb X (ab) = (cb)? + cb X ac (3.) 
folglich ift auch) | | 
(ab)? = (ac)? + ao><cb + (cb)? + cb X ac 
alfo (ab)? = (ac)? + (cb)? + 2.(ao x ch. 





Tl. Satz s. Lehrſatz. 


Wird eine gerade Linie ab bei c in gleiche und bei d im un 
gleihe Stüde gefchnitten, fo ift dad unter dem ungleichen Stüden 
ad und db enthaltene Rechte, fammt dem Quadrate des zwiſchen 
den Zheilpunften befindlihen Stüdes cd, dem Quadrate der hal: 
ben Linie cb gleich. 

Beweis. Beſchreibe 
über be das Quadrat bcyß 
(I. 46.), ziehe die Diagonale 
by, dur d die dh parallel 
cy oder bß, und durch ben 
Punkt e, in welchem die Dias 
gonale von dh gefchnitten wird, 
die fg parallel der ab; ende; 
lich ziehe durch a die ag parallel cy und alfo auch der b£. 

Daac=chb (ph), piffA=B.L-C (I. 36.) 
Ä | und da B— D (I. 43.) 
ſo folgt A b=B C D 2. 

Es ift oben ne B 2 adxd Pi Bee 
und weil de — db (4), ſo iſt a - B = adx. db 
folglich ft ud adaxdb= B-C+HD 

danın E = E 

foif aaxdd+E=BHCHD FE 

naͤmlich es it adxdb-+ E = Dceb 

und wel E= Dcd (4) 
fo ift endlich ad x db + Ocd = Ich 
was bewiefen werden follte. 
3uſatz. Wird alfo eine gegebene gerabe Linie ab in e im gleiche und it 
d in ungleiche Stüde geſchnitten, fo ift immer das, unter den gleichen Gtüden 
enthaltene Rechteck ac > ch größer, als das Rechteck ad X db, welches 
unter den ungleichen Stuͤcken enthalten iſt. 
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U. Satz 6. Lehrfap. | 
Wirb eine gerade Linie ab in c halbirt und berfelben in ges 
raber Richtung ein Stud bd angefegt, fo ift dad unter der ange: 
festen bd und der ganzen verlängerten Linie ad enthaltene Rechted, 
fammt dem Quadrate der halben Linie cb, dem Quadrate der aus 

der halben und der angefeßten beftehenden Linie cd gleich, 

Beweis. Befchreibe über 
cd das Quadrat cdhy (1.46.), 
ziehe die Diagonale dy, durch 
b die bß parallel cy und dh 
(I. 31.), und durch den Punkte, 
in welchem die Diagonale von 
bB gefchnitten wird, ziehe fg 
parallel da und by, und ziehe 

durh a bie ag parallel cy. 

Daca=ch (ph),piffA=B (Il. 36.) 

fme it B=C (. 43.) 

nd D=D 

folglich ift A+B+-D=-B+C+D 

und wii A-B+D=adx.df 
ud B+C+D = Gnomon mon 
fo it ad x df = Gnomon mon 

es ift abe df=bd (4) 


alfo aud ad x bd — Gnomon mon 
hierzu (be)? = E (4. 
giebt ad x bd + (bc)? = Gnomon mon + E 
und weil Gnomon mon + E = (cd)? (p. c.) 


fo ift endlih ad x bd + (bc)? = (cd)? 
was bewiefen werben follte. 








II. Sa 7. Lehrfap. 

Wird eine gerade Linie ab in einem beliebigen Punkte c ges 
fhnitten, fo find die beiden Quadrate ber ganzen Linie ab und des 
einen Abfchnittes bc zufammen eben fo groß, ald bad zweifache, 
unter der ganzen ab und dem gedachten Abfchnitte be enthaltene 
Rechte, fammt dem Quadrate des zweiten Abſchnittes ac, 
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Beweis. Beſchreibe Über ab das Quadrat abßa (I. 46.), 
und vollende die Figur in gleicher Art, wie bei Sat 4, 





Gift B= 
G= 
dp B+rc= 
und wii A+ CC = abxbf=abxXbe (4) 
fit AHC+B+C=2(brxbe) 
D = (ac)? (4.) 
daher DHA+C+HB+C = 2(ab X be) + (ac)? 
Dann DrFA+C+B = (ab)? und C = (bc)? 
fo it (ab)? + (bc)? —= 2 (ah X bc) + (ac)?. 


Zuſatz. Da2 (ab be) + (ag)? = (ab)? + (bc)? 
fo folgt, wenn man 2 (ab > be) auf beiden Seiten wegnimmt 
(ac)? — (ab)? + (be)? — 2 (ab X be) 
das Quadrat des einen Abfchnittes ac wird alfo erhalten, wenn man von ber 
Summe ber Quadrate der ganzen inte ab und. des andern Abſchnittes be, das 
zweifache Rechteck dieſer Linien ab und be abzieht. 





N. Satz 8. Lehrſatz. 

Wird von einer geraden Linie ab pin beliebiges Stüd bc 
abgefchnitten, und berfelben ein eben fo großes Stud by angefekt, 
fo ift das Quadrat ber verfürzten Linie ac, fammt dem vierfachen, 
unter der ganzen ab und dem abgefchnittenen Stüde be enthaltes 
nen Rechted fo groß, ald dad Quadrat ber verlängerten Linie ay. 


Beweis. Es tft a ce b >, 
(ay)* — (ab)? + (by)? +2 (ab x by) (4.) 
und da by = bc (p.h.) 
(ay)? = (ab)? + (be)? + 2 (ab X be} 
und weil (ab)” — (ac)? + (bc)? +2 (ac > be) (4) 
fo ift au fay)? = (ac)? + 2be)? + 2lac>cbc) +2(ah-be) 
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nämlich es if 
(y? = (ac) + 2 [ube)? Fac>x<be] +2 (ab Xbe) 
ind da (be? Facxbe =abxXbc . (3) 
ſo wird (ay)? = (ac)? +2 (ab X be) +2 (ab + be) 
nämlich es iſt 

(ay)? = (ac)? +4 (ab X be) 
was bewiefen werben follte. 





I. Satz 9. Lehrſatzz. 


Wird eine gerade Linie ab bei c in gleiche und bei d in uns. 
gleiche Stude gefchnitten, fo find die beiden Quadrate der ungleis 
dem Stüde ad und db zmeimal fo groß, ald die beiden Quadrate 
der halben Linie ac und des zwifchen den Zheilpunften befindlichen 
Etüdes cd. 

Beweis. In c errichte auf ab 


die Rommale ce, mahece=ca = Fr 
ch, jihe ea und eb. Durch d ziehe 
df parallel ce und durch £ die fg pa» — 
talk ba, und ziehe af. a ed 
Dce=cam Leca=R 
fit Lcae=Lcea= A R (I. 32.) 
und aus gleihen Gründen Lcbe=>Lceb=',R 
dp Laab=,R +, R= R. 
Da num ame c.) und _Lb=',;R, fo if 
Lifb = ', R (I. 32.), und daher df = db 
und aus gleichen Gründen ift au "gf= ge. 
- Es ift (af)? = (ae)? + (ef)? (I. 47.) 
uhd auh (af)? = (ad)? + (df)? 
alfo lad)? + (df)? = (ae)? + (ef)? 
und weil df= db 
(ad)? + (db)? = (ae)? + (ef). 
Nun iſt aber (a e) = (ac)’ + (cc)? = 2 (ac)? 
und (ef = (gif +)’ =2 ur. 
folglich iſt * , (ad)? + (db)? = 2 (ac)? + 2 (gf)? 
und da gf=cd (I. 34) 
fo if (ad)? + (db)? = 2 (ac)? + 2 (cd)?. 
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1. Satz 10. Lehrfap. 


Wird eine gerade Linie ab in c halbirt und ihr ein Stüd bad 
in gerader Richtung angefegt, fo find die beiden Quadrate ber anı 
gefegten bd und der aus der ganzen und ber angefegten beftehenden 
ad zufammen zweimal fo groß, ald die beiden Quadrate ber hal: 
ben Linie bce.und ber, aus ber | e g 
halben und ber angefegten beftes | 
benden cd. | 

Beweis. Errichte in c auf 
ab die Normale ce — cam a d 
cb und ziehe ae und eb, Dur 
e ziehe eg parallel ad und durch f 
d die gf parallel ec, fo ift 

Ldge+Lgec=2R (I. 29.) 

daher dge+i_geb<2R 
und folglich treffen eb und gd verlängert zufammen; es fey f der 
Durchſchnittspunkt. Man ziehe af. 
Daoce=mcambLc=R,fpiffLcea=Lcae = '%R 

und eben fo it aud Iceb = I_cbe = ';R 
und dahe Laeb— 3 R+YGR—R. 
Da Ldbf= Lebe (I 15.) 
und Lebe — R 
fo it ud I_dbf= ',; R 
aber I_bdf—R 
folglich it I_bfd — '„ R (I. 32.) 

Es ift alfo L_dbf — L_bfd, und daher df — db (I. 6.), 
und aus gleichen Gründen ift auh fg — ge. 

Nun ift (af) — (ae)? + (ef)? 


hT——— —— —— — — — ñ—— 


und weil df — db 

(ad)* 4 (db)? — (ae)? + (ef)? 

Es ift aber (ae)? — (ac)? + (ce)? — 2 (ac)? 

und (ef)? — (gf)’ + (ge)* — 2 (ge)? 
folglih ift (ad)? + (db)? — 2 (ac)? +2 (ge)? 

und weil ge= cd (I. 34.) 

fo ift endlih (ad)? + (db)? — 2 (ac)? + 2 (cd)? 
was bewiefen werben follte. 
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MH Satz 11. Aufgabe. 


Eine gegebene gerade Linie ae foll in x fo gefchnitten werben, 
daß das unter der ganzen ae und dem einen Abfchnitte ex enthal: 
tene NRechted dem Quadrate des ans 
bern Abſchnitts ax gleich wird. 

Auflöfung. Von ae befchreibe 
dad Quadrat aefb, halbire ab in c, 
ziehe ce, verlängere ca, bi$ cd—ce, 
von ad befchreibe dad Quadrat adhx, 
fo ift ae in x fo gefchnitten, daß 

ae>Xxex — (ax) 

Beweid. Da ab in c halbirt 
und ihr in gerader Richtung das Stüd 
ad angefegt ift, fo ift 

bd x da + (ac)? — (cd)? (6.) 

unnda da— dh md ed — ce (p.c.) 
bd x dh + (ac)? — (ce). 
Es ift aber (ce)? — (ac)” + (ac)* (1.47.) 
folglich ift auch bd x dh + (ac)? — (ae)? + (ac)? 
und daher bd x dh — (ae)? (©. 3.) 

nnideift A+B—-B+C 

und alfo auh A —(C, 
Nun ift A — (ax)? un C— fe Xex —aeXex 
folglich ift (ax)? — ae X ex. 








Zuſatz. Dacd= ceund ca — !/, (ae) 
foit ad= ce — '/z, (ae) 
aber ax = ad 

es ift alfo au ax — ce — 7, (ae) 
In dem rechtwinkligen Dreieck aec ift 
aber ac = T/, (ae) und ce bie Hypothe⸗ 
nuſe; das Stüd ax wird alfo gefunden, wenn 
man in a auf ae eine Normale ac — 
I/, (ae) errichtet, ce zieht und auf diefer 
£inie cz = ca nimmt, ez ift alsdann dem 
gefuchten Abfchnitte ax glei. C 
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I. Satz 1. Lehrſatz. 


In jebem flumpfmwinfligen Dreied bac ift dad Quadrat ber 
bem fiumpfen Winkel a gegenüber liegenden Seite bc größer, als 
die Summe der Quadrate der beiden übrigen, ben fiumpfen Wins 
fel einfchließenden Seiten ac und ab, b 
und zwar um bad zweifache Nechted, 
welches unter einer Seite ca, die an 
dem flumpfen Winfel a anliegt, und 
der Verlängerung ad diefer Seite bis 
zu dem Fußpunkte d, ber von bauf c 
ca gefällten Normale, enthalten ift. 

Beweis. Da cd in a geſchnitten wird, fo ift 

(cd)? = (ca)? + (ad)? 2 (ca x ad) (4.) 
und (bd)? — (bd)? 
daher (cd)? +(bd)? — (ca)? + (ad)? + (bd)? + 2 (ca ad) 
7 un _ 7. 
folglih (cb)2 — (ca) + (ab)? +2 (ca x ad) 
(I. 47.), was bewiefen werden follte, 








1. Sa 13 Lehrſatz. 


In jedem Dreied bac ift dad Quadrat ber einem fpißen 
Winkel a gegenüber liegenden Seite bc Heiner, ald die Summe 
ber Quadrate der beiden, biefen Winkel einfchließenden Seiten ac 
und ab, und zwar um das zweifache b 
Rechteck, welches unter einer, an dem 
fpigen Winkel a anliegenden Seite ca 
und dem Theile ad diefer Linie, der zwis 
fhen dem Scheitel a des fpiten Winkels 
und dem $ußpunfte d der von b auf ca - 
gefällten Normale liegt, enthalten ift. ec d ” 


Beweis. Daacind getheilt ift, fo hat man 
(ca)? + (ad)? — (cd)? +2 (caxX ad) (7.) 


re, (bd)? — (b.d)? EEE RER 

alfo (ca)? + (ad)? + (hd)? — (cd)? + (bd)”+2(caxad) 
nr ee um u 

und (ca)? + (ab)? = (be)? + 2 (ca x ad). 


‚ Man muß alfo zu Cbc)?, d. i. zu dem Quadrate der dem 
fpigen Winkel a gegenüber liegenden Seite be noh 2X (caXxad) 
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binzuthun, wenn eben fo viel herausfommen fol, als bie Summe 
der Quadrate ber beiden übrigen, ben fpigen — a einſchließen⸗ 
den Seiten betraͤgt, und es iſt daher 

(bc)? < (ac)? + (ab)? um 2 (ac x ad). 


Bufag. Bicht man von- ber Spise b eines Dreiecks eine Normale ba 
auf bie gegenüber liegende Seite ac, welche bie Grunblinie feyn fol, fo wirb 
biefe dadurch im zwei Abfchnitte ad und do getheilt, und es ift ad der an bem 
Winkel a anliegende Abſchnitt der Grundlinie. Iſt nun a ein fpiger Winkel, 
fo fällt ad mit ber Grunbdlinie zufammen, und zwar iſt diefer Abſchnitt nur ein 
Theil der Grunblinie, wenn auch c ein fpiger Winter ift, wie bei I. Iſt aber 
e ein flumpfer Winkel, wie bei U., fo wird ber Abfchnitt ad größer, als bie 
Grundlinie. Derfelbe wird der Grundlinie gleich, wenn o ein zechter Winkel iſt; 
und ift a ein rechter Winkel, fo wirb ber — ad Oʒ es fällt naͤm⸗ 
lich alsdann d mit a zuſammen. 





Iſt a ein ſtumpfer Winkel, fo faͤllt ad nicht mit ber Grundlinie zuſammen, 
ſondern er liegt alsdann in ber über a hinaus verlängerten Grunblinie. 

Das unter der Grunblinie ac und dem an a anliegenden Abfchnitte ad 
enthaltene Rechteck, zweimal genommen, muß num von bee Summe ber Duabrate 
der beiden, ben Winkel a einfchließenden Seiten ab ımb ac abgezogen werben, 
um da3 Quadrat der dem Winkel a gegenüber liegenden Geite bo zu erhalten, 
wenn ad mit der Grumblinie zufammenfällt, wenn alfo | a <{ R ifl, wie dies 
feö bei I. und II. der Ball iſt. Liegt der Abfchnitt ad aber in ber rüdwärts 
verlängerten Grunblinie, wie bei III., ift alfo |_a > R, fo muß bas Zwei⸗ 
fache des Rechtecks ac >< ad gu ber Summe der Quadrate ber ben flumpfen 
Winkel einfchließenden Seiten ac und ab abbirt werben, um bad Quabrat ber 
Seite be zu erhalten, welche dem Winkel a gegenüber liegt. 

. Daher ifk für bie Figuren I. und II, 
(be)? —= (ab)? + (ac)? — 2 (ao x ad) 
und für die Bigur IM. iſt 
(be)? = (ab)? + (ac)? + 2 (ao xad). 
Dieſe Säge find auch noch alsdann güjtig, wenn das Drrieck rechtwink⸗ 
iR. N 

Sk le = R, fo wird ad 0, und daher 

(be)? u (ab)? + (ac)? — 2 (ac X o) 
13 


EHE fo ein Rechteck kuriaddiren, deſſen eine Seite — o, und Bas daher ſeloſt 
— 0 iftz man hat alſo in biefemsZall nichts zu addiren, und es iſt 
(bo)? BT —J | 
welches der Sag I. 47. iſt. 2 * 
Iſt Ee — B, ſo wird ad = ac, und daher‘ 
Ian (bo)? = (ab)? IE (ac)? 2 (üciX ac) 
nd (bet ur EMBNTT zT — 


d folgli J 
ei —— > Bo)% = (ab)2 — (a6)? 


Man ang: alſo von dem Quadrate ber Seite. ab; bie. ‚dem: — Winkel 
a gegenuͤber llegt, das Quadrat der einen, am]: « auliegenden Seite ac ab: 
ziehen⸗ um das Quadrat der anders, an |_a. — Seite zu erhalten, wie 
ebenfalls unmittelbar aß: 15-47: folgt. 
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u er 14. Au * abe. 

Es ift irgend eine gerablinige Figur A gegeben; man foll ein 
berfelben gleiches Quadrat befchreiben. 

Auftöfung. Befchreibe ein der Figur A gleiches Rechteck ae 
(I..41.) Sind nun die Seiten ad und de beffelben gleich groß, 
fo ift ae felbft das verlangte Quadrat; find ad und de aber uns 
gleich ‚ fo verlängere die eine Seite ad, nehme db = de, halbire 
ab in c und befchreibe aud c, mit ca — cb ben Halbfreis bga. 
Verlaͤngert may nun ed, bis biefe Linie den Halbkreis in g ſaua 
det, fo iſt dg bie Seite des verlangten — | 





Beweis. ziehe cg. Da ab inc belbit und ind ungleich 
getheilt iſt, ſo iſt 
ad db 4 (cd)? — (eb)? 5 
und weil db — de und eb — cg: (ps c.) 
adx<de + (cd)? = (cg)* 
Es ift aber (eg)? — (de)? + + (ed)? Ki 2) 
folglich iſt auch ‚ad x de + (cd)? — (dp)? - Su z * 
und Daher ad x de = -.(dg)?: 








Da nun adxde—=A (p.c) 
— *ſo iſt auch A (dp)? 
was bewieſen werden ſollte. | 


Anmerkung. In I 45. iſt nachgewieſen, baß jede gerablinige Figur 
in ein Rechte ſich verwandeln laͤßt, und hier in Sag 14. wird gezeigt, wie es 
möglich ift, ein Quadrat zu confteuicen, das einem gegebenen Rechteck gleich ift, 
Durch beide Säge zufammen ift alfo nachgewiefen, daß es möglich ift, für eine 
jede gegebene geradlinige Figur ein ihe gleiches Quadrat zu conſtruiren. 
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Beilagen zu dem zweiten Buche, 


L. Das Weſen des zweiten Buches der Elemente. 


Wird irgend ein mathematifcher Ausdruck umgeformt, fo daß 
man 3. B. bloß angebeutete Rechnungen entweder ganz oder auc) 
nur zum Zheil ausführt, fo erhält man einen Ausdrud der, von dem 
urfprünglich gegebenen, durch eine andere Verbindung ber vorfoms 
menden Größen fi unterfcheidet. Beide Ausdrüde find dem Werthe 
‚ nad glei und Fünnen daher durch das Gleichzeichen verbunden 
werben. Die auf diefe Weife erhaltene Gleichung nennt man eine 
analytifche, deren Eigenthümlichkeit darin befteht, daß bie beiden 
Theile derfelben nothwendig gleich feyn müffen, während bei der 
algebraifchen Gleichung die beiden Theile berfelben nur vermöge ber 
Bedingungen einer Aufgabe gleich feyn follen. Die beiden Theile 
der analytifchen Gleihung find nur der Form nad) berfchieden, fo 
daß der eine Theil aus dem andern gefunden werben kann; die der 
algebraifchen Gleichung aber find wefentlich verfchieden von einander. 

Jede analytifche Gleihung drüdt ein allgemeines Gefeh aus, 
das als ein’ Lehrfag aufgeftellt und bewiefen werben kann. Diefe 
Gefege find für die ganze Mathematik von großer Wichtigkeit und 
werben: alıch in ber Geometrie vielfach gebraucht; und gerade die 
aus den einfachſten Formen entfiehenden amalytifchen Gleihungen 
führen zu ben wichtigften und einflußreichften Geſetzen, die bei jeder 
Gelegenheit mit dem befteri Erfolg ſich anwenden laffen. 

- Erläuterung. - E3 fey der einfache Ausdruck gegeben 

*  (@+b) + (a — b) 
ſo kann für denſelben auch geſetzt werben 
13 * 


Pr} 


— 16 — 


a+b+ra—h 
und da + b.und — b fi) heben, fo bleibt a + a = 2 a, mb 
ed iſt daher = 
| (a 4 b) 4* (a — by) 2 2 4 
woraus folgt, wenn man dur) 2 theilt 
a@+b+(-—b _, 
2 


Diefe ahelhtiſch Gleichung druͤckt das Geſetz aus: „Wird 
zu ber Summe (a + b) zweier Größen a und b ihre Differenz 
(a — b) addirt, und man nimmt hiervon die Hälfte, fo erhält man 
die größere der beiden Größen» und eben fo findet man 

a+b— (a—b) — 
2 
„Die kleinere der beiden Groͤßen wird alſo erhalten, wenn man von 
der Summe beider, ihre Differenz abzieht, und von dem Reſte die 
Hälfte nimmt.” Iſt z. B. die — zweier — — 38 und 
ihre Differenz — 12, fo iſt 
+12 _ 50 _ 2 








i N) == = 
die größere — a | 
N . 39 — 12 26 
= = — = 13. 
die Eleinerg — za 


Diefe Regel, ifl bereits bei der Auflöfung mehrerer Yufga- 
ben in S. 7. der Beilage VI. zu dem erfien Bude, benutzt 
worden. 

Die wichtigſten und einflußreichſten analytiſchen Gleichungen 
werden durch naͤhere Betrachtung der, bei der Multiplication vor⸗ 
kommenden Größen erhalten, und es find dieſelben für die Geome⸗ 
trie eben fo wichtig, wie für alle übrigen Zheile der Mathematik. 
Um nun diefe Säge nicht ald Lehnfäge, da wo von denfelben Ge> 
brauch gemacht werben fol, aufftellen zu müfjen, ift es nothwenbig, 
fie in der Geometrie felbft, auf eine diefer Wiſſenſchaft eigenthüm- 
liche Art abzuleiten. Diefes ift der Zwed bed zweiten Bus 
ches der Elemente, in welhem die aud den beider Mul 
tiplication vorfommenden Größen, fih ergebenden 
analytifhen Gleihungen, als Kehrfäge aufgeflellt 
und geometrifch bewiefen werden. ‚Das, zweite Buch; ent= 
haͤlt die ſaͤmmtlichen, auf diefe Weife ſich ergebenden Lehrfäge volls 

ftändig, und fie werden fogleich benutzt, um einige wichtige geome⸗ 
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trifche Säße zu bemweifen, welche nothwendige Ergaͤnzungen zu dem 
erſten Buche enthalten. 

Bei ber Multiplication zweier Factoren hängt die Größe bes 
Probueted von ber Größe ber Factoren fo ab, daß wenn ber eine 
Factor 2 oder 3 mal fo groß wird, dad Product ebenfalld einen 
2 oder 3 mal fo großen Werth erhält: Ganz auf biefelbe Weife 
hängt die Fläche eines Rechtecks von den Seiten beffelben ab; die 
Zläche deffelben wird ebenfalld 2 oder 3 mal fo groß, wenn man 
die eine Seite beffelben 2 oder 3 mal fo Hroß nimmt. Werden 
Daher zwei begrenzte gerade Linien als GStellvertres 
ter zweier Factoren angefehen, fo ifl baß unter biefen 
Linien enthaltene Rechteck das geometrifh conftruirte 
Product biefer beiden ‚Bactoren. Die analytifche Glei: 


hung a 


amcb=ab 
läßt fich daher durch daB Hetäuhe Rechteck I 
geometrifh conſtruiren, wo a und b bie 
Seiten nd ad die Zläche deffelben bedeuten. 


Diefer Satz bildet die Grundlage für bie fimmtlihen Säte 
bed zweiten Buches ber Elemente.- 


Die: erfle Multiplication, welde näher ‚erörtert. werden muß, 
ift diejenige, bei welcher der eine Factor eine mehrgliedrige Größe 
iſt. Wird bdiefer Factor — (a + b + c) angenommen, und ift 
der andere Factor = m; fo erhält man die analytifche Gleichung 


1. mxa+b+-O)=ma+tmb + me. 


Diefe Gleichung drückt das Gefeh aus: Wird ein Factor m 
mit einem anderen (a b + c), ber aus mehreren Theilen bes _ 
fieht, multiplicitt, fo koͤmmt eben fo viel heraus, ald wenn man m 
mit jebem der Theile a, b, c befonderd multiplicirt und bie Pros 
ducte in eine Summe vereinigt. 

Diefes Gefeb wird durch das 
Rechte defg geometrifch conftruirt, 
wo bie eine Seite dg — m ift und 
bie andere Seite aus den Theilen a, 
b und c befieht. Das ganze Recht: 
ed defg befteht aus den 3 Recht: 
eden, deren Flächen ma, mb und mc find, und es ift dieſes ber 
erfie Sat des zweiten Buches. 
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Anmerkung. „Der erfte Satz laͤßt ſich noch unter einer allgemeineren 
Form darſtellen, wenn man auch den erſten Factor m als aus mehreren Theilen 
beſtehend annimmt. Setzt man m = (a + ß * y), fo wird 
@+s+NnxXat+d+g9= | 

@+rt+Nnita@tBr+ N. br@+rtN.« 
| aatfßarya 

= Harman 

+ae +ßetye 
eine analytiſche Gleichung, bie durd das‘ 
beiftehende Rechteck — een 
wird. 





Wird in der erſten Gleichung ber zweite Zattor, als nur aus 

zwei Zheilen beftehend, angenommen, fo erhält. man 
m><(a+b)= ma + mb 

und dieſe Gleihung behält ihre Gültigkeit, welchen Werth man 
auch für m fegen mag. Um aus biefer Gleihung befondere For⸗ 
men abzuleiten, muß man entweber n=aH b serm—a 
annehmen. 

$ür m — a + b wird erhalten u 

2. (a +5) Senat ar — * 

Wird alſo eine Groͤße beliebig in zwei 
Theile getheilt, fo beſteht das: Quadrat dieſer 
Groͤße aus der Summe der Producte, welche 
erhalten werden, wenn man die Groͤße ſelbſt 
mit jedem ihrer beiden Theile multiplicirt und 
dieſes iſt 
der zweite Satz des zwelten Buches, 
der durch das beiftehende Nechted geometriſch 
conſtruirt wird. u 

Bird abe m — a angenommen, ſo erhaͤlt man 

8. a(a+b)—=a’ +ab 

Wenn alfo eine, aus zwei Theilen beftehende Größe. mit dem 
einen diefer Theile. multiplicirt wird, fo befteht das Product aus 
dem Duabrate diefes Theil — a? und 
aus dem Producte beider Theile—ab, 
und ed ift diefes 

der dritte Sab des zweiten 

Buchek. 








Nach dem zweiten Satze iſt¶ wer 
(a Pb) —=,afai+ 2 Ha +: 2 
Da nun nach dem dritten Satze /· a — 
DE N er a 02 VB ’ 
und "b 4a + bi. -- \ — 
fit a (a Abi: bi .. b) zm»4 >02 ab: ab. + b*. io 
und daher auchı3 iin , An &9d — 
Ba Sn —— ar + nah 28. F 
Das Quadrat einer zweitheiligen Groͤßße 
beſteht alfo aus der Summe der Quadrate hei⸗ 3 en gi an az 
der Theile, fammt dem zweifachen Probürte — — 8 
ſelben, und es iſt dieſes gie 
der vierte Sag des zweiten : Budes, : * 
der durch die beiſtehende Figur conſtruirt witd. 


Die folgende Form für die Factoren wird | 
erhalten, wenn man in ber Ällgemeinen Sing” 
m(@fb)=mat mb BR 
m — a — b fest. Für dieſen Werth 'yoh im wird 
(a — ale, 
an — bi 


Ey E ab — 
und es ift daher " " I 
5. EEE un 
und eben fo * man r ehr“ m=5b-— a geſetzt wird | 
bad +2) = b2 — at. Be 
‚ Bird, alfo 2 *. Sune zweier Größen (a 4 b) mit ihrek' Dif⸗ 
feten (a — b) oder (b — a), (ie nachdem a>boerb>.a 
if) multiplicirt, S8. giebt. das Product bie Differenz ber Quadrate 
diefer Größen, und dieſe Steigungen geben“  , 
den fünften und festen. Sab des weiten Büges, 
wie fih aus Folgendem ergiebt: — 
Wird die Linie «B in y in eiche TEEN 
und in 5 im ungleiche Theile. -getb theilt, | 
und man fest die halbe Linie, 172 = 
yB = a und das zwifchen den Theil a 
yunkten y und & liegende Stuͤck yö *8** 
= b, fo iſt von den ungleichen Theilen2* * ur 
A Rama —— 
Das Rechteck der ungleichen Theile ift alfo — 
exöh=@a+ba—h. ° 
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Do nun (@+b)(ae—b)e ah 
f it auch xy na — br 
Es iſt aber a? = (By)? und b ⸗ 
folglich it ix IB = (By? — („5,8 
und daher ad x dB + YO = (By)? 
sie in dem fünften Sage geometrifch bewieſen wird. 
Die Uebereinftimmung des fechften Satzes, mit der im Re. ans 
gegebenen Gleichung, laͤßt ſich auf > It nachweifen. 
Wird die Linie «B iny.in gleiche 
‘ Theile getheilt und ihr.in gerader 


Richtung ein Stuͤck Bö-angefeht,. . ar. chen 
und man Test die halbe Einie — — Bu 


ey =yß = a und bad zwifchen ' men 
ben Punkten y und 3 liegende —— — 
Stüd 0 = b, ſo iſt a J 


bad angeſetzte Stüd 68 -b—a 

und bie ganze verlängerte Linie ad = a + b. 

Das Rechteck beider ift alfo 

ßöxaeö=(b — a) @+b) 

| und ba (b—a)(a+hb) = b* — a? 

fo it auch BExadmb? — a”. 

Da nun P’= = (yd)” und a? = (By)? 

fo folgt 60 x ad = (y8)? — - (By)? 

und e8 iſt baher BI x ad + (By)? = („9° 
wie in bem fechften Satze geometrifch bewieſen wirb. 

Da bisher die Eigenthümlichkeiten ber Producte (a + b)? 
und (a 4 b) (a — b) näher betrachtet worben find, fo bleibt nun 
noch übrig, auch die Eigenfchaften von ‚dem Prodticke — — ph)? 
anzugeben. Es iſt aber 
(a — b)? = (a — by a — (a — 65 *6 
und dieſes giebt | 
7. (a — b)? = a° = im BD 
alſo (a — b)ꝰ +2ab=a? + b®., 

Dad Quadrat der Differenz zweier | 
Größen, fammt dem zweifachen Produte " 
berfelben, beſteht alfo aus der Summe. 4 
ber Quabrate dieſer Größen, und bie 
fe ift der — des zwei⸗ 
ten Buches, 
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der burch bie beiftehende Figur conſtruirt wird, bie aus a? 4 b? 
befteht, und zugleich aud aus den 3 Thellen (a — b)’, x b 
und a >< b, woraus unmittelbar folgt, daß 

(a —b)? + 2äb = a® + b°. 

Die Richtigkeit diefes ——— — ſich an auf folgende 
Art nachweifen: : 

Man fchneide die Linie «B in y 
beliebig, fete aß = a und den Abs ⸗· — — 
ſchnitt By derſelben — b, fo iſt de ER 
Abſchnitt &y = (a — b). ee. 'DN 

Nun ift bt mar — 2ab+be 
alſo auch (x)* at 2 ab + b? 
und baher (xy)? + 2 ab = a* ++ b? hi Ä 
ba aber ab = aß x Py, a? = (aß)? und b? = (By)? 
fo it (ap)? +2 (aß x By) = (aß)? + (By)? 
und dieſes iſt die Form, unter welcher der fiebente Sag vorkoͤmmt. 

Nachdem die verfchiebenen Formen der Producte zweitheiliger 
Factoren aufgefunden find, bleibt nur noch übrig, zu unterfuchen, 
was berausfömmt, wenn biefe Probucte entweder von einander abs 
gezogen ober addirt werden. 

Da nun (a + b war. a2 ab + bi nah Nr. 4 

und (a — b)? — a? — 2ab +b? >: NT 
fo erhält man, wenn beide — von einander abgezogen 
werden 
(a + b)? — — 
und es iſt daher 
8 (a 4 byꝛ ah +4 ab, 

Das Quadrat der Summe zweier Größen befteht alfo aus 
ben Quadrate ‚ber Differenz diefer Größen, fammt dem vierfachen 
Producte derfelben, und diefes ift bes achte Sat bes zweiten 
Bud, es. 

Es werde von ber Linie aß 


beliebig ein Stud Be abgefchnitten, —— IB: 


und bderfelben ein eben fo großses —— — — 


Stüd By = Be in gerader Ni ; a-b 
ro angefegt, fo ift, wein man 2 a+b 
etzt 


eBm=amdßc=fpy=b 
oy=arb und ac=a—b 





and es {5 an sach. A: nam nn ee 
ur ‚Ka-ıb)?..=.fa m Ne Rab. 842 
fotglich if auch (æ) G»— — | 
und weil een Be 
fo, ift dep)? = Kar)? + Ka x iße) 
und biefes ift die Form, unter — der — Satz vorgetragen 
wird. 
Werden die beiden Steigungen Re, 4. un Nr. 1 ' 
(a + b)? » at’ n72,ab-+:b*. — 
und (a — * =a?—2 ab- Ta u ASP 
addirt, ſo erhaͤlt man — "rn — 
9, da+ — Ha—hn-2 * + 2 17 
und eben fo findet man aach .- * oA 


10. (a +b? + PRRPUNTEEOREHERTE 
abdirt man alfo zu dem Quadrate der Summe zweier Groͤßen bas 
Quabdrat ihrer Differenz, ſo wird die zweifache Summe ber Qua: 
brate-diefer Größen erhalten / und biefe Gfeichungen geben 
ben neunten und zehnten "Sa .deö sweiten un 
wie auf folgende Art: an “werben: — 

Wird die Linie aß in y in er J 
gleiche: und in Sin ungleiche Eikte” u a 2 
getheikt, und man ſetzt die halbe Lis 
nie &y = YyB ="a und das zwis —— —* er 
[chen den Theilpunkten y und Ö lies 
gende Stüd derfelben yd Sb, fi — — 
ee A a. 
* nun · nach Nr, 9. iſt 
zz adj + (a rg hr +2 b? | 
fo: iſt auch (ed)? + (8)? = 2 (ey + 2 ya 
bie Summe der. Quadrate der ungleichen Theile iſt alſo zweimal fo 
groß, ald die Quadrate der halben Linie «y und bed, zwifchen den 
Zheilpunften befindlichen Stüdes. 78, welches IM „neunte Sat if» 
Wird wiederum bie Linie «ß ' 
in y halbirt und ihr ein Stud BE 
in gerader Richtung angejeßt, und "au u = 
fegt man, wie oben, ay=yß Fa," ii Sr N 
und das zwiſchen den Theilpunkten ur 
y und ö liegende Stüdyö=b, fo ift — — 
aa ð und zo @ Bess temyarb 


. #5 
iz 
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Da nun nach Nr, 10, + 3 : 
“(at b’ + (b — a)? = 2 a + = B 
fe. if ud Ä 
(@8)? + + 0° — =2(up’ +2 wor 
und dieſeb ir Der weine = 


Die he ni uiig giebt den Beweis, dat die zehn er= 
fen: Saͤtze des zweiten Buches‘ die geometriſche Ableitung‘ der eins 
fachen, äus' Betrachtung der Muitiplication fich ergebenden analytis 
ſchen Gleichungen volftändig enthalten. Die durch: die zehn erſten 
Saͤtze bewieſenen Geſetze find der Reihe * ‚bie in den en 
— enthaltenen Regeln: 

—— em mat mb + mie. 


a aysbar+rbe la a4 (ar Bi 
3. a(a+b)= a? 2 .! 
4. wa + 2ab-+b? 
... 9%... (atba—b=a — b 
6.” “ ‚„@+b b — äL=ib” —_ht 
— (a — b)? = a® —2ab+be“ 


8, age Za-bt=fab" 
9. @+b? BEER ET. 


— & den oh. übrigen vier Sägen. des zweiten. Buches wird 
nun. ſogieich gezeigt. wie. dieſe Säge ſich benutzen laſſen, um einige 
wichtige geometrifche Saͤtze zu beweiſen. 

Zuerſt wird mit Hülfe des ſechſten Satzes die wichtige Aufgabe 

Sat 11. gelöft: 

„Eine Linie fo zu theilen, daß bad Quadrat des einen Theils 
eben. fe ‚geoß.wird, ald bad, unter bem anderen Zheile und der: gans 
zen Linie enthaltene Rechted.. nn 

Diefe Aufgabe wird von ben Alten der dofdene oder auch wohl 
her , göttliche Schnitt: genannt, wegen ber vielfachen Anwendungen, 
bie fie zuläßt, und wegen des mannichfachen Gebrauchs, den man 
von derſelben bei: den —— — — 
machen: kann. 

Die beiben — Site, alfo — 12te * 1380 enthalten 
hie: Erweiterungen, welche. der pythagoraͤiſche Lehrſatz Ch 47.) zus 
läßt. Während dort bloß gezeigt wird, wie in einem vrechtwinkligen 
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Dreied dad Quadrat ber, bem vechten Winkel gegenüber Hegenben 
Seiten von ben Quabräten der. beiden übrigen Seiten abhängt, 
wird bier mit Hülfe der Säte 4. und 7. nachgewiefen, wie Üben 
haupt das Quadrat 'einer Geite eines Dreiecks, die einem flumpfen 
oder einem fpigen Winkel gegenüber liegt, von den-Duadraten bet 
beiden übrigen, dieſen Winkel einfchliegenden Seiten abhängt. 

Endlich wird durch den 14ten Satz ‚die Theorie, pon der Ver: 
wanblung ber. Figuren durch die. Auflöfung der. Aufgabe: ergänzta,; 

„eine gerablinige Figur. in ein Quadrat zu verwandeln.» „. di) 

Die Auflöfung dieſer Aufgabe beruhet auf dem. fünften Sage, 
und während’ man durch die Aufgaben (I. 42., 44 und 45.) be 
rechtigt wirb, für jede gerablinige Figur, bie nur ihrer Größe nad 
berüdfichtiget werben fol, ein Rechteck zu fubflituicen, fo kann man 
jegt für jede folche Figur das einfachſte aller Nechtede, das Qua⸗ 
drat, ſetzen. 


‘ 





Das ganze zweite Buch befteht aus zwölf Lehrfägen und zwei 
Aufgaben. Die zehn erften diefer Lehrfäge enthalten die geometrifche 
Ableitung aller der Kegeln, welche durch die einfachften analytifchen 

Steigungen auögebrüdt werben, während in ben. beiden übrigen 
von einigen diefer Säge Gebrauch gemacht wird, um bie Abhaͤngig⸗ 
Feit der Seiten eined Dreiedd vollftändig zu beftimmen. Das We 
fen biefer beiden Lehrfäße, fo wie das der beiden, in dieſem Buche 
vorfommenden Aufgaben, fol in ben‘ folgenden Bellagen näher er 
läutert werben, 


X. Das Weſen und die Anwendung der beiden Aufgaben 
| des zweiten Buches, | 

Dub die beiden lei in ben Sägen 11, und 14. wird 
‚ gelehrt: 

1.) eine begrenzte gerabe einie f- zu theilen, baß bad Qua⸗ 
drat des einen Theils dem Rechteck aus dem andern Theile und 
der ganzen Linie gleich wird und 

2) die Seite eines — zu fm, 0 Anem gegen 
Rechteck gleich iſt. 


— 
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Beide Aufgaben werben mit Hülfe der Säbe 6. und 3., und 
alfo mit Hülfe der analytifchen Gleichung (a 4 b) (a — b) = 
a? — bh? gelöftt. 

Aus der Auflöfung der erfien Aufgabe, wie fe in Satz 11. ge⸗ 
geben iſt, folgt daß nicht nur in der zu dieſem Satze gehoͤtigen 


Figur 
A — C, ſondern auch -æBBAC. 

Es iſt alſo (ax)? = ae X ex 
und zugleih bd x da — (ab). 

In beiden Fällen koͤmmt ed barauf an, aus ae — ab den 
Werth von ax — ad zu finden, und die ganze Auflöfung befteht 
darin, daß man ac — '/ (ab) nimmt, c mit e verbindet und 
cd — ce macht; ed iſt alsdann der Ueberfhuß ber cd über ca, 
alfo ad die gefuchte Linie. 

Der Ausdrud bd > da — (ab)? enthält die Aufgabe: 
„eine Linie ba fol verlängert werden, fo daß das Rechted, bad uns 
ter ber verlängerten Linie und dem angefegten Stüde enthalten ift, 
alfo bd >< da dem Quadrate der gegebenen Linie gleich wird.” 
Diefe Aufgabe läßt ſich noch unter einer allgemeineren Form barfiels 
Ien, und es ift alddann die Auflöfung im Wefentlichen noch immer 
diefelbe. Alſo: 

Aufgabe 1, Man foll die gegebene Linie ab in gerader 
Richtung verlängern, fo daß das Rechteck, welches unter der vers 
längerten Linie und deren Verlängerung enthalten ift, dem Quadrate 
einer zweiten gegebenen Linie mn gleich wird. 

Analyfis. St bx „ c p * 
die geſuchte Verlaͤngerung, 
und man halbirt ab inc, — — in. 


ſo iſt 
(cx) — ax x bx + (bc)? (6,) 
Da nun werden foll 
ax x bx = (mn)? d 
fo ift au) (cx)? — (mn)? 
+ (bc)?; nunift mn und 
be gegeben, folglich: auch 
und da ch gegeben ift, 
fo iſt bx. beflimmt. : 
- Auflöfung.. Halbire a c 
ab in c,:errichte in b auf Gas 


* 





— 206 — 


ab eine Normale bd = mn, ziehe cd und nehme cx — cd, fo 
iſt bx die gefuchte Verlängerung ber Linie ab, - 
Beweis, Es ift (cd)? = (bd)? + (cb) (I. 47.) 
folglich auh (cx)? = (mn)? + (cb)? (p.c.) 
ba nun (cx) — ax >xbx +(cb)? (6.) 
fo folgt? ax <bx + (cb)? — (mn)? + (cb)? 
und daher ax X bx — (mn)? 
wie verlangt wird. , 


Bufag 1. Sept man bie zu verlängernde einie ab — a, alſo b = 
a, ba = mn — m und bie geſuchte Verlängerung bx — x, fo iſt 
ss=-ıatswWwea=-cd- ',a+tzx 
Da nun (cd)? = (ob)? + (b.d)? 
ſo iſt auch (Y,a+ x)? = (’, a)? + m? 
und da (zat+ 5)2 — (1, D2 +2. ax tx? (4) 
= (!, a)? $ax + x? 
fo it auch ( a)ꝰ + ax 4 2? = (7 m + m? 
und hieraus folgt ax — x? = m? 
oder (a + x)x = m? | 
nämlich es iſt (ax) X (bx) = (bd)? = (mn)? 
Bufak 2. Sind zwei Pinien a und m gegeben, und foll eine dritte Li— 
nie x von ber Art gefunden werben, baf 
x? -ax — m? 
wird, fo läßt ſich der Werth von x immer durch bie, bei ber — der 
obigen Aufgabe angegebene Conſtruction finden. 
Bufag 3. Da ax bx — (bd)? 
fo ift aud), wenn man ax — x fest 
und ab m a, bx — x—a 
und es iſt daher für bd = m 
x(x— a) = m? 
ober x? — ax — m? 
Sind alfo zwei Linien a und m gegeben, und foll eine dritte x von ber 
Art gefunden werben, ‚baß 





x? — ax — m? 
wird, fo laͤßt fi der Werth von x ebenfalls durch bie, bei der Auflöfung ber 
"obigen Aufgabe angegebene Eonftruction beftimmen, 





Die Aufgabe, Sat 14., laͤßt fich auch unter ber Form aus: 
brüden: „Es find zwei Linien gegeben; man. fol eine dritte von 
: ber Art finden, bag dad Quadrat derfelben dem Rechteck der beiden 
gegebenen gleich wird. Diefe Aufgabe führt unmittelbar: zu der 
folgenden, beren Auflöfung ebenfals von Sat 14. abhängt. 
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, Aufgabe 2. Eine gegebere Linie ab fol in x. fo getheilt 
werben, daß das, unter den beiden Abfchnitten ‚enthaltene Rechteck 
dem Quadrate einer zweiten gegebenen Linie mn gleich wird, h 

Analyfis. Es fol ab in 2 
x fo getheilt werden, daß - — — 

ax xb — (mn)? J 
Man halbire ab in c, fo iſt | 
ax>xxb-+ (cx)? — (ch 5) 
und daher au) (mn)? + (cx)? — (ch)? 
folgli wird (cx)? — (cb)? — (mn)? 

Da nun cb und mn gegeben find, fo ift auch cx gegeben, 
und da c der Lage nach bekannt ift, fo ift auch x der Lage nad) 
beftimmt. 

Auflöfung.: ‚Halbire abin ! 
c, errichte in a auf ab eine Nor: 
male am — mn und ziehe durch 
m die me parallel der ab. Aus c 
befchreibe mit cb einen Kreisbogen, A": 
der die me in d fihneidet, und von | 
a fälle die Normale dx auf ab, : +! - 
trifft diefe die ab in dem gefuchten Yunkte x 





Beweis. Es ift (cd)? — (cx)? + (xd)? 
und da cd—=cb wm dx — am — mn 
ſo iſt auch —— — (cx)? + (mn)? 
Nun iſt (cb)? — ax xb + (cz)? (5.) 
fig if aud 

ax><xb + (cx)? = (cx)?. — (mn)? 

und daher ax X xb — (mn)? 
wie verlangt. wird... 


‘ Determination. Es kann * ſeyn — > cd 3 18.) 
ind ta dx — am — mn und cd= 3 — 4: folgt, daß 
nicht feyn barf 

mn > 
wenn eine e Kur der Aufgabe mögig feyn fol. — 


Zuſatz 1. Setzt man die zu thellende Linie ab — a und ben einen Ab: 
ſchnitt derfelben bx — x, fo iſt der Andere Abfehnittax = a — x, ob = 


— m — 


ed — a und eox — ,a— x; wird alſo xd — am — mom 
geſetzt, ſo folgt aus der Gleichung 
(ed)? — (ex)? + (q⸗ 
dab (= (ya 2)? + m? 
und da (a a— 3)? = (', a)? — 2. ax tx (7) 
= (', a)? — ax + x? 
fo it auch (', a)? — (, a)? — ax + x? + m® 
alſo ax — x? = m? 
und (a—x)x— m? 
nämlich es ift (ax) >< (zb) = (mn)? 
wie verlangt wird. 
Bufag 2%. Sind zwei Linien a und m gegeben, und foll eine britte &is 
nie = x von we Art gefunden werben, daß 
ax — ı? — m? 
wird, fo laͤßt fi der Werth von x immer durch die bei Auflöfung ber obigen 
Aufgabe angegebene Eonftruction finden. 





Aus den, dieſen beiden Aufgaben beigefügten Zuſaͤtzen geht 
hervor, daß wenn zwei Linien a und m gegeben find, und es fol 
eine dritte x gefunden werben, welce von ben beiben gegebenen fo 
abhängt, daß entweder ift 

1. x? + ax = m? oder 

2, x2 — ax = m? ober enblih 

3. ax— ı? = m? 

fo läßt ſich die gefuchte Linie immer mit Hülfe ber Conſtructionen 
finden, die bei Auflöfung ber obigen beiden Aufgaben gebraucht 
werden; und man benußt in den beiden erften Fällen die Aufgabe 
Nr. 1., welche von ber Aufgabe Sag 11.. nicht wefentlich verfchies 
ben iſt, und in dem britten Falle wird die Aufgabe Nr. 2. benutzt, 
deren Auflöfung unmittelbar aus der Aufgabe Sat 14. folgt. 


In den beiden erfien Källen findet durchaus Feine Befchränfung 
fatt, in dem dritten Falle aber darf m nicht größer als "a feym, 
wenn die Aufgabe fih ſoll loͤſen laſſen. 


Zuſatz. Da jede gerablinige Figur = A in ein Quadrat fi) verwan⸗ 
bein laͤßt, fo folgt, daß der Werth von x auch alsdann durch das angegebene 
— gefunden werden Kamp, wenn bie Gleichungen find 

x? + ax=A 
x2 — ar=A 
ober ax — mA 


Da nun biefe drei Ausbrüde alle verſchiebenen Formen der quadratiſchen 
Gleichungen enthalten, ſo folgt, daß jede geometriſche Aufgabe, die algebraiſch 
zu einer quadratiſchen Gleichung fuͤhrt, mit Huͤlfe der obigen beiden Aufgaben, 
welche unmittelbar aus den Sägen 14. und 14. ſich ergeben, gelöf’t werden kann. 

J 





Die geometrifchen Aufgaben, welche, algebraifch behandelt, eine 
Gleichung de erſten Grades gegeben, führen natürlich noch zu eins 
facheren Gonftructionen, und es verbient in biefer Beziehung hier 
noch folgende Aufgabe-gelöf’t zu werden: 


Aufgabe 3. Ein gegebenes Rechteck ſoll in ein PER vers 
wandelt werben, in welchem eine gegebene Seite vorfömmt. 

Analyfis. Iſt A das gegebene Rechteck .und ba die Seite 
des gefuchten Rechtecks B, und man fest ab an eb, fo daß beide 
-in gerader Linie liegen, fo entfpriht B den-Bedingungen ber Auf⸗ 
gabe, wenn A und B die Ergänzungen 
eined Parallelogrammö gh find (1.43.) 

Es ift aber ba und bc gegeben, 
alfo auch das Rechteck abcd, und da⸗ 
ber die Diagonale df der Lage nad), 
aber auch he ift der Lage nach gegeben, 
folglich der Durchfchnittöpunft f. Das 
ber ift A dhf gegeben, und folglich 
auch dad Rechteck dhfg, wodurch B — iſt. 

Auflöſung. Man verlaͤngere die Seite eb des gegebenen 
Rechtecks A, mache ba der gegebenen Seite des gefuchten Rechtes 
gleich, vollende das Rechteck abcd, ziehe die Diagonale db und 
‚verlängere biefelbe, bis fie die verlängerte he in £ fchneidet. Durch 
£ ziehe fg parallel hd, bis fie die verlängerte da in g trifft, und 
verlängere ch bis k, fo ift abkg — B das geſuchte Rechteck. 

Beweis. Bit B=A (Il. 4) 

Zuſatz. Diefe Aufgabe enthält zwar bloß einen befondern Fall von ber 
AufgabeI. 44.; es iſt aber, wenn man bie beiden Seiten des gegebenen Rechts 
eds A mit a und b, die gegebene Seite des gefuchten Rechtecks B = c, und 
die gefaßt Seite deffetben = x fegt, 
ed A — a2x b und B— 2 X. 


„gou ‚alte A: = B werben, ſo muß feyn 
cx—=ab, 


Sind alfo drei Linien a, b und c ‚gegeben, und foll eine vn. — xvon 
ber Ar gefunden werben daß cx = ab 
"Bird, fo Läßt fiÄh die gefitdhee Linie durch die fo chen angegebene CEonſtruction 
finden. 
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Sortfegung der Aufgaben. 


— — 


.$& 19 | | 
me. ‚ bie von den Säben 11. und 14. des zweiten 
Buches abhängen. 


Aufg abe 162. Von einem Rechteck kennt man den Umfang; 
man ſoll daſſelbe ſo conſtruiren, daß es einem gegebenen Quadrat 
gleich wird. 

Analyſis. Iſt A das geſuchte Rechteck, und man verlaͤngert 
ax, macht xb — xd, beſchreibt über ab einen Halbkreis, und 
lila ai dx, bis fie denfelben in.c ſchneidet, fo ift 

A — (xd)? (14) 

unb wesen 
ift der halbe Umfang bed Rechtecks. | 

Nun ift der Umfang des Rechtecks m — 
gegeben, alſo auch die Haͤlfte deſſelben, — \ 
und folglih ab, und daher ber Halbs 


3 | | \ 
frei ac b. Aa — — 
Da A einem gegebenen Quadrat \ | 


J 

gleich ſeyn ſoll, und A — (xc)3, ſo ce — — 
iſt xc gegeben, alfo die me der Lage | 
nach, welche durch c der ab parallel ift, 
und folglich ift der Punkt c und daher auch x gegeben. 

Auflöfung Nehme ab als die Hälfte des gegebenen Ums 
fange und befchreibe über dieſelbe einen Halbkreis. Im a errichte 
auf ab die Normale am, mache diefelbe fo groß, als - bie Seite 
deö gegebenen Quadrates ift, ziehe durch m die me: parallel ab 
“ und fälle von dem Punkte c, in welchem biefelbe die Kreisfinie 
fchneidet, die Normale cx x auf ab, fo find ax und xb die Seite 

bes geſuchten Rechtecks. 

| Determination. Die Selte am des gegebenen Quabrats 
darf nicht größer feyn, ald der Radius des Kreifed, und da ab ber 
halbe Umfang des Rechtes ift, fo ift der Radius "/, deffelben; bie 
Seite ded gegebenen Quadrats barf alfo nicht ve. * als "/, 
von dem ‚Umfange bes Rechtecks. 


Folgerung. Ron allen Rechteden, bie denſelben fang haben, hat 
das Quadrat den größten Inhalt. En 
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Aufgabe 163. Es fol ein Rechte von gegebenem Umfang 
verzeichnet werben, dad einer gegebenen gerablinigen Figur gleich iſt. 


Aufgabe 164. Von einem Dreied iſt die Grundlinie geges 
ben und die Abfchnitte, in welche biefelbe durch die dazu gehörigen 
Normalen getheilt wird. Außerdem Fennt man von einer der beiz 
den Übrigen Seiten den durch die Normale derfelben beftimmten 
Abfhnitt diefer Linie, der an der bekannten Grundlinie nicht ans 
liegt; es fol das Dreied verzeichnet werden. | 

Gegeben von Aabc, in welchem cy und bB normal auf 
ab und ac find, die Abfchnitte ay und by ber Grundlinie ab, 
und alfo diefe Linie ſelbſt, und der Ab: 
ſchnitt cß der Seite ac. c 

Gefuht wird caund |_a, wos 
durch Aabe beftimmt ift (Aufg. 1.) — 

Analyſis. Da ab, ay und N 
by gegeben find, fo Eennt man bier, N 
Lage des Punktes „, und weiß: alfo, a - 
ob a ein fpißer oder ein flumpfer Wins 
kel ift. 

Es fy by <ba, alſo La <R, fo ift 

(cb)”> +2 (ay x ab) = (ac)? + (ab)? (13.) 
und eben fo ift auch | 
_teb)? +2 (aß x ac) = (ac)? + (ab)? » 

folglich ft 2(ayx<ab) = =? (aß: x ac) 

und daher auch ay X ab= aßrxac. 

Nun ift ay und ab gegeben, alfo auch das unter biefer Linie 
enthaltene Rechteck, und folglich auch die Seite bed Quabratd, das 
diefem Rechteck glei ift (14.) Hiernach muß ac x aß einem 
befannten Quadrat gleich werben, alfo koͤmmt ed bloß darauf an, 
bie gegebene cß bis a fo zu. verlängern, daß das unter ber ver> 
längerten Linie ca und ber Verlängerung Ba berfelben enthaltene 
Rechteck einem gegebenen Quadrat gleich wird, und biefes ift bie 
erfte Aufgabe der gegenwärtigen Beilage. 

Liegt y in ber Verlängerung von ba, fo läßt fi) die Auflöfung 
auf gleiche Weife finden. 

Zuſatz. Sind cry und bPA Normalen auf ab und ae, fo iſt immer 
ae aß=ınb XxXap 





1, * 
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Aufgabe 165. In einem rechtwinkligen Dreieck iſt von dem 
Scheitel des rechten Winkels eine Normale auf die Hypothenufe ge 
fällt, und es ift der eine Abfchnitt derfelben gegeben, und die an 
dieſem Abſchnitt nicht anliegende Katete; man ſoll die Hypothenuſe 
finden. 

Gegeben in dem bei c rechtwinkligen Dreiede abe ber Ab: 
ſchnitt hd der Grundlinie und- die Katete ac. , 

Gefucht die Hypothenufe ab: 

Analyfis. Es iſt 

(be)? + 2 (ad Xab) = (ab)? 4 (ac)? ... (13.) 

und da (ab)? = (ac)? + (bc)? (I. 47.) 
(bc)? ey 2 (ad x ab) = (ac)? + (ac)? + (be)? 
folglich ift 2 (ad x ab) = 2 (ac)? 
und daher auch adx<ab= ac)”. 

Nun ift (ac) gegeben, alfo 

audy (ac)?, und daher das unter 





ad und ab enthaltene Rechteck. Da — 
nun bd gegeben iſt, fo koͤmmt es 
bioß darauf an, dieſe Linie bis a 
zu verlängern, daß' bad unter ber 


verlängerten Linie ba und der Ber: © | d b 


längerung da berfelben enthaltene 

Rechteck ba >< da einem gegebenen Quadrate (ca)? gleich wir! 
und die erforderlihe Verlängerung wird durch die Anleitung di 
Aufgabe 1. der gegenwärtigen Beilage ‚gefunden. 

Aufgabe 166, Bon einem rechtwinkligen Dreied ift die Di 
pothenufe gegeben, und die Normale, welche von dem Scheitel di 
rechten Winkels auf diefelbe gefällt werden kann; man foll die Ki 
teten biefed Dreiecks finden. 

Gegeben in dem rechtwinkligen Dreied abc die Hypothenu 
ab und die Normale cd. 

Geſucht die Kateten ca unb ch: 

Analyſis. Es ift (ac)? = ad x ab (Aufg. 165.) 

und auh (ac)? = (ad)? + (cd)? (I. 47.) 
folgtih ift (ad)? + (cd)? = ad x ab 
al (cd = adxab — (ad)? 
und (cd)? ='ad X [ab — ad] 


(ed)? = adXx.db. 


IyN 


namlich ed ift 
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Nun ift cd gegeben und auch ab'= ad + db, alfo koͤmmt 
es bloß darauf an, die gegebene ab in d fo zu theilen, * das 
Rechteck der beiden Theile dem 
Quadrate der gegebenen Linie. cd Ä 
gleich wird, und dieſes ift bie zweite j C 


Aufgabe der gegenwärtigen Beilage. Br | 
Determination. Es darf | 
nicht es — ee > ZZ a — u 


Anmerkung. 4* Aufgabe Em bereits als — 34. vor; boch 
iſt hier die Aufloͤſung weſentlich N von der dort gegebenen. 





Aufgabe 167. Bon einem seitwinttigen. Dreied ift bie 
Summe beider Kateten gegeben und bie zu ber Hypothenufe gehoͤ⸗ 
tige Normale; es foll die" Hypo: 
thenuſe dieſes — gefunden 
werden. 
Gegeben — bei c 
rechtwinkligen Dreied ach bie- 
Summe der Kateten ac-- cb =, 
aß und bie Normale cd. | 

Geſucht die Hnpothenufe ab. % db 

Analyfis. Esit acexchb= 2. Aabe d. 41.) 

und auch ab><cd= 2. Aabe 
daher ac><cb=aäabx cd 
folglich aachh 2 (ac X (ae X ch) = 2 (ab X bxch 
und es ift hiernah auh 
2 (acXch) =abxX 2 (ed) 
da nun (ac)? + (cb)? = (ab)? 
fo ift (ac)? + 2(ac>chb) + (cb)? = (ab)? + ab x 2 (cd 

alfo auch nah (4) (ac + ch”? = abX<Tfab +2 u 

und weil accH-cb =ac+ cp = aß, fo if 
(aß)? = ab x [ab + 2 (cd)], 


Nun ift aß und cd, alfo auch 2 (Cd) ‚gegeben, folglich. kann 
ab. gefünben werden. Es koͤmmt bloß darauf au, 2 Ge d) um die 
geſuchte Ab zu. verlängern, fo daß das unter der. verlängerten 
2 (cd) + ab und ihrer Verlängerung ab enthaltene Rechteck dem 
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Quadrate ber gegebenen Linie (a) gleich wirb, welches bie erfie 
Aufgabe der gegenwärtigen Beilage if. ° 
Determination. Da wenigftend feyn muß 
ab = 2 (cd), fo ift auch wenigftens 
(aß)? = 2 (cd) x [2 (cd) + 2 (ed)] 
= 2 (cd) X 4 (cd) =:8 (cd)? 
es darf daher nicht fyn (aß? < 8 (ed)*. 
wenn eine Auflöfung ber Aufgabe möglich ſeyn ſoll. 

Aufgabe. 168. Von einem rechtwinkligen Dreieck iſt die 
Differenz beider Kateten gegeben und die zu der Hypothenuſe gehoͤ⸗ 
rige Normale; es ſoll bie De dieſes Dreiecks gefunden 
werden. N 

Anmerkung. Die Auftöfung kann auf eine gleiche Weife, wie bei ber 
vorigen Aufgabe, gefunden werden. 


XL Aufgaben, die mit Hülfe der Sätze bed 
erfienund des zweiten Buches fid Löfenlaffen. 
g 1% 

Einige Aufgaben von dem Rechteck. 


Aufgabe 169. Bon einem Rechte ift der Umfang und bie 
Diagonale gegeben; ed foll daffelbe verzeichnet werben. 

Analvfis. Iſt acde das Rechted, und man nimmt auf 
ber Verlängerung von ac die cb = cd, fo ift 
“ab = ac + cd der halbe Umfang des Rechtecks gegeben, und 
wird nun bd gezogen, fo it Abced 
gleihfchenklig und rechtwinklig. Daher ß. 
ft_b=',Rwp ULbae=R, 
alfo müffen ae und bd verlängert, in 
ß ſich ſchneiden (©. 11.), und es ift 
A abs ebenfals gleichfchenklig und 
rechtwinklig, alfo aß = ab, und da= 
ber Abaß ‚gegeben. Aber au die a b 
Diagonale ad des Rechtecks ift gegeben, folglich ber Punkt d, m 
welchem der mit ad aus a befchriebene Kreis die b A ſchneidet, 
und hierdurch ift. das Rechteck ac de beftimmt. 
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: Aufiöfung: Made, ab bem halben Umfange des Rechteds 
gleich; errichte in a auf ab.die Normale aß — ab und ziehe bB.: 
Aus a, ald Mittelpunkt, beſchreibe mit der gegebenen Diagonale deö 
Rechtecks einen Kreis, der die bB in d ſchneidet, und ziehe durch 
d die de und dc parallel den I ab und a" fo ift acde 
das gefuchte-Rechted. 


Aufgabe 170. Von einem — if die Diagonale geges 
ben, und die Differenz bet beiden Seiten deſſelben; es ſoll das 
Rechteck verzeichnet werden. 

Analyſis. Iſt abed das ge— 
ſuchte Rechteck, und man nimmt ba‘ 
— ba, fo iſt «c bie Differenz ber 
Seiten alfo gegeben und L’a«b — 
ı/,R, daher ift auch Lace gegeben. 
Aber auch die Diagonale ac ift geges b a, c 
ben, alfo das Dreied auc (Aufg: 4.), und hierdurch ver Punkt b, 
in welchem die verlängerte c« von der Normale aus a getroffen 
wird, und es find —— bie Seiten bc und ba des Rechtecks 

beſtimmt. 


2 | 





Anmertung. Die beiden Aufgaben 169, und 170, entgalten Bloß bes 
fonbere Fälle von den Aufgaben 94, und 98., und von der erſtern iſt eine an⸗ 
dere a bei Aufgabe 122; gegeben. 





Aufgabe 171. Von einem Quadrate ift die Summe ber 
Seite und der Diagonale gegeben; es fol bie Seite dieſes Qua⸗ 
drats gefunden werden. 

Analyſis. Iſt abcd das 
Duadrat, äc die Diagonale deſſelben, 
und man verlängert biefelbe, macht cß 
— cb, fo ift aß die Summe ber 
Seite und der Diagonale gegeben, und 
ad Aßab = '/% Rift gegeben. 
> nun 


ß 





I —— Lebs (I. 55 * 
ind Lacb—=Lß+ Lcbp I. 32) 
fit L8 's Lach 
und da Lach = '/ R, fo iſt Eß ebenfalls gegeben. 
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Bon Aabp find’ alfo zwei Winkel gegeben unb bie von 
benfelben eingefchloffene Seite, und es iſt daher A abPB gegeben 
(Aufg. 2.), und folglich auch die Seite ab deſſelben, welches bie 
- Seite ded gefuchten Quadrats iſt. 

Aufgabe 172. Eine gegebene begrenzte gerabe Linie fol ſo 
geheilt werden, baß bad Quadrat bes einen Abſchnittes zweimal 
ſo groß, als das des andern wird. 

Analyſis. Der eine Abſchnitt der gegeben Linie iſt bie 
Diagonale, und ber andere die Seite eines Quadrats (Aufg. 414.) 
von dem alfo die Summe ber. Seite und der Diagonale: gegeben 
ift (Aufg. 171.) 

Aufgabe 173. Eine gegebene — gerade Liaie ſoll ſo 
getheilt werden, daß die Summe der Quadrate beider Theile einer 
gegebenen geradlinigen Figur gleich wird. 

Analyſis. Da die Figur gegeben iſt, der die Summe der 
Quadrate beider Theile gleich werden ſoll, ſo iſt auch die Seite 
eines Quadrats ‚gegeben, das dieſer Figur gleich iſt (14.), und alſo 
au der Summe ber Quadrate beider heile ber. zu theilenben . Lis- 
nie; die Seite diefes Quadrats ift daher die Diagonale, und. die zu 
theilende Linie der halbe Umfang eined Rechtecks, und bie Aufgabe 
wird hierdurch der Aufgabe 121. gleich. 


Aufgabe 174. Drei begrenzte gerabe Einien .: a, b und c 
find gegeben, man fol die dritte diefer Linien, alfo c, fo theilen, 
daß das unter a und bem einen Theile enthaltene Rechted eben fo 
groß ift, ald das Rechteck, welches unter b und dem andern Theile 
enthalten if, | 

Auflöfung. Sehe ad — 4 
und db = b in gerader Linie. an 
einander, errichte in a auf ab bie ac 
== c normal und vollende bad Rechted 
abec. Durch d ziehe df parallel be, 
und durch den Punkt g, in welhem € 
diefe Linie die Diagonale bc ſchneidet, 
die hx parallel ab, fo ift x der gefuchte Thellpunkt der Linle a äc= =c. 

Beweis. Es iſt ag — ax ad 
und ge — 3 Xeh=xcex db 
danın ag —= ge (1.3) 
ſo in aug ax Xad—xcXd . | 
alſo ax a — xcb. J— 
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Aufgabe 175. Die größere Seite eined Rechtecks foll in 
zwei Abfchnitte getheilt werden, fo daß die Summe der Quadrate: 
beider Abfchnitte-dem MNechted gleich wird. 

Auflöfung. Diefe Aufgabe enthält bloß einen befondern Fall 
von Aufgabe 173. 

Determination. Iſt d der gefuchte Theilpunft und wird 
bie Seite ab in c halbirt, fo ift 

(ad)? + (db)? = 2 (ac)? + 2 (cd)? (4.) 
alfo (ad)? + (db)? > 2 (ac). 
Da nun ſeyn foll 
(ad)? + (db)? = ab x be 
fo darf ab x be nicht Heiner feyn, als 2 (ac)? 
und weil 2 (ac)? — 2 (ac) x ac = ab X ac 
fo darf nicht feyn 
abx<be <ab X ac 
und folglih auch nich be < ac. 
. Soll die größere Seite ab bes 
Rechtecks fih alfo in zwei Theile zer: 
legen laffen, daß bie Summe der Quas 
drate beider Theile dem Rechteck gleih 
wird, fo darf die Kleinere Seite diefed 
Rechtecks nicht Peiner feyn, ald bie % 
Hälfte der größeren Seite beffelben. 


Aufgabe 176. Die größere Seite eines Rechtecks foll fo. ges 
ſchnitten werden, daß die Differenz der Quadrate beider Abſchnitt 
dem Rechteck gleich wird. 


Analyſis. Iſt in der zu der vorigen Aufgabe gehoͤrigen 
Figur. d ber. Theilpunkt der Seite ab, fo fol ſeyn 
| | (a.d)2 — (db? = ab x be. 
Nün iſt (a9? — (db)? = (ad + db) x (ad — db) 6.) 
re feyn abxbe = ab\ (ad — db) 
und daher be = ad — db 
ba ‚ba nun ab=-ad+db 
fo iſt ar be = 2 (ad) 
da nun ab und be — find, ſo iſt auch ad gegeben. / 
Auflöfung. _ Der größere Theil ad der Linie ab iſt ber 
halben Summe beider Seiten des Rechtecks gleich. 
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Aufgabe 177. Eine gegebene begrenzte gerabe Linie fol fo 
in zwei Abfchnitte getheilt werben, daß dad Quadrat bed einen 
Abſchnitts fammt dem unter biefem Abfchnitte und der ganzen Linie 
enthaltenen Rechteck dem Quabrafe des zweiten — gleich 
wird. 

Analyſis. Iſt ab die ge: | E 
gebene Linie und d der gefuchte | 
Theilpunft, fo fol feyn m h 
(ad)? + ad X ab = (db)? * 

Da nun db — ab — ad und a 5 
(db)? = (ab)? — 2 (ab X. ad) + (adj? “(7) 

fo muß werben 

(ad? + ad x ab= (ab? — 2 (ab x ad) + (ad)? 

und folgid ad>x< ab = (ab)? — 2 (ab X ad), 

daher au 3 (ad X ab) = (ab)?, 

alfo 3 (ad) x ab=abXxab‘. 
und ed ift hiernach 3 (ad) = ab  —_ 

Auflöfung. Man nehme ad — "4 (ab), fo it d ber 
gefuchte Theilpunft. 

Aufgabe 178. Bon einem Rechted ni die Fläche gegeben, 
und die Diagonale; man foll die Seite 


beffelben finden. a | h 
Analyfis. Sind ab und * die | 4 
Seiten des Rechtecks, fo iſt gegeben ac | 
und abx<be | Gr er 5 
daher ift (ab)? + (bc)? = (ac)? gegeben 
und auch 2 (ab X bc) =2 (ab X be). 
Sucht man alſo die Seite m eined Quadrats 
= (ac) +2 (ab X bc) 
und die Seite n von einem Quadrate = (ac)? — 2 (ab X bc) 
fo ift (ab)? + 2.(ab X be) ++ (be)? = m? gegeben 
und (ab)? — 2(ab be) + (be)? = n? ⸗ 
naͤmlich es iſt (ab + bc)? = m? (4.) 
und (ah — bc)? = n? (7.) 
folgiy it ab + be = m gegeben 
und ah ab—bce=n > 
und daher au 2a b)=m+n 
und 2(b)=m—n 
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$. 15. 
Eonftruction ber Dreiede von gegebenem gtäßeninpakt. | 


Jede gegebene gerablinige Figur läßt fich in ein. Quadrat vers 
wandeln, und es kann daher immer die Seite eined Quadrats ans 
gegeben werben, das einen beſtimmten Flaͤcheninhalt hat... Iſt bas. 
ber der Flächeninhalt einer Figur gegeben, fo Tann berfelbe, immer 
baburch beftimmt werden, daß man bie Seite q eines Quadrats 
von gleicher Flaͤche als gegeben annimmt, und es kann daher der 
Flaͤcheninhalt eines Dreiecks immer durch q” bezeichnet werben. 


Aufgabe 179. Die Hoͤhe eines Dreiecks iſt gegebenz es 
ſoll die Grundlinie deſſelben ſo beſtimmt werden, * es einen ge⸗ 
gebenen Flaͤcheninhalt faßt. 

Gegeben die Hoͤhe des Dreiecks, alſo der einen Seite 
gehörige Normale — 5, und die Flaͤche = 

Gefuht die Grundlinie C. 

Analyfis. Das unter y und C enthaltene Rechteck = yC 
ift zweimal % groß, ald das Dreieck, und daher auch zweimal ſo 
groß, ald q?. Es ift alfo 

y.G=2g? ala : 

Nun ift q und 2q gegeben, alfo audy das unter diefen Linien 
enthaltene Rechteck, und da von einem gleich großen Rechted die 
eine Seite » gegeben ift, fo Fann die andere. Seite C deffelben ges 
funden werden, nach Anleitung der Aufgabe 3. Seite 209. 


Anmerkung. Iſt von dem Dreicd bie Grundlinie C und bie Fläche 
— q? gegeben, fo Tann auf gleiche Weife auch die Höhe » gefunden werben. 





Aufgabe 180. Zwei Seiten eines, Dreiedd find gegeben; 
es fol dafjelbe fo, conftruirt — daß es einen zn Flaͤ⸗ 
cheninhalt faßt. 

Gegeben A, C und 2. 

Analyfis. Da C und q? gegeben find, fo Fanny gefunden 
werden (Aufg. 179.), und es läßt fih nun au A, U und y das 
Dreied conftruiren (Aufg. 22.) 

Determination. Es kann nit ſeyn y > A, und alfo 
auch nicht x. C A C. Da nun fe MX Ce 2 g%, 
fo darf nicht ſeyn 2 q” > A > C, wenn eine —— moͤglich 
ſeyn ſoll. 


— 220 — 


Aufgabe 181. Von einem Dreieck ift eine Seite gegeben, 
ein an berfelben anliegenber Winkel und vie Fläche; es foll daffelbe 
verzeichnet werben. = 
Gegeben C, L_b md x 

Analyſis. Da C und q? gegeben find, fo Fann y gefunden 
werben-(Aufg. 179.), und durch C, I_b und y ift das Dreied 
beffmenmt: ‘(Aufg. 25.) 

Aufgabe 182. Bon einem Dreied ift eine Seite gegeben, 
bie zu einer andern Seite gehörige Normale und die Fläche; es 
ſoll daffelbe conftruirt werden. 

Gegeben A, y und q*. 

Analyfis. Day und q? gegeben A, fo ii = C ge 
geben (Aufg. 179.) 

Aufgabe 183. Man Fennt von einem Dreied einen Winkel, 
eine zu einem andern Winfel gehörige Normale und die Fläche; a 
fol daſſelbe verzeichnet werden. 

Gegeben La, y und q2. 


Aufgabe 184. Bon einem Dreied fi nd zwei Normalen ges 
geben und die Flaͤche; es fol dafjelbe verzeichnet werben. 

Gegeben «, y und q*. 

Analyfis. Day und q? gegeben find, fo iſt auch C' ge 
geben, und ‚daher &, y und C, wodurch das Dreied beſtimmt ift. 
(Aufg. 23.) 

Aufgabe 185. Bon einem Dreied ift — die Summe 
zweier Seiten und die zu der einen dieſer Seiten gehoͤrige Nor: 
male; es foll daffelbe fo conftruirt werben, daß es einen gegebener: 
Flaͤcheninhalt faßt. 

Gegeben B+ C, 9 und q*. 

— Analyfis. Day und q? gegeben find, fo ift auh C ge: 
geben, und folglid., da man B-+ C kennt, au B. 

Aufgabe 186. Man fennt vom einem Dreied die Differen; 
zweier Seiten, die zu der einen diefer Seiten gehörige Normale un: 
die Fläche; es fol daffelbe verzeichnet werben. 

Gegeben C— Bober B— C, y und q?. 

Aufgabe 187. Bon einem Dreied kennt man bie Grunblini«: 


bie Differenz der. Quadrate ber beiden übrigen Seiten. und die Pe 
es fol das Dreieck conftruirt werden. 
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Gegeben C, A? — B? und q?. — 

Analyſis. Zieht man die Normale cd = y und ſetzt bd 
— mund ad—n, fo ifl e : 

A? = m? + 2 (Il. 47.) 

und B? = n? + 97° 

daher A2— B? = m? — n? 
da nun 42 — B? gegeben ift, fo ift auch ın? — n? ebenfalls 
gegeben. - Nun if 

m? — n2=(m+n)(m—n) (.) 

und m + n = (ab) = C gegeben, alfo kann m —n gefunden 
werden, und es ift, wenn man d« 
— da nimmt, be = m —n und 
«a in d halbirt, folglich iſt der 


Punkt d gegeben, und da C und B 
gq? gegeben find, fo ift auch y ge: h 

geben, und daher ber Punft c, wos Pi d a 
durch das Dreieck beftimmt ift. — — 


Aufloͤſfung. Man conſtruire ein 
Rechteck, deſſen eine Seite — C iſt, und das den gegebenen Flaͤchen⸗ 
inpalt = A? — B? hat, und nehme ba fo groß, wie bie zweite 
Seite diefed Rechtecks gefunden wird, halbire «a in d, ſuche y 
(Aufg. 179.) und errichte in d eine Normale de = y. Wird nun 
- ce mit a und mit b verbunden, fo iſt Aabc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 188. Bon einem Dreieck ift gegeben die Grund: 
linie, die Summe der Qugdrate ber beiden übrigen Seiten, und die 
Flaͤche; man foll dad Dreied verzeichnen. 

Gegeben C, A? + B? und q*. 

Da in der obigen Figur C und q? gegeben find, fo ift au 


y gegeben. Nun ift wet 


und B?=y? + n? 
afo A + B?= 27 + m’+ nꝰ. 
Es iſt aber A? 4 B® gegeben, folglih auch 2 7% + m? 
+ n?, und da y? und folglich auch 2 y? gegeben ift, fo kennt 
"man m? + n? ebenfalld. | | 
€ iſt C = m + .n gegeben, und daher auch 
C?2 = m? + 2mn“+n? (4) 
Da nun auch m? -+.n? gegeben iſt, fo ift au 2 mn und 
folglih mn gegeben. — RE 2 
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Daher ift die Grunblinie C- in d nur fo zü theilen, bag ba 
Rechteck beider Theile ad >. db ber. gegebenen Flaͤche mn gleid 
wird, was nach Anleitung Aufgabe 2. der vorigen Beilage gefchehen 
fann. Hierdurch wird der Punft d gefunden, und da p befannt 
ift, fo laßt fih das Dreieck conftruiren. 


Aufgabe 189. Von einem Dreied kennt man von ber 
Grundlinie den einen, durch die dazu gehörige Normale beftimmten 
Abfchnitt derfelben, die Differenz der Quadrate der beiden übrigen 
Seiten und die Fläche; es foll das Dreieck verzeichnet werden. 

Gegeben m, A? — B? und gr 

Analyfis. Es it A? — B? = m? — n? (Aufg. 187.) 

Nun ift A? — B? und auch m? gegeben, folglid auch n?, 
und’ daher find m und n bekannt, da alfo auch die Grundlinie C und 
auch q? gegeben ift, fo ift y ebenfall$ gegeben. Da fonah C und 
m gegeben find, fo fennt man auch den Punkt d, und folglich tft 
das gefuchte Dreied beftimmt. | 


Aufgabe 190. Bon einem Dreieck ift gegeben die Differenz 
der Quadrate der beiden Abfchnitte, in weldhe die Grundlinie durch 
die dazu gehörige Normale getheilt wird, die Summe der Quadrate 
ber beiden übrigen Seiten des Dreiedd und die Fläche befjelben ; 
es follen die Seiten diefed Dreiedd gefunden werben. 

Gegeben m? — n?, A? + B? und q2. 

Analvfis. Es it A? — B? = m? — n? (Xufg. 186.) 


udn A?+-B?= A? + B? 
daher 2 A? = (m? — n?)+ (A?+-B3) 
und 2B? = (A? + B?) — (m? —.n?) 


ba nun ſowohl A? 4 B?, ald auch m? — n? gegeben ift, fo ift 
auch 2 A? und eben fo 2 B? gegeben, und daher auch A und B. 


% 


XH. Das Verhalten der Seiten eined Dreiedd zu 
einander, ald Folge der Lehrfäße 12. und 15. Bud I. 


1) Je zwei. Seiten eines Dreiedd find zufammen größer, als 
bie dritte (I. 20.), und nur, wenn von drei gegebenen geraden Li— 
nien je zwei zufammen ‚größer als die dritte find, läßt fich aus den» 
felben ein Dreieck befchreiben. 
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2) Hieraus folgt aber keinesweges, daß auch die Summe der 
Quadrate zweier Seiten eines Dreiecks zuſammen groͤßer, als das 
Quadrat der dritten Seite ſeyn muͤſſe. Bezeichnet man die drei 
Seiten eines Dreiecks mit A, B und C, ſo iſt immer, wenn auch 
C bie größte der drei Seiten ift 

und daher — B?2>C 

da nun (A+ B? = A? 2 AB + B? (4,) 

fo folgt A? +2 AB + B? > C2 
die Summe der Quadrate zweier Seiten, fammt dem zweifachen 
unter denfelben enthaltenen Rechte, ift alfo größer, als das Qua 
drat der es AU: da aber 
A? + B? <A? +2 AB + B2 

fo Tann für das Verhalten von’ A? + B? zu C2 aus (I. 20.) 
nicht gefolgert werben. 

3) Es wird durch die Säße (I. 47.) und (12), (13) bewiefen, 
daß bei einem Dreied A? + B? bald eben fo groß ift, als C2, 
bald größer und bald EFleiner, und es hängt dieſes von der Größe 
des Winfeld c ab. 

Sft der, der Seite C gegenüber liegende Winfel 

c=R fit A?+-B?=C2 (I. 47.) 
ft c>R s A?+-B?<C? (12) 
und it c<R = A?+-B?>C2 (13. 
und daher läßt fih auch aus ber Vergleihung der Quadrate ber 
Seiten eined Dreiecks mit einander unmittelbar erfennen, ob das 
Dreieck recht-, ſpitz- oder flumpfwinflig ift, und es ift felbft in jes 
dem befondern Falle beftimmt, um wie viel die Summe der Qua: 
drate zweier Seiten von dem Quadrat der dritten abweicht, wie in 
(12) und (13) bewiefen wird. 

4) Faͤllt man von ber Spige b des Dreied3 abc die Normale 
bd auf B, fest die Normale = ß und das, durch bdiefelbe von der 
Grundlinie abgefohnittene Stud cd = x, fo ift 
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Für Le < der Abſchnitt ad — B— x 
-10R⸗ ⸗ s -B+x 
Es ift daher Be 
fr Lc<R fr Le>R 
GC? = (B — x)? + 2 C?=«(B+ x? + pP? 
alfo C?=B?— 2Bx+x? +ß?alfo C?=B?+ 2Bx+x?+P? 








und x?+ß? = A* und x® + ß? = A? 
folglich C?= B?— 2Bx+A? C?=B2+2Bx-+ A? 
hiernach ift 


für Le < R, C? um 2 Bx fleiner ald A? + B? und 
für Le > R, C? um 2 Bx größer als A? + B?. 

In beiden Fällen ift der Unterfchied zwifhen G? und A?+-B? 
dem zweifachen Rechteck glei, das unter der Srundlinie B und 
dem an L_c anliegenden Abfchnitte x enthalten iſt. 


5) Wird die Grundlinie ac h 
eines Dreiedd abc in e halbirt, 
und man fest die Halbirungslinie A 
be — D, die halbe Grundlinie 
ae =ec= — — 
ſchen e und dem Fußpunkte d ber i d 
Normale bd liegende Stüd ed = ß — 


x, ſo iſt 
inAacb C?=B?-+D?-+-2Bx (12) 
inAceb A?—=B?+D?— 2Px (13. 

folgip ft A + 2 = 29? + 2 D%, 

Wird alfo in einem Dreie die Grundlinie halbirt, fo ift bie 
Summe der Quadrate der beiden Übrigen Seiten zmeimal fo groß, 
als das Duadrat der halben Grundlinie und das vom ber Linie, 
welche die Spige des Dreiedd mit dem Halbirungspunfte ver: 
bindet. 


Wird die ganze Grundlinie ac—= 2 6 —=B gefest, alfo 
2 
B= A B, ſo it ®?= (%, DB’ = * und daher 2 B? — 


2 
2 .— — '/, B?, und es ift daher auch 
A2 402 B242DP. 
6) In der obigen Figur iſt 
ad — 3 4x und de — 3 — m 
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Setzt man num die Normale bd = h, fo iſt 
G=(+92 + 
mb A? = (f.— x)? + h? 
und baher, wenn man beides von einander abzieht 
ce — A 6G +9)’ —( — 2 
Nun ift aber 
BH)?—-B— 2481 (8) 
ol ift au 
— GC? — A? = 4 4x. 


Wird alfo in einem Dreied die Grunblinie ac in e halbirt 
und die Normale bd gegogen, fo ift die Differenz der Quadrate 
der beiden übrigen Seiten dem vierfachen Rechtecke gleich, welches 
unter der halben Grundlinie und dem, zwifchen dem Halbirungss 
punkte und dem Fußpunkte ber Normale liegenden Theile derfelben 
enthalten ift. 

7) Da C2 — A? —=ICHA)(C— A) (4) 
und 6? — A? — 4 ßx 


fo folgt auch 
ze (G+A)(C — A)=4Bx 
8) Setzt man die drei Seiten eined Dreiecks A, B, C, und 
die drei Linien, welche die Halbirungspunkte derfelben mit ben ge: 
genuͤber liegenden Spigen verbinden, a, b, c, fo daß a zu A ges 
hört, b zu B und c zu C, fo ift nah Nr. 5. 
BC? — ', A? 22 a2 


A? + €2 — !, B2? 4 2 b2 
A2 + B2 — 1, 024202 


folgih ft 2A? +2 B? + 2 C2 

1, A2 + 2, BP 7, C2 + 222.625? + 2c2 
und daher auch, wenn man auf beiden Seiten Y%, A? 4A B?® 
+ '/, C® abzieht . 

A2 + %, BR, CO — 22,2 +2 02 

und wirb nun mit 2 multiplicirt, fo erhält man 

3A +-3B +3 02 —422 +46 +42 
ed ift alfo 

3(A2? 4 Bꝛ24 02) - 4 (a22 + b? + c2) 
Die dreifache Summe der Quadrate der drei Seiten eines Dreiecks 
iſt alſo eben ſo groß, als die vierfache Summe der Quadrate der 
drei Linien, welche die Halbirungspunkte der Seiten mit den gegen⸗ 
uͤber liegenden Winkelſpitzen verbinden. 
15 


S 
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9) Aus dem Refultate in Nr. 4: läßt ſich für jeden Fall be 
fonders die Größe des Abfchnittd x, durch Zahlen audgebrüdt, fin 
den, wenn die Seiten des Dreiedd in Zahlen gegeben find. 


| 2 2 _c2 
St Le<R, fo erhält man x „Ir -Z 

— 2442 2 

und fr_c> Rpvidx= = — 


23.” 

In beiden Fällen erhält man alfo den, durch die Normale 8 
abgefchnittenen, an Ic anliegenden Zheil der Grundlinie, wenn 
man entweder von der Summe der Quadrate der beiden, den Win 
Fel c einfchliegenden Seiten A und B, dad Quadrat der gegenüber 
liegenden Seite C abzieht, oder umgekehrt (je nachdem A? 4 B? 
größer oder Bleiner ald C? ift), und den Reſt . die zweifache 
Grundlinie theilt. 


Findet man A? + B? >C2, fo fällt x mit ber Grundlinie 
B zufammen, und ed it Le < R; ift aber A? > B? < C2, 
fo liegt x in der Verlängerung von B außerhalb des Dreiecks, und 
es it Le >R, wenn in einem: befondern - gefunden wirb 
A2 4 B? = (2, pix=omLc=R 


Diefe Regel kann mit Vortheil benugt wenn man auf 
bem Felde die drei Seiten eined Dreiedd-gemefjen hat, und man 
wiünfcht die Höhe defielben Fennen zu lernen; denn fucht man den 
Werth von x, fo lernt man hierdurch den Punft der Grundlinie Een: 
nen, in welchem biefelbe von ber Normale aus der Spige getroffen 
wird, und man Fann nun entweder diefen Punkt mit der Spitze 
des Dreiecks durch eine gerade Linie verbinden und dieſelbe mefjen, 
ober man kann auch den Werth von 4 -alddann durch — er⸗ 
mitteln. Denn da 

x? 462 — AZ, fo folgt B? = A? — x2 
| und es ift daher V’ — — x2), - 

10) Werden in einem Viereck 
abcd die 4 Seiten mit A,B,C,D D 
bezeichnet, die Diagonale ac =E 
und bd — F gefest, und halbirt 
man die Diagonalen in e und f, 
fo daß 

ae ec=%E 


bte=fd= Fl 


‚a App 
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fo ift, wenn be und de gezogen werben, nah Nr. 5. 
in Aabce A? + B? = 2 (ac)? + 2 (be)? 
in Aadce C? + D? = 2 (ae)? + 2 (de). 

Daher ift auch, wenn man addirt 
A? + B?2 +0? + D? 4 (ae)? 2 (be)? + 2 (de). 

Da aber bd in £ halbirt ift, fo-folgt, wenn man ef zieht 

in Abef. (be)? + (de)? — 2 (bf)? + 2 (ef)? 

und daher 2 (be)? + 2 (de)? = 4 (bf)? + 4 (ef)? 
und es iſt alfo, wenn man biefen Werth in der erhaltenen Gleichung 
benugt 
A? +B? + C?+D? — 4 (ae)? + 4 (bf)J? + 4 (ef)*. 
Nun iſt ae — '% E, alfo (ae)? = U, E? und 4 (ac)? = E? 

und bf= ’; F, alfo (bf)? = '"/, F? ind 4 (bf)? = F? 
folglich ift auch 
A?+B? +02 +D?=E + F2 +4 (ef2 
und für ef — x iſt endlich 
A2+-B?+- 02 + D?’— E? + F2+4x2 

Da nun ef=x bie Linie ift, welche die Halbirungspunfte 
ber beiden Diagonalen verbindet, fo folgt: in jedem Viered ift 
die Summe der Quadrate ber vier Seiten deffelben 
eben fo groß, ald die Summe ber Quadrate ber beiden 
Diagonalen, fammt bem vierfahen Quadrate der Li— 
nie, welde die Halbirungspunfte beider Diagonalen 
verbindet. 

11) Da in jedem Parallelogramme die Diagonalen fi) gegen: 
feitig halbiren, fo ift in diefer Figur die Verbindungslinie ber Hals 
birungspunfte = 0; man muß alfo für dad Parallelogramm x = 0 
ſetzen, folglich ift alsdann 

A? +B2 +02 +D2=E2 + F. 

In jedem Parallelogramme ift alfo die Summe 
ber Quadrate ber vier Seiten ber Summe der Quas 
brate beider Diagonalen beffelben gleid. 

12%) Die bier abgeleiteten Lehrfäge find_ unmittelbare Folgeruns 
gen bed 12ten und 183ten Satzes, woburd bie Abhängigkeit des 
Quadrates einer Seite eines Dreiecks von der Sumihe der Qua⸗ 
drate ber beiden andern für die Fälle beſtimmt werben, wenn der 
der erfieren biefer Seiten gegenliber liegende Winkel größer ober 
Feiner als ein rechter ifl. Zür das rechtwinklige Dreiec hat man, 
wenn CG bem rechten Winfel gegenüber liegt 
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| 0? = A? + B# 
und dieſes führt zu der bereitö früher berührten Aufgabe, drei ganze 
Zahlen von der Art anzugeben, daß werm diefelben ald Seiten eine 
Dreiedd angenommen werden, bafjelbe rechtwinklig feyn muß. Diefe 
Aufgabe läßt fich auf die folgende einfachere Form zurüdführen: 

Aufgabe. Es iſt eine ganze Zahl gegeben; man fol eine 
zweite ganze Zahl von der Art- angeben, daß die Summe ‚der Qua⸗ 
drate beider ebenfalls ein Quadrat iſt. 

Auflöſung. Setzt man die gegebene Zahl = a, die geſuchte 
— x und die Summe der Quadrate beider = z*, fo koͤmmt es 
darauf an, in der Gleichung 

a2 + x? = z? 
x und z fo zu beflimmen, daß beide ganze Zahlen werben. Es 
folgt aber aus dieſer Gleichung 
at 22 —x⸗ 
und da 2 6*—- — 
Di 2= @+2) 2 — 3: 
Seht man de z+x=m 
und z— on 
ff 2z=m+n 
2xm_n 
und @.omn . 

Wird alfo a? im zwei verfchiedene Factoren m und n zerlegt, 

fo ift 5 


m n 
—— F und x — 


n—n 








Die gefuchten Werthe von x und z werben alfo erhalten, wenn man 
a? in zwei verfchiedene Factoten zerlegt, ‚einmal die halbe Summe 
und einmat die: halbe Differenz diefer Bactoren nimmt. Die halbe 
Summe giebt. den Werth von z, alfo die Hppothenufe und die 
halbe Differenz ‚giebt x, -alfo die zweite Fate, ! des vechtwinfligen 
Dreiecks. 


Sollen aber — und m—n ganze Zahlen werben, fo müf 


fen m und, n beide gerade * beide ungerade Zahlen ſeyn. Iſt 
daher a eine ungerade Zahl, fo kann man a® beliebig in zwei Factoren 
zerlegen, und ben einen. ſelbſt — 1 anuehmen; iſt a aber eine ges 
rade Zahl, fo muß der eine Factor 2 ober ein. Vielfaches von 2 
ſeyn, es muͤſſen a beide Factoren gerade Zahlen werden. 
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Fortſetzung der Aufgaben, 


5. 16. 


Aufgaben, bei welchen die fehlenden Stüde durch Rechnung 
gefunden werben follen. 


Aufgabe 191: Die drei Seiten eined Dreieds find in Zah⸗ 
len gegeben; es foll hieraus unmittelbar beflimmt werden, ob daf: 
felbe recht =, fpigs oder ſtumpfwinklig ift. 

Analyfis. If C die größte Seite des Dreiecks, und baher 
c der größte Winkel deffelben, fo ift 

Le — R, wenn C? — A? + B? I. 47.) 
Lc>R s C?>A?+B? (12) 
Le <R .s: C2<A?-+-B?2 (13. 

Auflöfung. Man nehme von jeder ber drei gegebenen Zah⸗ 
len das Quadrat, und vergleiche dad Quabrat der größten berfelben 
mit der Summe der Quadrate ber beiden übrigen. Iſt dad Quas 
drat ber größten Zahl dee Summe ber Quadrate ber beiden übris 
gen gleich, fo ift das Dreied rechtwinklig, und es ift fpig> ober 
fiumpfwinffig, wenn das Quadrat der größten Seite Kleiner ober 
größer ift, ald die Summe der Quadrate der beiden übrigen: 

Beifpiele a. Die brei Seiten find 38.,. 41. und 45. 

b. ⸗ ⸗⸗37., 43. = 60. 
c. ⸗ ⸗ » 39., 36. = 18. 

Welches von biefen Dreicden ift rechts, fpig= oder ſtumpf⸗ 

winflig? 


Aufgabe 192. Die Größe zweier Seiten eines Dreiecks iſt 
durch Zahlen gegeben; es follen die Grenzen für den Werth der 
dritten Seite angegeben werben, wenn dad Dreieck ein fpigwinkliged 
feyn fol. 

Analyfis. Sind A und B die gegebenen Seiten, von wel» 
hen A >B feyn fol, und tft C bie zu beftimmenbe Seite, fo 
muß, wenn C bie größte feyn fol, für ein fpigwinkliges Dreied 
werben GC? < A? P B2, und wenn A die größte Geite if, fo 
muß feyn 

A? <B? + cz, unb Haben. c2 > A? — B2. 

Auflöfung. Man nehme von A und B die Quadrate, ab: 

dire biefelben einmal und ziehe fie cimmal -von ‚einander ab. on 
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ber Summe fowohl, ald von ber Differenz nehme bie Quadrat⸗ 
wurzel, fo geben biefe beiden Wurzeln die Grenzen an, innerhalb 
welcher der Werth von C liegen muß, wenn bad Dreied ſpitzwink⸗ 
lig feyn fol. 
Beifpiel. Sind bie gegebenen Seiten 40. und 33., fo if 
A? — 40? = 1600 — 1600 
B? — 33? — 1089 — 1089 
A? £ B? = 1689, A?—B?—= 511. 
Da nun v 1689 > 41 und < 42 
und 511 >22 =» <23 
fo folgt, wenn das Dreied fpigwinklig feyn fol, fo u feyn bie 
dritte Seite GC < 42 und > 22 in ganzen Zahlen. 


Aufgabe 193. Die Größe zweier Seiten eines Dreied3 ift 
durch Zahlen gegeben; es follen die Grenzen für die Werthe ber 
Dritten Seite angegeben werben, wenn baffelbe flumpfwinflig 
feyn fol. 

Analyfis, Sind A und B bie gegebenen Seiten und A 
>.B, und fol die gefuchte Seite C die größte werben, fo muß 
für ein ſtumpfwinkliges Dreied feyn C? > A? + B®, und für 
die größte Seite = A muß werden A? > B? + G9, alfo C? 
< A? — B2 

Anflöfung Man nehme von A und B die Quadrate, ab: 
dire biefelben und ziehe fie auch von einander ab, Aus der Summe 
fowohl, als aus der Differenz ziehe man die Quadratwurzel, fo ge 
ben diefe Wurzeln bie Grenzen an, innerhalb welcher der Werth 
von’C nicht liegen barf, wenn bad Dreied ſtumpfwinklig feyn fol. 

Beifpiel. Sind bie gegebenen Seiten 40. und 28,, fo ift 

A? — 40? — 1600 — 1600 
B? — 28? — 784 — 784 
A? + B? — 2384, A?— B?= 816. ° 
Da nun 7 2384 > 48 und < 49 
und vV’8E6>3 » <29, 
fo muß in ganzen Zahlen feyn, 
entweder C > 48 ober c < 29 
wenn bad Dreie? ſtumpfwinklig feyn foll. 


Aufgabe 194. Zwei Seiten eined Dreieds fi nd in Zahlen 
gegeben; es ſoll die dritte Seite deſſelben beſtimmt werden, daß 
das Dreieck rechtwinklig wird. 
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Aufldfung Sind A und B die gegebenen Zahlen, don 
welchen A > B, und ift G bie gefuchte britte Seite, fo muß feyn 
entweder C2 — A? + B2, alſo C= 1’ (A? + B?) 

oe A—B?+- 0 : C=rv’(A?— B, 


Aufgabe 195. Die eine Katete eines vechtwinkligen Dreiecks 
ift durch eine ganze Zahl gegeben; man foll zwei andre ganze Zah⸗ 
len von der Art finden, daß durch diefelben bie Werthe ber zweiten 
Katete und der Hypothenufe ausgebrüdt werben. 


Analyfis. Iſt die gegebene Katete — A, die gefnchte 
= x und die Hypothenufe — 2 fo ift nah Nr. 13. ber gegen: 
wärtigen Beilage 





für A? = mn, x = und ‚tt. 


Auflöfung. Dan zerlege A? in zwei ungleiche Factoren, 
die beibe ungerade oder beide gerabe Zahlen find, fo ift bie halbe 
Differenz diefer Factoren bie gefuchte Katete, und ihre halbe Summe 
die Hppothenufe bed rechtwinkligen Dreieds. 


Beifpiel a. Die gegebene Katete iſt — 15. ° 
Da 15? — 225 und 























235 — 285.1, pie tm = rl 
— _15—3 75 +3 
— 75. 8. | 5 — 2 — 2 
_ en - _6 +5 
— 45,5. s — > ou = > 
— 25 — 9 3549 
— 25.9 3 > — > 


Zür den Werth der einen Katete — 15 ift-alfo entweder bie 
andere Katete = 112 und bie Hypothenufe — 113 


oder ⸗ ⸗ — 86 ⸗ ⸗ — .89 
ober ⸗ 3 — 20 s ⸗ — 25 
oder endlich ss 8 5 ⸗ — nf 


b. Die gegebene Katete it — 12. 
Da 12? — 144 und 























| i — 72 2 

14=2.2,pf:=-T mie * 
s—4 6864 4 

== 4.36, 2 — — 
=6, 24, 3 -= = ‚2 Ar 
s—-—8 _ _ 1348 

= 8 ,„ 18, = — 2 * — 2, 


Für ben Werth der einen Katete = 12 ift alfo 
entweber bie andere Katete = 35 und bie Hypothenufe = 37 


oder = - = = 16 ⸗ ⸗ = 20 
oder = ⸗ = I a. ⸗ “= 15 
oder mid = =: mb = ».. 13. 


Aufgabe 196. Die drei Seiten eines Dreieds find in Zab: 
len gegeben; man fol hieraus - die Abfchnitte berechnen; in welche 
die Grundlinie durch die Normale von der gegenüber . Srie 
geſchnitten wird. 


Analyſis. Sf B die Grundlinie und x der an A änliegenbe 

Abfchnitt derfelben, fo ift nah Nr. 9, der gegenwärtigen Beilage 
A? + B? _ GC? 

A? + B2 2 x — 
wenn + >6C%x — 
und ber zweite Abſchnitt it B— x | eg 

2 

wenn abe A +B<C2 ſo iſt x — +2 
und der zweite Abſchnitt ber Grundlinie iſt — B+x 


Beiſpiel a. Die Grundlinie B— 40, A = 35 md 
C == 36, 
Hier it A? 352 = 1225 
B? — 40? = 1600 
alſo A? + B2 — 2825 
und -C? — 36? = 1296  - * 
daher ift von ber Grundlinie B der eine Abſchnitt 
A? + B? — oe, 2825 — 1296 _ 1529. > 
2B Ei: Mic, 5 


— | 9 71 
und der andere Ab B- x = %2.— 197 2 m 
ſchnitt ift X 6 — are 





x = 








b. Es ift die Grundline B=30,A=-45 und C = 25. 
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Hier iſt A? = 45? — 2025 : 
B? = 30? = 900 
A? + B2 = 2925 
und GC? = 25? = 625 
folglich ift von ber Grundlinie B ber eine Abfchnitt 
„A? + B® — 0? _ 2925 — 625 _ 2300 _ 991, 
2B 2.80 Tg ’ 
und der andere Abfchnitt it B—x= 30 — 384%, = — 8". 


Da alfo in biefem Falle der eine Abſchnitt größer als bie 
ganze Srundlinie ift, fo liegt ber andere in der Verlängerung ber 
Srundlinie, außerhalb des Dreiedd an der Seite C an. 


c. Es ift die Grundlinie B= 30, A= 28 und C = 45, 


Sn diefer Aufgabe it A? = 238? = 784 
B? = 30? = 900 


A? + B? = 1684 
und C? = 452? — 2025 
folglich ift hier von ber Grundlinie B ber eine Abſchnitt 
„„&@— (A? +B®) _ 2025 — 1684 _ 341 _ ‚A 
2B 2. 30 60 60 
und es liegt dieſer Abſchnitt außerhalb des Dieiedd an der Seite 
An, und der zweite Abfchnitt ift = 
41 41 
B re +08, 





d, Die Grundlinie B ift = 30, A = 16 und C = 34. 
Da ſonach A? = 16? = 256 
B? = 30? = 900 





alfo A? > B? = 1156 
und U? = 34? — 1156 | 
pp Ar 11610 _ 0 _ 
' 2B 60 60 
der Scheitel des Winkels c iſt alfo ſelbſt der Fußpunkt der Nor: 
male, und dad Dreieck iſt daher bei c rechtwinklig. . 


Der zweite Abſchnitt if = B — x = 30 — 0 = 30, er iſt 


Ao der Grundlinie gleich. 
e. Die:Grundlinie B= 10, A = 26 und C = 24, 
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Hier ift A? = 36? = 676 
B? == 102 = 100 


A? + B? = 776 
und C? _ 24? = 576 
daher ift der eine Abſchnitt der Grundlinie B 
A? + B? — C2 776 — 576 200 
x —_ = — eo — ={0 
2B 2 10 20 
und ber zweite Abfchnitt ft B— x = 10 — 10 = 0, 
Diefes Dreieck ift daher bei L_ a rechtwintlig. 


Aufgabe 197. Die drei Seiten eined Dreieds find in Zah 
len gegeben; es foll hieraus bie zu der Grundlinie gehörige Nor 
male berechnet werden. 

Auflöfung. Iſt B die Grunblinie und x ber an A anlie 
gende Abfchnitt derfelben, fo wird, wenn man bie Normale Sß 
fest 





pP? + x? — A ad? = A? — 2 

und daher B — I’ (A? — x?). 

Die Normale wird alfo gefunden, wenn man von dem Quadrate 
ber einen Seite A dad Quadrat ded Abfchnittes der Grundlinie ab- 
zieht, der an A liegt, und aus dem Reſte die Duadratwurzel zieht, 
Laͤßt fi diefe Wurzel volftändig ausziehen, fo erhält man für die 
Normale 4 einen rationalen Werth; ed wird B aber irrational, wenn 
der Neft Fein volftändiged Quadrat ift, und man muß alsdann 
ben Werth von B auf eine hinreichende Anzahl Decimalftelen ge 
nau berechnen. 


Beifpiele a. Die Grundlinie B—= 383, A—17 m 
iR 
Es it A? — 17? — 289 
B? = 383? = 784 


A? + B? = 1073 
CC? — 25? = 625 


A?’+B?’—-C = 448 
0 — 
folglich iſt =, = 5 — 8 und x?’ — 64 
und daher die gefuchte Normale | 
B=V (AM — ’)— 7 (389 - 64) — V' 295 = 19. 
b. &3 ift bie Grundlinie B = 0, A= 18 und C = 
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Hiernach iſtt A? — 182 — 324 
B? — 20? — 400 
724 
0: — — 22? — 484 
A? + B? —- Go — WW » 
240 __ 240 | — 
sn” 70 9 und x — 86 
folglich ift die gefuchte Normale 
B=rV' (A? — x?) =’ (324 — 36) = V 283 
und da 288 Fein Quadrat ift, fo fucht man den Werth auf einige 
Decimalſtellen ga, , und man findet B — 16,97. 


und daher x — 


Aufgabe 198. Die drei Seiten eines. Dreiecks ſind in Zah 
Im gegeben; man foll hieraus die Größe der drei Linien berechnen, 
welche die Halbirungspunfte diefer Seiten mit den gegenüber liegen: 
den Binkelfpigen verbinden. 


Analyfis. Nah Nr. 5. der gegenwärtigen Beilage ift, 
mern a die Linie bedeutet, die den Halbirungspunft ber Seite A 
mit der Spike a verbindet 


20 +2 —— B2 + 0⸗ 


alfo 22+%=B +0 


und 4 —2B?+2C02 — A? 
folgih ft 2a = vV (2 B- +20? — A), 
und daher er an Tr = zn) 


Auflöfung. Um bie Größe der Linie kennen zu lernen, 
welhe den Halbirungspunft von A mit ber Spige a verbindet, 
muß man von ber zmweifahen Summe der Quadrate der beiden 
übrigen Seiten B und C das Quadrat von A abziehen, aus bem 
Reſte die Quabratwurzel ziehen und von berfelben bie Hälfte 
nehmen, | 


Beifpiel. Die brei Seiten bed Dreieds find 32., 40. und 
45.5 fol nun die Linie gefunden werben, welche ben Halbirungs⸗ 
punkt der größten Seite — 45 mit bes gegenüber liegenden Spige 
verbindet, fo ſteht die Rechnung: 


* 
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2.322 — 2.10% — 2048 
2.40° — 2. 1600 — 3200 


abdirt — 5248 
hiervon 45° — 2025 
*« bleibt — 3223 


die gefuchte Verbindungslinie ift daher 
vV 3223 _ 56,77 | 
ss — 2 — >” * 28,389. 

Aufgabe 199. Bon einem Dreied Tennt man zwei Seiten 
und die Linie, welche den Halbirungspunft der dritten Seite mit 
der gegenüber liegenden Spite bed Dreiedd verbindet ze ſon hier⸗ 
aus die dritte Seite berechnet werden. 

Analyfis. Sind A und B die gegebenen Seiten, O bie ge⸗ 
fuchte und Y die zu derfelben gehörige Verbindungslinie, fo ifl 


27? +2 (5) = A% + B2 


02 
ao 2 + — A +B® 








daher 4 y2 + ©? — 2A? + 2B? 
folgih ft C2 —= 2A? + 2 B? — 4 y? 
und dp G—= VY’(2A? +2 Be — 4"). 


Aufgabe 200. Don einem Dreied ift bie Grunblinie gege 
ben und die Abfchnitte, in welche biefelbe durch die Normale ge 
theilt wird, und man kennt außerdem die Summe ber beiden übri: 








. gen Seiten; es follen biefe hieraus berechnet werden. 


Analyfis. Sind A und C die gefuchten Seiten, ß die 
halbe Grundlinie und x das Stud derſelben, welches zwifchen dem 
Halbirungspunkte der Grundlinie und dem Fußpunfte der dazu ge 
hörigen Normale liegt, fo ift nah Nr. 7. der gegenwärtigen Beilage 

(C+A) (GC — A) = 4 4x 
| _Aßx . 
und baber a rer 
Nun it C + A als die-Summe ber gefuchten Seiten gegeben, 
auch PB ift gegeben und x wird gefunden,: wern man bie halbe 
Grundlinie von dem größern Abfchnitte derfelben abzieht, ober was 





zu demfelben Refultate führt, wenn man den Eleineren Abſchnitt 


von der halben Grundlinie abzieht; folglich kann C.— A gefun: 
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ben werben, und duch C + A und C — A find die Werthe 
von GC und A beftimmt. 

Auflöfung Man ziehe die halbe Grundlinie von dem grö- 
fern Abfchnitte derfelben ab, den Reſt — x multiplicire man mit 
48 =2>2B, alfo mit der zweifachen Grundlinie; und theile 
das Product durch die gegebene Summe der beiden übrigen Seiten, 
fo giebt der Quotient die Differenz diefer Seiten. Addirt man 
diefe zu der Summe, fo ift die Hälfte hiervon die größere der bei— 
den gefuchten Seiten; und die Eleinere wird erhalten, wenn man 
die Differenz beider von ihrer Summe abzieht und von dem Reſte 
die Hälfte nimmt. 

Beifpiel. Die Summe beider Seiten — 30, die Grund: 
linie — 18 und der EFleinere Abfchnitt derfelben — 4. 

Seitz -1=9-4=5 


und s — 9 aſo 18 — 42. 0 — 86 


C A 30. Folglich iſt 
—F 
G—-A= 3 px —-— #9. 








C+A we 
Dann C+A = 30 
und C—A= 6 
fit 2C == 86. al G == 
und 2A=24 und A— 12 


Aufgabe 201. In einem Dreied find zwei Normalen ges 
zogen, und man kennt von jeder der beiden Seiten, auf welde 
diefe Normalen gefällt find, den Abfchnitt, der an dem, von dieſen 
Seiten eingefhloffenen Winkel anliegt, und es ift außerdem die eine 
diefer beiden Seiten gegeben; man fol den Werth der andern bes 
ſtimmen. 

Analyſis. Sind A und B die beiden Seiten, und nimmt 
man an, daß ber von benfelben eingefchloffene Winkel c < K fey 
(für l_c>R bleibt die Auflöfung diefelbe), und bezeichnet man die 
neben einander liegenden Abfchnitte derfelben mit «’ und B’, fo daß 
a' auf A und B' auf Blabgefchnitten ift, fo hat man nad Satz 13. 

A? + B? — 62 + 2a 
und A? + B? — C? +2 PB 
daher it 2 «A —-2 BB 

alfo auch «A — 6B 


— 238 — 
und daher iſt, wenn A die gegebene und B bie geſuchte Seite 
feyn fol ER 
ß'. 
Aufgabe 202. Aus den, in der vorigen. Aufgabe gegebe: 
nen Stüden eined Dreieds fol die dritte Seite EINE berechnet 
werden. 


Aufgabe 203. Bon einem Parallelogramm ſi find bie beiden 
Seiten und die eine Diagonale gegeben; es fol hieraus die Größe 
ber andern Diagonale berechnet werden. 

Analyfis. Sind die vier Seiten bed Parallelogramms A, 
B, C, D und die Diagonalen E und F, fo ift nach Nr. 11. der 
gegenwärtigen Beilage 

A+-B?+0C0+D’-E+F 
und weil bei dem Parallelogramme 
A=CwB=-D 
fit 2A +2B®— E®: + F? 
folglich ſt 2A 2 B?2 — E* — F? 
und dahe F—= Y'(? A? +2 B* — E?) | 

Aufgabe 204. Von einem rechtwinkligen Dreieck ift bie 
Hnpothenufe gegeben und die Summe beider Katetenz man fol 
ben Werth einer jeden Katete befonderd angeben. 

Analyfis. Sind A und B die gefuchten Kateten, fo if 
A + B gegeben, alfo auch (A + B)?, aber auch die Hypothenuſe 
H ift gegeben, und daher H? — A* + B=, 

Man Eennt alfo (A +B)? = A* +2 AB +B: @) 

und auch H? — A? + B? 
folsih ud (A+ B) — MH — 2 AB 
es ift alfo 2 AB gegeben, und alfo auh 4 AB. 

Nun it (A+ B) — 4AB= (A — B)% (8.) 
folglich ift A —- B ebenfalld gegeben, und da fonah A + Bund 
auh A — B gegeben find, fo find A und B beftimmt. 

Auflöfung Von (4 4 B)⸗ —= A? +2 AB + B? 

ziehe ab H? — A? + B*’ 
fo bleibt (A + BJ)? — H? — 2 AB 
ben Reſt nehme man zweimal, fo erhält man 
-2(A +Bj2 — 2 H® 4 AB 
und ziehe benfelben ab von 


B— 
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A+B?—A +2 AB + B® 

fo anhält man 

(A+B)? — [2 (A + B)? — 24) = (4 — Bj 
die Quabratwurzel hieraus giebt den Werth von A— B. Wird 
diefer zu der gegebenen Summe A + B abbirt, fo ift die Hälfte 
hiervon — A, und wird A— B von A+-B abgezogen, jo giebt 
die Hälfte des Reſtes den Werth von B. 

Beifpiel. Don einem rechtwinkligen Dreied ift die Summe 
beider Kateten — 46 und bie Hypothenufe — 34; es follen die 
Kareten berechnet werben. 


Hier iſt 

(A + Be — A2 +2 AB + B? — 46? — 2116 
H: — A2 + B2 — 342 — 1156 
daher 2 AB == 960 
und 4 AB — 1920 
danın AP +2 AB + B — ‚2116 
und 4AB — 1920 

ſo iſt — 2 AB * Bee— 


196 
aſo (A — B)2 — 196 | 
folglich ft A-— B = 1’ 196 — 14 

Es iſt alſo AB= 4 

und A—B= 14 
folglich 2 A — 60 und A — 30 
2B=—= 82 »s B= 16, 


Aufgabe 205. Bon einem rechtwinkligen Dreied ift die 
Differenz der beiden Kateten und die Hypothenufe gegeben; es fol: 
kn die Kateten berechnet werben. 

Auflöfung. Diefelbe ift nicht wefentlih von der Auflöfung 
der vorigen Aufgabe verfchieden. 
Beifpiel. Die Differenz der beiden Kateten A— B—3 
imd die Hypothenufe H — 87. 


Git(A — B’ — A?’ —_ 2AB+B’= 32.9 
H⸗ — — + B?2 — 872 — 7569 

alfo 2AB — 75% 

und baber 4 AB — 15120 

da ſonach A? — 2 AB + B® — 9 

und 4AB — 1510 


fit +2 AB+Bb — — 15129 
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alſo (A + BJ)” — 15129 und daher 
| A+B= 17 15129 — 123, 
Es iſt alſſo AB — 1233 


folglich iſt 2 A = 126 und daher A — 3 
| und 2B — 1% und B — 60, 


XIII Lehrſätze, die mit Hülfe der Gätse des erften und 
zweiten Buches ſich beweifen laſſen. 


Dieſe Lehrſaͤtze bilden die erſte Fortfegung von ben in ber 
Beilage III. zu dem erften Buche enthaltenen Säten, und es wers 
den hier eben fo, wie dort, die Säße angegeben, mit deren Hülfe 
der Beweis fi führen läßt. Bei dem Anführen der zu benußens 
den Säge wird die bloße Zahl des Satzes angegeben, wenn ein 
Sat aus dem zweiten Buche darunter. verſtanden werden ſoll, und 
es wird dieſer Zahl J. beigeſetzt, wenn es ein Satz aus dem erſten 
Buche iſt. Daher bedeutet (5.) den 5ten Sat des zweiten Buches 
und (I. 47.) den I7ften Sat des erften Buches. Ein bereits früs 
her vorfommender Lehrfag wird noch befonderd mit Lhrſ. bezeichnet, 
und es bedeutet daher 3. B. (Lhrſ. 37.) den 37ften Lehrſatz, und 
um hierbei jede Zmeideutigfeit zu vermeiden, werden die bier fol: 
genden Lehrfäge mit fortlaufenden Nummern bezeichnet, fo daß, da 
in Beilage III. Seite 75. die ER bis 70 gehen, bier mit Lehr 
faß 71. angefangen wird. 





Lehrfag 71. Mehrere Parallelogramme, die gleiche Höhe 
haben, find zufammen einem Parallelogramme gleich von berfelben 
Höhe, deſſen Grundlinie fo groß ift, ald die Grundlinien aller jener 
Darallelogramme zufammen. 

Beweis (1.) und. (I, 36.) 

Lehrfag 72. Haben mehrere Dreiede gleiche Höhe, fo find 
fie zuſammen einem vechtwinkligen Dreied gleich, deffen eine Katete 
biefe Höhe ift, und von welchem die andre Katete ſo ‚groß iſt, als 
die Grundlinien aller dieſer Dreiecke zuſammen. 

Beweis (I 41.) und (khrſ. 71.) 
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Lehrfab 73. Haben die Prligr. A und B gleiche Höhe, und 
ift die Grundlinie von A irgend ein Vielfaches der Grundlinie von 
B, fo ift A das eben fo Zielfache von B. 

Beweis (Lhrf. 71.) 

Lehrfas 74. Gind zwei gerade Linien gegeben, und wird 
jede derſelben beliebig in zwei Abſchnitte getheilt, ſo kann man vier 
Rechtecke bilden, von welchen jedes unter einem Abſchnitte der ers 
fien und einem XAbfchnitte der zweiten Linie enthalten iſt. Diefe 
vier Rechtede find zufammen dem unter .den Auen gegebenen Linien 
enthaltenen Rechtede gleich. 

Beweis (1.) . 

Lehrſatz 75. Sind zwei gerade Linien gegeben, und man 
theilt jede beliebig in mehrere Theile, fo ift das unter den beiden 
gegebenen Linien enthaltene Nechtel eben fo groß, als alle die 
Rechtede zufammen, welche aus jedem Theile der einen er jedem 
Theile der anderen Linie gebildet werden können, 

Beweis (1.) 

Lehrfag 76. Wird eine gerade Linie in mehrere gleihe 
Theile getheilt, fo ift da unter der ganzen inie und dem einen 
heile derfelben enthaltene Rechteck ein eben fo Vielfaches von dem 
Quadrate des einen Theils, in fo viel gleiche Theile die Linie ge: 
theilt worden ift. 

Beweis (3.) 

Lehrfas 77. Xheilt man eine Linie: beliebig in mehrere 
Zheile, fo ift dad Quadrat diefer Linie eben fo groß, als die unter 
der ganzen und jedem Zheile derſelben enthaltenen Rechtecke zu: 
fammen. 

Beweis (2.) 

Lehrfaß 78. Wird eine gerade Linie beliebig in drei Theile 
getheilt, fo befieht das Quadrat der ganzen Linie au3 der Summe 
ber Quadrate der drei Theile und aus dem Sweifachen der drei 
Rechtecke, welche enthalten find unter dem erften und zweiten Theile, 
dem erflen und dritten Theile, und unter dem zweiten Zheile und 
dem dritten. 

Beweis (4.) 

Lehrfag 79. Wied in einem Drelec ‚eine Normale gefällt, 
fo wird die Grundlinie durch diefelbe ſo getheilt, daß das unter 
der Summe ber beiden Abſchnitte derfelben und ihrer Differenz ent: 
haltene Rechte eben fo groß iſt, als das Rechteck, welches unter 

15 
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der Summe und der Differenz der beiben übrigen Seiten bes 
Dreiecks enthalten ill. 

Beweis (I, 47.) und (5.) 
Lehrſatz 80. Wird eine gerade Linie ab in c halbirt und 
in d ungleich getheilt, fo ift das zwifchen den Theilpunften c und 
d liegende Stud der Linie bie Hälfte des Unterſchiedes der beiden 


ungleihen Theile. _ a ed bh 


Beweis, Eiftcb—=cd-+ db 
da nın ac — cb 
fo it ud ac—=cd-+ db 
hierzu c« cd = cd 
giebt ach e+ed= — 2 (cd) + db 
alfo 77d —=2tced) + db 


folglich ſt ad—db=2 (cd) und 2 F * 


Lehrſatz 81. Wenn ein Quadrat und ein Rechteck gleichen 
Umfang haben, ſo iſt das Quadrat groͤßer als das Rechteck, und 
zwar um das Quadrat des halben Unterſchiedes der beiden Seiten 
des Rechtecks. 

Beweis (5.) und (Lhrſ. 80.) 

Lehrſatz 82. Sind zwei gerade Linien von verſchiedener 
Laͤnge gegeben, ſo iſt das unter der Summe dieſer Linien und ihrer 
Differenz enthaltene Rechteck (das Rechteck alſo, von welchem die 
eine Seite ſo groß iſt, als die beiden gegebenen Linien zuſammen, 
und die andere Seite ſo groß, als der Unterſchied beider), ‚ dem Uns 
terfchiede der Quadrate beider Linien gleich. 

- Beweis (5.) 

Lehrſatz 83. Von zwei verſchiedenen Rechtecken, bie gleichen 
Umfang haben, iſt dasjenige das groͤßere, deſſen beide Seiten ihrer 
Groͤße nach am wenigſten verſchieden von einander ſind. 

Beweis (ehrſ. 81.) 

Lehrſatz 84 Wenn man durch irgend einen Punkt ber 
Diagonale eines Quadrats Parallelen zu den Seiten bdeffelben zieht, 
fo find die beiden Quabrate um bie Diagonale zufammen eben fo 
groß, ald dad Quadrat der Diagonale eines ber beiden Ergänzungs: 
parallelogrammıe. 

Beweis (4.) und (I. 47.) 


— cd. 
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Lehrſatz 85. Der Umfang eines Ergaͤnzungsparallelogramms 
von einem Quadrat iſt halb fo groß, als der Umfang des Quadrats. 
. Beweis (4.) 

Lehrſatz 86. Ein Ergänzungsparallelogramm eines Qua: 
drates ift am größten, wenn ed die Diagonale des Quadrats in 
ihrem. Halbirungspunfte berührt. 

Beweis (Lhrf. 85.) und (Lhrf. 83.) 

Lehrfak 87. Werden durch einen Punkt der Diagonale eines 
Quadrats Parallelen zu ben Seiten deſſelben gezogen, und wird 
die Seite des Quadrats durch diefe Parallelen ungleich getheilt, fo 
find die beiden Quadrate um die Diagonale zufammen immer grös 
fer, als die beiden Ergänzungdparallelogramme. 

Beweis (Lhrf. 86.) 

Lehrfas 88. Zieht man burch einen Punkt der Hupothenufe 
eine gleichfchenklig rechtwinfligen Dreiecks Parallelen zu den beiden 
übrigen Seiten befjelben, fo wird hierdurch ein Nechte erhalten, 
das deſto größer ift, je näher der in der Öypothenufe angenommene 
Punkt dem Halbirungspunkte diefer Linie liegt. 

Beweis (Lhrf. 87.) 

Lehrfag 89. Wenn man bie beiden Kateten eined recht⸗ 
winfligen Dreiedd einmal abdirt und einmal abzieht von einander, 
fo ift dad Quabrat der Summe beider Kateten, weniger dem Qua⸗ 
drate ihrer Differenz, 8 mal fo groß, ald die Fläche des Dreied. 

Beweis (8.) und (I. 41.) : 

Lehrfat 90. Wird eine gerade Linie einmal halbirt und eins 
mal ungleich getheilt, fo ift die Summe der Quadrate der ungleis 
chen Theile größer, ald die Summe der Quabrate der gleichen Zheile, 
und der Unterfchied beträgt um fo mehr, je größer ber Unterfchieb 
der beiden ungleichen Theile ift. 

Beweis (9.) 

Lehrfas 91. Iſt bei zwei verfchiedenen vechtwinfligen Dreiek⸗ 
fen die Summe ber beiden Kateten bes einen eben fo groß, als die 
Summe der Kareten des andern, aber bie Differenz ber Kateten in 
dem erfien Dreied größer, ald in dem andern, fo ift in dem erſten 
Dreied auch die Hypothenufe größer, als in dem andern. 

Beweis (Lhrf. 90.) 

Lehrfag 92. Haben zwei vechtwinklige Dreiede die Hypo: 

thenufe gleich, und ift in dem erſten die a. beider Kateten 
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größer, als in bem andern, fo ift in dem erften dieſer Dreiede die 
Summe beider Kateten Fleiner, ald in dem andern. 
Beweis (Lhrf. 91.) 

Lehrfah 93. Schneiden die beiden Diagonalın eines Bier: 
ecks fi unter einem rechten Winkel, und ift, wein man die Sei: 
ten befjelben, wie fie auf einander folgen, mit A, B, C und D 
bezeichnet, A + C größer ald B -+ D (wo alfo A und C, und 
eben ſo B und D einander gegenüber liegen), fo it A — C klei⸗ 
ner als B-D. 

Beweis (khrſ. 92.) 

Lehrſatz 94. Haben zwei Dreiecke die Grundlinie gemsin, 
und es trifft die Linie, welche die Spitzen dieſer Dreiecke verbindet, 
ihre gemeinſchaftliche Grundlinie unter einem rechten Winkel, ſo iſt 
die Differenz der Quadrate der beiden uͤbrigen Seiten des einen 
Dreiecks eben ſo groß, als bei dem andern. 

Beweis (IJ. 47.) 

Lehrſatz 95. Haben zwei Dreiecke die Grundlinie gemein, 
und es ſchneidet die Linie, welche die Spisen biefer Dreiede ver: 
bindet, ihre gemeinfchaftliche Grundlinie unter einem rechten Winkel, 
ſo ift dad unter der Summe und der Differenz der beiden übrigen 
Seiten enthaltene Rechte bei dem einen Dreied eben fo groß, als 
bei dem andern. 

Beweis (Lhrf. 79.) 

Lehrſatz 96. Wehn man in einem Dreied von zwei Epiben 
deſſelben Normalen auf die gegenüber liegenden Seiten fällt, fo find 
die Abſchnitte diefer Seiten, die an demfelben Winkel des Dreied3 
anliegen, fo von einander abhängig, daß da3 unter dem einen Abs 
fhnitte und der Seite, zu ber er gehört, enthalfene Rechte eben 
fo groß ift, ald das Rechteck, welches unter dem andern Abfchnitte 
und der dazu gehörigen Seite enthalten ift. 

Beweis {12.) und (13.) — 

Lehrfak 97. Wird in einem rechtwinkligen Dreied eine Nor: 
male von dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypothenufe ges 
fat, fo ift da3 unter der Hypothenufe und. dem einen Abfchnitte 
derfelben enthaltene Rechteck dem Quadrate der Katete gleich, die 
an biefem Abjchnitte anliegt. 

Beweis (13.) und (I. 47.) 

Lchrfag 98. Wenn man in einem rechtwinkligen Dreicd 

eine Normale von dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypo: 


\ 
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thenuſe fänt, fo ift das unter den beiden Abfchnitten der Hypothe⸗ 
nufe enthaltene Rechteck dem Quadrat der gefällten Normale gleich. 
Beweis (4.) und (I. 47.) 

Lehrfat 99. Wenn in einem rechtwinkligen Dreied die eine 
Katete halb fo groß, ald die andere ift, fo ift das unter ber Summe 
der Hypothenufe und ber Pleineren Katete und der Differenz biefer 
Linien enthaltene Rechte dem Quadrate ber größern Katete gleich. 

Beweis (11.) 

Lehrſatz 100. Haben zwei Rechtecke einen gleichen Umfang, 

fo ift die Diagonale des größern Rechtecks kleiner ald die des kleinern. 
Beweis (5.) und (9.) | 

Lehrfas 101. Das Quadrat der Differenz der beiden Ka— 
teten eines rechtwinfligen Dreiedd und das Zweifache unter ‚beiden 
Kateten enthaltene Rechteck find zufammen dem Quadrate der Hy: 
pothenufe gleich. 2. - es 

Beweis (7.) und (I. 47.) 

Lehrſatz 102. Das Quadrat der Summe beider Kateten 

eine3 rechtwinkligen Dreieds, und dad Quaͤdrat ihrer Differenz find 


zufammen zweimal fo groß, ald das Quadrat der Hypothenufe die⸗ 
ſes Dreiecks. 


Beweis (9.) und (I. 47.) 

Lehrſatz 103. Wird aus einem -gegebenen rechtwinkligen 
Dreied ein anderes in ber-Art gebildet, daß die Summe und bie 
Differenz der Kateten des gegebenen, als Kateten bed neuen Dreiecks 
angenommen werden, ſo iſt die Hypothenuſe dieſes neuen Dreiecs 

der Diagonale des Quadrats der Hypothenuſe des gegebenen Dreiecks 
gleich. | ! Ä 
Beweis (Lhrf. 102.) 

Lehrſatz 104. Im jedem Parallelograrmme if bie Summe 
der Quadrate der vier Abfchnitte, in welche beide Diagonalen deſſel⸗ 
ben ſich gegenſeitig theilen, eben ſo groß, als die Summe der Qua⸗ 
drate der beiden Seiten deſſelben. 

Beweis Beilage IV, Nr. 11. 








Das dritte Buch der Elemente. 


Erflärungen. 


1) Gleiche Kreife find folhe, die gleihe Durchmeffer ober 
gleiche Halbmefjer haben.‘ I 

2) Eine gerade Linie berührt bem Kreis (ift eine Tangente 
befjelben), wenn fie ihn trifft, ohne verlängert denfelben zu fchneiden. 

3) Von Kreifen fagt man, fie berühren einander, wenn 
fie einander treffen, ohne fich zu fchneiden. 

4) Gerade Linien im Kreife heißen gleihweit vom Mit: 
telpunfte entfernt, wenn bie aud bem BENDER: auf fie 
gefaͤllten Normalen gleich find. | 

5) Entfernter von dem Mittelpunkte ift die guede Linie, auf 
welche bie größere Normale fällt. 

6) Ein Kreis abſchnitt ift bie von einer geraben Linie (ber 
Grundlinie) und einem Kreisbogen begrenzte Figur. 

7) Der Winkel des Abfchnittes. ift der Winkel, welcher 
von der Grundlinie und von dem dazu gehörigen Kreisbogen biejes 
Abſchnittes eingefchloffen wird. 

8) Dagegen wird der Winkel, welchen zwei gerade Linien ein: 
fliegen, die von irgend einem Punkte des Kreisbogens an die End: 
punkte der dazu gehörigen Grundlinie gezogen fi nd, ber Winkel 
im Abſchnitte genannt. 

9) Wenn die, einen Winkel einfchliegenden geraden Linien einen 
Kreisbogen abfchneiben, fo fagt man, se Winkel ftehe auf dies 
fem Bogen. 
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10) Ein Kreisausfchnitt ift eine Figur, welche von zwei, 
einen Winkel am Mittelpunfte des Kreifes einfchließenden Radien 
und bem von ihnen abgefchnittenen Kreisbogen begrenzt wird. 

11) Aehnliche Kreisabfchnitte find, die gleiche Winkel faflen, 
ober in welchen die Winkel beiderfeitö gleich find. 


\ 

Anmerkungen. In dem erften Buche wird der Kreis als eine gefchloffene 
Figur, innerhalb welcher ein Punkt von ber Art fich befindet, daß alle an. benfelben, 
von dem Umfang gezogene gerade Rinien gleich groß find (I. 15. E.), erklärt, und 
es wird dort zugleich das für die Geometrie nothwendige Poftulat aufgeftellt, daß 
aus jedem Punkte, ald Mittelpunkt, in jebem Abftande ein Kreis befchrieben- 
werben kann (F. 8.) Hierdurch wird man berechtigt, von dem Kreife unmits 
telbar Gebrauch zu machen, ohne daß die nähern Eigenfchaften biefer Figur zuvor 
zu erläutern find. Indeſſen erſtreckt fi der Gebrauch, den man von dem Kreife 
in den beiden erften Büchern macht, nicht weiter, als die Erklärung I. 15; und 
bas Poftulat 3. es geftatten, und es werden vorzugsweiſe nur bie unmittelbaren 
Folgerungen benugt, daß wenn eine gerabe Linie innerhalb eines Kreifes Liegt, 
diefe, genugfam verlängert, denfelben fchneiden muß, und daß wenn zwei Kreiſe 
zum Theil in: und zum Theil außer einander Liegen, fie ſich gegenfeitig ſchneiden. 

In dem dritten Buche kommen nun noch alle die Erklaͤrungen hinzu, welche 
bei der Ableitung der berſchiedenen Eigenſchaften ber Kreislinie gebraucht wer: 
den; und es betreffen dieſe größtentheits bie Werührungen und bie Benennung ber 
Winkel, mit Roͤckſiht auf ihre Lage in dem Kreife, uhb es wird, um bie Bin 
kei näher beftimmen zu Unnen, in Nr. 6. bie Erklärung bed Kreisabſchnittes, 
bie bereitö in (I, 19. €.) vorkoͤmmt, wieberholt. | 

Zur näheren Erläuterung der verfchiedenen Erklärungen des dritten Buches 
dient Folgendes: 

1) Jeder Theil des Kreisumfanges ift ein Kreisbogen. 

2) Jede gerade Linie, welche die Endpunkte eines Kreisbogens verbindet, 
it eine Sehne, und, es ift nun 

8) die von einem Kreisbogen und ber zu demfelben — Sehne eins 
gefchloffene Figur ein Kreisabſchnitt. 

4) Bei ber Erklärung des Winkels (I. 8. E.) wird ——— voraus⸗ 
geſetzt, daß die denſelben einſchließenden Linien gerade ſeyn muͤßten, und es wird 
daher auch der geradlinige Winkel in (J. 9. E.) noch beſonders erklaͤrt. Hier 
wird nun in (III. 7. E.) der Winkel, welchen in einem Abſchnitte der Bogen 
deffelben mit der dazu gehörigen Sehne einſchließt, als derjenige angeführt, wel. 
her der Winkel des Abſchnitts genannt werden ſoll, und es ſind alſo die 
Schenkel deſſelben eine gerade Linie und ein Kreisbogen. 

5) Berſchieden hiervon iſt der Winkel im Abſchnitte (11. 8. €.) 
der geräblinig ift-und im dem Abfchnitte eine ſolche Lage hat, daß ber Scheitel 
in irgend einem Punkte des Kreisbogens dieſes Aofchnitts Liegt, und die Schenke 
die Endpuntte der dazugehörigen Sehne treffen, 
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6). Liegt ber Scheitel eines Winkels außerhalb eines Kreisabſchnittes, doch 
innerhalb des Kreifes, fo daß die Schenkel die Endpunkte bes Bogens biefes Abs 
ſchnittes treffen, ‚fo fagb man, ber Winkel fteht auf dieſem Bogen. 

7) Der auf einem Bogen ftehende Winkel wird ein Gentriwinkel ge 
rannt, wenn ber Scheitel deſſelben in dem Mittelpunkte des Kreiſes liegt, und 
er heißt 

8) ein Peripheriewinkel, wenn ber Scheitel deſſelben in einem Punkte 
bed Kreisumfanges fich befindet. 

Hiernach ift adb und eben fo au eb ein aereibogen, und ab bie bazu 
gehoͤrlge Sehne, Die von dem Bogen adb und der Sehne ab eingeſchloſſene 
Figur iſt ein Kreisabfchnitt, und es ift eben 
fo auch die von dem Bogen aeb und ber 
Sehne ab eingefhloffene Figur ein Abſchnitt 
bes Kreiſes. 

Der Winkel, welchen ber ‚Bogen adb 
mit der Schne ab bildet, ift der Winkel des 
Abſchnittes adba. Dagegen ift der Winkel 
adb, ben bie geraden Rinien da und db eins 
fließen, der Winkel im Abfdmitte adba, 
und es ift eben fol_aeb der Winkel in 
dem Abfchnitte aeba, d 

Die Winkel acb ımb aeb ftehen beide auf bem Bogen adb, und es if 
von benfelben, wenn e der Mittelpunkt des Kreifes iſt, ach ein Gentriwinkel 
und ]_ aeb ein Peripheriewinkel auf dem Bogen adb, 

Wenn in irgend einem andern Kreife der Winkel in einem Abfchnitte dem 
Winter adb gleich ift, fo wird dieſer Abfchnitt dem Kreisabfehnitte adba aͤhn— 
lich genannt, 
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I. Sa1 Aufgabe. 


Eines gegebenen Kreifes aebf Mittelpunkt zu finden. 

Aufloͤſung. Werbinde beliebig zwei 
Punkte a und b des „Kreisumfanges durch 
die Sehne ab, halbire diefe Linie in d 
(I. 10.), — auf ihr in d eine Normale 
de (1. 11.) und verlaͤngere dieſe Normale, 
zu beiden Geiten, bis fie den Kreisumfang 
in f und e trifft, halbire fe in c, fo.ift.c 
ber gefuchte Mittelpunkt. 

Beweis. Läge der Mittelpunkt des Rreifes nicht * ‚ber Li⸗ 
nie fe, fo müßte er außerhalb derſelben, etwa in x liegen. Man 
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verbindet x mit a, d und b, fo ift, weil x ber Mittelpunkt bes 
Kreiſes feyn foll 
za zxb (Il. 15. E.) 
da nun da=db (p. ec.) 
und xd — xd 
fo folgt Axda Axdb (l. 8) 
und daher I. xda = I_xdb er 
folgih it _xdb —=R (I. 10. €.) 
da aber Lfdb=R (p. c.) 
fo folgt _Lxdb—= Lfdb 
was nicht möglich ift (9. ©.) 

Die Annahme, daß der Mittelpunkt des Kreifes außerhalb ber 
Linie fe liegt, ift alfo falfch; der Mittelpunkt liegt folglich.in diefer 
Linie, und da, wenn c der Mittelpunkt ift, ce = cf feyn muß, 
fo liegt er nothwendig in dem Halbirungspunfte der fe- 

Zuſatz. Wird eine Sehne eined Kreifes normal halbiet, fo 
liegt in der Halbirungslinie der un des — 





III. Satz 2. ge brfap. 
Jede gerade Linie ab,. welche zwei Punkte a und b des Kreis: 
umfanges verbindet, liegt innerhalb diefes Kreifes. 
Beweis. Durch irgend einen Punft 
d der ab ziehe von dem Mittelpunfte c die. 
gerade cde, und ziehe die Radien ca, ch, 
pit Leda>Lb (d. 16. 
de Lb=La (I. 5.) 
alſo un cda> La 
folgih it ca> cd (I. 19.) 
abe ca = ce (I. 15. €.) 
daher ce > cd 
der Punkt d liegt alfo zwifchen c und e, unb daher innerhalb bes 
Kreifes. Da dieſes num von jebem Punkte der ab, gilt,. fo liegt 
bie ganze Linie ab innerhalb: des Kreifes. 


Anmerkung. Diefer, Lehrfag mußte deshalb ‘ 
bewiefen werben, weil es aud) von einer Erummen 
Linie begrenzte Figuren giebt, wie die beiſtehende, wo 
eine gerade cab, die zwei Punkte ihres Umfanges ver⸗ * 


bindet, außerhalb derſelben liegt. 
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II Satz 3. Lehrſatz. 


Wenn in einem Kreiſe eine, durch den Mittelpunkt e gehende 
gerade Linie eine Sehne ab, die nicht durch den Mittelpunkt geht, 
halbirt, ſo ſchneidet ſie dieſelbe unter rechten Winkeln; und wenn 
ſie dieſelbe unter rechten Winkeln ſchneidet, ſo halbirt ſie auch 
dieſelbe. 

Beweis. Erſter Theil. Die 
ab iſt in d halbirt, und fde geht durch f 
den Mittelpunft c, fo wird feyn I_cda 
— Ledb =R, benn da 


da=db (ph. 
ca = cb (Il. 15. €.) 
und cd — cd a 


pit Acdaw Acdb (I. 8.) 
folglich) auch Leda=Ledb=R. 
Die Fe fchneidet die ab alfo unter rechten Winfeln. 
Zweiter Theil. Wenn fe die ab ind unter rechten Win: 
keln fchneidet, fo it da — db, denn da 
cb 


== ca 

ſo it La= Lb 

abe Leda—=Lcdb=R (ph) 
und ca==cb 


folglich ft Acda & Acdb (LI. 26.) 
und daher da — db 
die ab wird alfo in d durch fe, welche burd den Mittelpunkt c 
geht, und die ab normal ſchneidet, halbirt. 


Anmerkung. Aus ben Sägen 1. und 3. geht hervor, daß 
1) jede gerade Linie, welche die Echne eines Kreifes normal halbirt, durch 
den Mittelpunkt des Kreiſes geht. 
2) Jede gerade Linie, welche den Mittelpunkt eines Kreiſes mit dem Hal: 
birungspunkte einer Sehne deſſelben verbindet, normal auf der Sehne ſteht, und 
3) jede gerade Linie, welche von dem Mittelpunkte eines Kreiſes normal 
auf.eine Schne gefällt wird, dieſe halbirt. 





II, Satz 4. Lehrfasp. 


Wenn zwei Sehnen ab und &ß, bie nicht durch ben Mittel 
punkt gehen, im Kreife ſich ſchneiden, fo |. fe fich ‚nicht ge 
genfeitig. 
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Beweis. Gefest, fie — ſich — in d, fo daß 
zu gleicher Zeit wäre ad = db un 
ad — dß, fo müßte feyn, wenn man 


den Mittelpunkt c mit d verbindet _ a 
| Ledb = -s (3.) 
und au) Icdß = s * 


alſo Lcdb = = 
was nicht möglich ift (I. 9. ©.) . 
. Holglih kann der Durcchſchnitts⸗ ßB. 
punft d nicht zugleih ab und auch «PB halbiren. 





IL Satz 5 Lehrfas. 


Zwei Kreile A und B, die einander fihneiden, haben feinen 
gemeinfchaftlichen Mittelpunft. 

Beweis. Gefegt, c wäre ber — 
gemeinfchaftliche Mittelpunkt der beiden 
Kreife A und B, die in m und n ſich 
fhneiden, fo verbinde diefen Mittels | 
punkt c mit dem Durdfchnittäpunft 
ın durch bie Gerade cm, und ziehe 
beliebig die gerade Linie cba, fo 


a 


müßte feyn 
cm = cb in dem Kreiſe B 
cn=cas # : A 
afo auch cb = ca 


was unmöglich ift CI. 9. G.) Die fi ſchneidenden Kreife A und 
B können alfo keinen gemeinfhaftlihen Mittelpunkt haben. 





IT. Satz 6. Lehrſatz. 


Zwei Kreiſe A und B, von welchen der eine B innerhalb des 
andern A liegt, und bie fich:.berühren, ba: 
ben feinen gemeinfchaftlichen Mittelpunkt. 

Beweis, Gefeßt,'c wäre der. gemeins 
fchaftlihe Mittelpunft der Kreife A und B, 
die in m fich berühren, fo verbinde. man c mit 
m durch die Geradercm, und ziehe beliebig. 
die gerade Linie cba, fo müßte fen 


m 


% A 


/ 
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cm = cb in dem Kteife B 


und cm=ca s . :s A 
alſo au cb = ca 
was unmöglich ift (I. 9. ©.) Folglich Fönnen die Kreife A und 
- B, bie in einander liegend fi berühren, einen gemeinfchaftlichen 
Mittelpunkt haben. Ä 





II. Satz 7. Lehrſatzz. 


Nimmt man auf eines Kreifes Durchmeffer af einen, von dem 
Mittelpunkte c verfihiebenen Punkt m an, und zieht von demfelben 
an den Umkreis mehrere gerade Linien me, md, mb, fo ift die 
Linie durh den Mittelpunft mf die F 
größte, und bad übrige Stück bes 
Durchmefferd, alfo ma, die Eeinfte, 
Unter den übrigen Linien aber ift die, 
der größten näher liegende immer grö: 
fer, ald die entfernteree Auch find 
von biefen Linien nur je zwei, auf beis 


ben Seiten des Durchmefjerd liegende, 
gleich groß. ee ins 
Beweis. Erfter Theil. Ziehe De. 
me, md, mb, fo if in Amce : | 
mce-ce > me (I. 20.) 
aber ce= cf (I. 15. €.) 
afo au mc +cf> me | 
und ver mf > me. — 
In den beiden Dreiecken mce und med iſt 
mc = mc 
und ce= cd 
abe ILmce > I_mcd 
i alfo ft me > md (Il, 24 
und aus gleichen Gründen'md..> mb. 3 
Da c cb (I. 20.) 
und -cb= ca 
fo ft ud cm + mb > ca. 
afo-cmHmb> cm + ma 
und babe mb > ma 
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Hiernach it mf > me > md > mb > ma, und es: ift alfo 
die durch den Mittelpunkt c gehende mf die größte, und das übrige 
Stüd ma des Durchmefjers die Eleinfte Linie, und von dem übrigen 
me, md, mb ift die, der m£ näher liegende größer, als die ent- 
ferntere, 
Zweiter Theil. An mc lege Ameß = Lmcb, ſo iſt 
mt = mC 
I_mcö=Lmcb (p. c) 
und cß = ch (I. 15. €.) 
ao Amcß I Amcb (IL. 5.) 
und daher mß = mb. 
Außer mß giebt es aber feine, von m an den Umfang gehende 
Linie, welche ebenfalls = mb feyn Fönnte, denn wäre 
fo müßte auch fyn mö = mß | 
was nicht möglich ift, da nach dem erfien Theile md > mp 
Iſeyn muß. | . 





IL. Satz 8. Lehrfap. 


Nimmt man außerhalb eines Kreifes einen Punkt m an und 
zieht von bemfelben mehrere gerade Linien an den Umkreis; eine 
mf durch den Mittelpunkt c und die übrigen beliebig, fo iſt von 
diefen Linien mf, mb‘, md’, me’, in fo= 
fern fie einen hohlen Kreisbogen treffen, 
die burch ben Mittelpunft, alfo m f, die 
größte, und von den übrigen, bie der 
größten näher liegende größer, als die 
entferntere. Unter den Linien aber, in 
jofern fie bloß den erhabenen Theil 
des Umkreiſes treffen, alfo ma, mb, 
md, me, ift die, welche verlängert 
durch den Mittelpunkt geht, alfo ma, 
die kleinſte, und von den übrigen ift 
die Linie, welche der kleinſten näher 
liegt, Eleiner als die entferntere. Auch) 
find von allen diefen Linien nur je 
zwei, die auf beiden Seiten ber durch 
den Mittelpunkt gehenden liegen, gleich groß. 
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Beweis. Erſter Theil. Ziehe ch‘, cd’, ce', fo iſt 
mc + cb' > mb’ (I. 20.) 
und ch’ = cf (I. 15. €.) 
alfo auch mc + cf > mb‘ 
en a 
und bie mf >mb‘. 
Ferner, da in den Dreieden mch‘ und med! 
mc — mc’ 
und cb'==cd' (I. 15. E.) 
aber I_mcb' > I_mcd' 
fit mb’ > md (1,24) 
und aus gleichen Gründen md’ > mer. 
Es ift alfo mf > mb! > md' > me! 
demnach ift mf die größte, und von ben übrigen Linien mb‘, md', 
me’ ift die der mf näher liegende die größere. 


Sweiter Theil. Biehe cb, cd, ce, fo ift 
cb+-mb> em (I. 20.) 
alſo cb+mb>ca-+t ma 
dba nun ch == ca 
fo it mb > ma alfo ma < ml. 
Berner ift in ben Dreiefen mcb und mcd 
cb+mb<cd-+ md (l. 21.) 


- und cb — cd 
alfo mb < ınd 


und aus gleichen Gründen md < me. 

Es ift alfoma < mb < md < me 
bemnad) ift ma die Fleinfte, und von ben übrigen Linien mb, md, 
me ift diejenige die kleinere, welche der ma näher liegt. 


Dritter Theil. An mc fee L_mcß = Limeh, fo if 
mc ZZ mc 
ILmß=lmcb (pc) 
und cß==cb (I. 15. €.) 
alſo Amcß O Amch (I. 5) 
und daher mß = mb. 
Märe nun au) mö — md 
fo müßte fon mo —mB 
was nicht möglich ift, da nach bem — Theile mß < md 
feyn muß. 
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Aus den Saͤtzen 7. und 8. folgt, daß von einem Yımkte, ber nicht des 
Kreifes Mittelpunkt ift, nicht mehr als zwei gerade Linien von gleicher Größe 
an des Kreifes Umfang gezogen werben können, und es iſt bie Nichtigkeit diefer 
Behauptung für den Fall, wenn ber Punkt innerhalb des Kreifes liegt, in ‚dem 
Tten Sage, und für den Fall, wenn er außerhalb des Kreifes liegt, in dem 
sten Sage bewitſen. Daß bie Behauptung aber 
auch noch alsdann sichtig ift, wenn der Punkt m 
in des Kreifes Umfang liegt, und daß auch alds . 
dann gleiche Beftimmungen gelten, wie bie in b 
dem 7ten und Bten Sage bewiefenen, ergiebt fich 
wie folgt: 

Es fey m ber in dem Umfange des Kreifes d 
gegebene Punkt, ziehe mf durch den Mittelpunkt 
c, und bie übrigen me, md und mb beliebig, N 


fo iſt 
mc + ce > me (I, 20. 
und ce — cf 
alſo mc + cf > me 
— wu x 
und mf > me 
Kerner ift in den Dreieden mce und mcd 
mc = mc 
ce = cd 
mb [| _mce > mcd 
folgid me > md — 
und aus gleichen Gründen md > mb. 
Es ift alfo mf > me > md > mb 
hiernach ift die durch den Mittelpunkt gehende mf bie größte, unb bie übrigen 
£inien me, md, mb find befto größer, je näher fie der mf liegen, 
Sft nun mß = mb, fo kann nicht auch mö — mb feyn, weil fonft 
mö — mß ſeyn müßte, was nad) dem fo eben Bewiefenen nicht möglich iſt. 





11. Sa 9. Lehrfasp. 

Gehen von einem Punkte m mehr ald zwei gleich große gerade 
Linien mb, mc und miß an des Kreifes 
Umfang, fo ift biefer en m des Kreifes 
Mittelpuntt. 

Beweid. Märe m nicht der Mittels 
punkt, fo ſey x dieſer Mittelpunft; man 
ziehe durch m und x ben Durchmefjer af, 
fo koͤnnte zwar ſeyn .mb: mp, aber‘ 
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mb < me (7.), was ber Vorausſetzung mß = mb = mc 

widerfpricht; demnach kann x nicht der Mittelpunkt feyn, und aus 

eben diefem Grunde auch Fein anderer Punkt außer m, folglich ift 
m der Mittelpunkt. - | 





II. Sat 10. Lehrfap. 


Ein Kreis fehneidet einen andern in nicht mehr als zwei 
Punften. i 

Beweis. Gefeht, der Kreis abB würde von einem zweiten 
Kreife in den drei Punkten b, a und ß gefehnitten, fo ziehe man 
die Sehnen ab und aß, halbire diefelben in d und 6, errichte auf 
ab in d bie Normale ef und auf aß 
in ö die Normale gh, fo ift c 
ab eine gemeinfchaftliche Sehne beider 
Kreife, und es müffen daher beider 
Kreife Mittelpunfte in ef liegen (1.), - h 
und aus gleichen Gründen müffen die & 
Mittelpunkte der beiden Kreife auch in 
gh liegen. Da nun ef und gh nur 3 
ben Punft c gemein haben, fo würde f 
ce der gemeinfchaftliche Mittelpunkt beis 
der Kreife feyn, was nicht möglich iſt (9.) Folglich kann der Kreis 
abß nicht in drei Punkten von einem andern Kreife gefchnitten 
‚ werben, und noch weniger in mehr, als in drei Punkten. 


Zuſatz. Wenn zwei Kreife ſich fhneiden, und man verbindet die beiden 
gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunkte buch eine Sehne, halbirt diefelbe und er» 
richtet in dem Kalbirungspunfte eine Normale, fo liegen bie Mittelpuntte bei: 
der Kreife in dieſer Normale, — 





IL Sap 11. Lehrfag 


Wenn zwei Kreife, von welchen der. eine innerhalb des andern 
liegt, ſich berühren, fo trifft die gerabe Linie, welche beider Kreife 
Mittelpunkte verbindet, genugfam verlängert, den Beruͤhrungspunkt 
m derſelben. Ä PER, as 

Beweis. Wären a und b die Mittelpunkte der: beiden Kreife 
A und B, und hätten diefelben eine folhe Lage, daß die gerade Bis 
nie ab, welche bie Mittelpunfte verbindet, verlängert- den: Berühs 
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rungspunkt m nicht trifft, fo koͤnnte man von a unb von b bie 

geraden Linien am und bin an ben Ä 

Berührungspunft m ziehen, und es ” 

würde nın abm ein Dreied feyn, 

und baber 

; ab-+-bm> am 

und weil a ber Mittelpunkt von A 

— — iſt 
— ——— ——— 

alſo iſt auch ab+-bm >au . | 

aber b fol der Mittelpunkt von B feyn, und es ift daher 





bm = bß 
folgt it nh "db HB > ar 
und daher -aß: ' > au — un | 


was nich moͤglich iſt. | 
Ein Dreied wie abm, deſſen Spitzen in bm bilden Mittel: 

punkten a und b und. dem Berührungspunkte m liegen, ift alſo nicht 

möglich, und folglich liegen diefe drei: Punkte in ‘gerader Linie. 





I, Cap 12.:8chrfak 


Wenn zwei Kreife, die ‘außerhalb einander liegen, in m fi 
berühren, fo geht bie gerade Linie, welche beiber Kreiſe Mittelpunkte 
verbindet; durch den Berährungspunft m. | 

Beweis. Mären a 
und’ bie Mittelpunkte beis 
der Kreife, und hätten die⸗ — 
ſelben eine ſolche Lage, bag 7 — 
die gerade Linie ab, welche 
a mb b verbindet, von | 
Berlihrungspunft m nicht \ je) 
trifft, fo Pönnte man a und — * 

b mit m durch am und 
bm. verbinden , wodurch ein Dreieck pe erhalten ı würde, in wel: 
— jene — * 
J— * 
und da am == au, weil a der ———— von en 
und bm = bpi bir ea Ba 
17 
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fo müßte auch ſeyn a 4 bBßB ab 
und da ab hab aß + bp - 
ae tb > aa + aß +bB 
was nicht möglich if. Alſo sieht ed fein Dreied, deſſen Spisen 
in den Mittelpunften a und b beider Kreife und beren Berührung 


punkt m liegen könnten Folglich liegen a und b ‚mit m in ge: 
raber Linie. 


Bufag. Wenn zwei Kreiſe fich berühren, es mag ber eine Kreis inet: 
halb oder außerhalb bes andern Liegen, fo Liegen ihre Mütelpunfte immer, mit 
dem Beruͤhrungspunkte berfelben in gerader Linie. 





III. Sa 13, Lehrſatz— 
Zwei Kreife, von welchen ber eine innerhalb ober auferhal 
des andern liegt, berühren fich nicht mehr, als in Einem Punkte, 
Beweis. Erfter Theil, Wird - 
ein Kreis A, deſſen Mittelpunlt a fun . — 
ſoll, von einem andern B, der inner⸗ —— 
halb deſſelben liegt, und deſſen Mittel⸗ 
punkt b ift, berührt, fo muß dr Ba n 
rührungspunft im ber verlängerten ab | 
liegen (11.), und da bie verlängerte ab 
den Kreis in m und n trifft, fo müßs 
ten, wenn A von B in zwei Punkten berührt werben ſollte, m und 
n biefe REN feyn. Hiernach wäre 
ma == an für ben a. 
und daher mb > an 
und um fo mehr mb > bn . 
ed müßte aber auch feyn mb — bn für ben Kreis B, 
was nicht möglich iſt; folglich können zwei Kreiſe von welchen der 
eine innerhalb des andern Liegt, ſich nicht in zwei Punkten berühren, 
und noch weniger in mehr als zwei Punkten; Be hehe ſich alſo 
in nicht mehr als in einem Punkte. 


8weiter Theil. Berühren ſich we Reife, bie außerhalb 
— liegen, wenn es möglich iſt, in zwei Punkten p und % 
und man zieht die Sehe PY fo liegt dieſe, weil p und q in 
dem Umfahge des einen fo wie des andern Kreifes ſeyn fol, ‚inner: 
halb beider Kreife (2.), folglich Liegen die Kreiſe zum Theil in 


Anander, was ber Voransfegung widerſpricht. Es innen alfo 
auch zwei außerhalb einander liegende Kreiſe ſich * mehr eis in 
einem einzigen Punkte berühren. —— 





m. Sag 14. Sedrfan 


In einem Kreife find gleich große Sehnen 1 weit vom 
dem Mittelpunfte entfernt, und gleich: weit 
von dem Mittelpunkte abftehende Schnen — 
ind glei groß. | 

Beweis. Fälle auf die Sehnen 
ab und «ß die Normalen cd und cd. 

Erſter Theil. Es if ab — aß, 
da cd und cd normal auf ab und aß” 
find, fo ift 





ad = db (3.) alſo ab = 2 2 
ad = 58 8) : aß—2 (ad) 
Da nun ab— aß 


fo it aub 2 (ad) = 2 (ad) 
und folglich ad = xd 

ed ift aber au) ca ca (Il. 16 ©). 
die beiden rechtwinkligen Dreicde ade und dc haben alfo bie 
eine Katete und die Hypothenuſe gleich, 

und ed ift daher Aadce  Auadt Aufg. 4) 
folglich ft ud cd=cd 

gleihe Sehnen find alfo gleich weit von dem Mittelpunfte eutfernt. 


Zweiter Theil. Es iſt cd = cd 
da nun uhb ca = ce 
und die Linien ed und cö normal auf a b und aß find, fo haben 
die techtwinkligen Dreiede adc und aöc wieder die eine Katete 
und die Hypothenufe gleich, und es ift daher 
Adde D Andi 
| folgih ft ad= ud °° 
und baher auch '2 Kad) = 2 (ad) — 
und weil 2 (ad) = ab und 2 (ad) beß ® ur 


ſo iſt ab aß... 3 u8 
Inden Mitepuntie db Sb a wi ne Sn fa 
alfo gleich groeß. EBENE BETT BE x. WORTE 
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Anmerkung. Daß: gwel rechtwinkilge Dreiede acd und:xcö, welk 
die eine Katete ad — a õô und bie Hypothenuſe ac’) .@e. gleich haben, fih 
deden, folgt unmittelbar aus bem zweiten - Kalle bei Aufgabe 4. 8, 106. & 
laͤßt fich diefesaber auch auf folgende Art beweifen. Es ift 

in dem rechtwinkligen Aadıc, (ac)? = (ad)2 + (cd)? 
x ⸗ IE... 322 (x)? = (a5)? | + (c65)2, 

Da nun ac = ac und baher aud) (a 9, = (2° 
ſo if (ad)? + Ked)E a (ad) le — 
und da feyn fol ad — @ö tnb’baher (ad)? = (132: -» 

fo folgt (cd)? — * 
und folglich iſt cd = cö 

Aus der Vorausfegung ac= ae 


ad ad 2 
unb | eda = |eöz2=R'' taz 
— — —— — 
folgt alſo od = cd | 
und daher Aucd I Alacd (1.4). 


r — & 
— * ‘ “ ’ J 


AL. Sat 15. —V 


In einem Kreife iſt der Durchmeſſer die groͤßte Linie, und von 
allen, nicht durch den Mittelpunkt gehenden Sehnen iſt immer die 
dem Mittelpunkt naͤher ir groͤßer, 
als die entferntere. —— 

Beweis. If mn ein Durchmeſ⸗ 
fer, geht dieſe Kinfe alfo duch den Mit:  /\ 
telpunft c, bie Sehne ef aber nicht durch, | 
denfelben, fo kann man ben Mittelpunkt 
c mit e und f burd ce und ef verbin— 
den, — es iſt nun ade 

.. ii cef> ef I. 20.)* 
da nun ee — cin und cf=-en we 15. > 


— — — 
ſo iſt auch em ten ef 2 
Nu 
do mn .>eh 
Der Durcmeflerz ift alfo- größer, u sine — die nicht 
durch den Mittelyunktegeht. = hey a Baron. 
Auf die Sehnen) e f und: ab faͤlle die Normalen cg und cd, 
von, welchen eg «Tuc dfennifell. Berlänger ebsuurhme co ed 
und ziehe. durch 5. die «ß parallel ab, ſo it ist, 
* 11 








Zt Dad u" 
Futter . Fr) — — 
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Lieöß= kr cgt: = R (L. 29.) 
danın c$=cd - 
fit @B=ab M4) — 
Man ziehe ca, cß,' fo find in den Driieden — und ep 
ce = (Cu 
und ch = ch 
aber Lecf> Lecß 
und baher ef > ap (I. 24.) | 
da nun oß= ab 
fit au ef>a 
und weil cg < cd, fo liegt ef dem Mittelpunkte naͤher als ab 
(5. €.) 
Die dem Mittelpunkte näher Tiegende Sehne ef iſt alſo gröe 
Ber, ald bie entfernter liegende ab. 





II. Sag 16. Lehrfaß. | j 
Die auf eines Kreifes Durchmeffer ab in dem Endpunkte a 
beffelben errichtete Normale am liegt außerhalb des Kreifes, und ed 
ift nicht möglich,-von dem Punkte a aus, eine gerade Linie zu zie⸗ 
hen, die zwiſchen der Normale am und dem Kreisumfange liegen 
koͤnnte. Auch ift ber Winkel, den der Halbkreis mit feinem Durch: 
meffer ab, einf&ließt größer, und der Winkel, welchen ber Halb: 
kreis mit ber Normale am einſchließt Eleiner, als jeder fpige'ges 
rablinige Winkel, 
Beweis. Erfter Theil. Die auf dem Durchmeſſer ba 
in dem Endpunfte a befjelben er: | 


richtete Normale am liegt außerhalb BE 2. 
des Kreifed. Nimmt man an, fie BR: | 
liege, wie ae, innerhalb des Kreifes, Pi \ 


fo dag nun I_cae = R, fo ziehe ü . 
man ce, und ed muß alsdann, in [ — — 
Aace,dbaca=ce, uh Le= . bi 
l_cae = R feyn (1, 5.) und alfo \ 
Leae+Le=2R, was nidt — 
moͤglich iſt (J. 17.) — 

Alſo kann die Normale am nicht innerhalb des Kreiſes fallen, 
und aus gleichen Gründen auch nicht auf den Umkreis; folglich 
fällt fie außerhalb des Kreifed, | 
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Zweiter Theil, Zwiſchen ber Normale am und bem Kreis⸗ 
bogen ae kann feine durch a gehende gerade Linie liegen. Wäre 
es möglich, fo fey an diefe Linie DanınLcam=R, fo ift 
can < R, und man kann alfo von c aus auf an eine Mormale 
cd fällen, hiernach iſt in Acad 

Lead < cda 
folglich ud cd < ca (I, 19.) 
und ba ca=cg 
cd<cg 
was nicht möglich iſt; alfo iſt eine gerade Linie an zwifchen am 
und dem Kreiöbogen nicht möglich. 

Dritter Theil. Es giebt Feinen fpigen gerablinigen Winfel, 
ber größer wäre ald ber von ba, und dem Bogen age eingefchlof- 
fene, oder Fleiner, ald ber Winkel, welchen ma unb der Bogen age 
einfchließt. Denn wäre ein folher Winkel möglih, fo müßte eine 
gerade Line, wie an, zwifchen dem Umfreife und der Normale am 
liegen, wa8 nach dem im zweiten Theile Erwiefenen unmöglich if. 

Zufag. Hieraus geht hervor, daß eine auf einem Radius in 
dem Endpunkte defjelben errichtete Normale den Kreis berührt , alfo 
eine Tangente des Kreifed if. Es kann bie Tangente den Kreis 
aber auch nur in einem einzigen Punkte berühren, da jede gerade 
Linie, welche in zwei Punkten mit demfelben zufammen trifft, inner 
halb des Kreifed liegt (2.) i 


Anmerkungen. 1) Soll man an einem gegebenen Punkte bes Kreisumfan- 
ges eine Tangente ziehen, fo braucht man biefen Punkt nur mit dem Mittelpunfte 
zu verbinden, und auf biefe Verbindungslinie eine Nomale in bem gegebenen 
Punkte errichten. 

2) Da ber Winkel, welchen bie Tangente am mit bem Kreisbogen age 
bilbet, Kleiner als jeder angebbare fpige 
Winkel ift, fo muß bdiefer Winkel, gleich 
Null ſeyn. Daher iſt 

8) der Winkel, welchen eine Sehne 
ae und ber dazu gehörige Kreisbogen age 
einfchließen, nicht verfchieben von dem Wins 
tel, welchen bie Sehne ae mit ber Ian 
gente am an bem Punkte a bes Kreiſes 
bildet. 

4) Dal cam = R,’fo it aud 
[_cage = R; ber Radbdius ſteht alfo 
normal auf dem SKreisumfange, 
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5) Schneiden zwei Kreiſe fich in dem Punkte a, fo wird ber Winkel, in wel: 
eben fie ſich ſchneiden, durch den geradlinigen Winkel gemeffen, ben die Langen: 
ten aß und einſchließen, bie in g an beide Kreife gezogen werben koͤnnen. 

6) Ieber, von einer geraden Linie und einem Kreisbogen, ober von zwei 
Kreiöbogen gebübete Winkel laͤßt ſich alfo immer auf einen, von geraben Linien 
eingefhloffenen Winkel zuruͤckfuͤhren. 





II. &0 1. Aufgabe. 


Bon einem außerhalb eines Kreifes gegebenen Dunfte m foll 
man eine Zangente an den Kreiß ziehen. 
Auflöfung Nimm den 
Mittelpunkt c des gegebenen Kreis u 
ſes ax d, verbinde denfelben mit bem 
gegebenen Punkte m dur cm, bes 
fchreibe aus c mit cm ben Kreis 
mb e, auf cm errichte in dem Punkte 
a, wo die cm ben gegebenen Kreis 
fchneibet, die Normale ab und ziehe 
bc, welche den gegebenen Kreis in Sen 
x fhneidet. Wird nun mx gezo⸗ — 
gen, ſo iſt dieſe Linie die verlangte — 
Beweis. In ben beiden Dreiecken cab und cxm iſt 
ca=cx (I. 15 €.) 
cb=cm 
und _Lc—=Lc 
daher Acab D Acxm (I. 4) 
und alfo au cab = I_cxm 
dbanın Leab — R . c.) 
ſo iſt aah Lem — 
und daher xm eine Tangente des Kreiſes axd (16.) 








III. Satz 18. Lehrfas. 


Wird ber Beruͤhrungspunkt a einer Zangente am mit bem 
Mittelpunkte c des Kreifes duch bie gerade Linie ac verbunden, 
fo ſteht dieſe Verbindungslinie auf ber Tangente normal. 

Beweis. Wäre ca nicht normal auf am, fo fey eine andere 
Linie cd normal auf berfelben, und daher 
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.Leda=R 
alsdann ft Lcad<R (I. 17.) 
ao ILcda> Lcad 
und folgid ca > cd (1.19.) 
dbanın ca cb 
fo it auh cb > cd 
was unmöglich iſt. Demnach kann cd nicht 
normal auf am feyn, und aus gleichen Gründen 
auch Feine andere Linie außer ca, folglich iſt ca normal auf am. 











IL Sag 19. Lehrfasp. 


Grrichtet man auf eine Tangente am in ihrem Berührungs: 
punfte a eine Normale ab, fo liegt in biefer bed Kreifes Mittelpunft. 

Beweis. Laͤge der Mittelpunkt des 
Kreifed nicht in ab, fo fey er außerhalb dies . 
fer Linie in x. Man ziehe xa, fo ift 

L_xam =R (18. 
ober u _bam=—=R (p.h.) 

afo ILxam = I_bam 

was unmöglich ifl. Demnach kann x nicht 
bes Kreifes Mittelpunkt feyn, und aus gleis 
chen Gründen auch fein anderer Punkt, der außerhalb der ab Liegt. 
Folglich liegt der Mittelpunkt des Kreifed in der Normale ab. 











II. Sat 0, Lehrſatz. 


In jebem Kreife ift der Gentriwinfel acb zweimal fo groß, als 
der Peripheriewinkel, der mit ihm auf demfelben Bogen ab ſteht. 
Beweis. Es habe 1) der Peripheriewinfel die Lage adb, 
ſo daß des Kreifes Mittelpunkt inmerhalb deffelben liegt. Man ziehe 
de und verlängere diefelbe, bis fie den Kreis 
in e trifft, fo ift 
dba ca — cd | 
Lade = Lidac (.5,)‘- 
da nun Lace = Lade +l_dac 
fo it au I_Lace =2 .'L.ade.: 
Eben fo ft Lbce=2.Ll_bde 
und baherabdirt|_ acb —- 2 Ladb-(2.6.)_ 











0 —_ 


2) Der Peripheriewintel habe die Lage aöb, fo day der Mit: 
telpunft des Kreifes außerhalb deffelben liegt. Man ziehe dc und 


verlängere diefelbe, bis fie ben Kreis in s trifft, fo ift, wie in dem 
eriten Falle | 


Lecb= 2.l_sdb 
und EUsca — 2. L⸗æda 


Daher abgezogen I_acb —= 2, aöb, 





IL Sa 21. Lehrfasg. 


Peripheriewinkel adb und aöb, die auf demſelben Kreisbogen 
ab fiehen, find einander gleich. 


Beweis. Es ift 


Lacb—=2.l_adb (20, 
„wb Lacb=2.l_aöb s 


alſo auch 2.Ladb — 2.|_aöh 
folglich it Ladb = Laob (7. ©.) 








Il Sa 22. Lehrſatz. 


Die einander gegenüber liegenden Winkel eines Vierecks abcd 
im Kreife, find zufammen zwei rechten Winkeln glei. 


1b) 





Beweis. Ziehe die Diagonalen ac und bd 
SEN pfft_x=l.m (21. 
und Ly=Ln ? 
alſo x y—=lm-+Ln 
oder Ebed — Em Ln 
MD [bad ==: =: I_bad | 
daher L bad Lbcd—= Lm+Ln + [bad -" 
und dtalm+Ln+Lbad=2R (I. 32.) i 
fit up Lbaa+FLlbed = 2R. 
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Zuſatz. Dieſer Satz gilt auch umgekehrt: Liegen von einem Bird 
abcd drei Eden in dem Umfange eines Kreiſes, und find zwei einander gegen 
über liegende - Winkel biefes Vierecks zufammen 
= 2R, fo muß bie 4te Ede ebenfalls in dem 
Umfange biefes Kreifes liegen. | % 

Beweis, Liegt bie A4Ate Ede nicht in bes | u — 
Kreiſes Umfang, fo llegt fie entweder innerhalb bh 
des Kreifes In a’, ober außerhalb beffelben in a’, 

Man verbinde ben Punkt a, wo bie dx’ ober d 


da den Kreis ſchneidet, mit. b, fo iſt 
'L dab+| c=2R (22) 
m LdabtLc—2R (ph) 


afo | dab = | dab 
was nice feyn kann (I. 16,) 
Die Ate Ede Tann alfo nicht innerhalb bes Kreifes Liegen, und es fan 
biefelbe aus gleichen Gründen auch nicht außerhalb des Kreifes liegen. 


Anmerkung. Peripheriewinkel adb und aôb (Fig. Sag 21.), bi 
auf demfelben Bogen ab ftehen, find zugleih Winkel in bdemfelben Abfchnitte 
(8. €.) adöb, und es find daher auch Winkel in bemfelben Abfchnitte gleich 
groß. Iſt alfo ein Kreisabfchnitt gegeben, fo iſt auch der Winkel in dieſem 
Abfchnitte gegeben; find alfo zwei Kreisabfchnitte gegeben, fo ift durch die Win 
kel unmittelbar beftimmt, 06 die Abfchnitte ähnlich find (11. E.) oder nicht. 








Il. Satz 23. Lehrſatz. 
Auf derfelben geraden Linie ab Fönnen nicht zwei ähnliche und 
dabei ungleiche Kreisabſchnitte an einerlei Seite liegen. 
Beweis. Waͤre dieſes möglih, fo 
mögen die Kreisabfchnitte acb und adb 
ungleich und aͤhnlich ſeyn. An einem belies [a 
bigen Punkt d bes einen Bogens ziehe ad p 


und bd, verlaͤngere ad, bis fie den ande⸗ 
ren Bogen in c trifft und ziehe. ch. Da nun bie Abſchnitte äh 


lich feyn follen, fo ift 
Ladb = L.acb (11. €) 
während bob ILadb > Lach (I. 16.) 
Sind alſo diefe Abſchnitte ungleich, ſo koͤnnen ſie nicht aͤhn 
lich ſeyn. 


II. Satz 24. — 


Aehnliche Kreisabſchnitte auf gleichen San ab und aß find 
einander gleich. 


\ \ a 
— EN 


Beweis. Bringe ayß auf ach, fo daß « auf a und aß 
auf ab zu liegen koͤmmt, fo fällt 8 mit b zufammen, weil aß = 
ab feyn fol. Fiel nun der Bogen «yß nicht mit ach zufammen, 
fo müßte entweder der eine innerhalb des andern liegen, odet fie 
müßten fi) noch in einem dritten Punkte ſchneiden. Das erftere 
ift nicht möglich (23.), und das andere ebenfalls nicht (10.) Dems 
nach müffen die Kreisbogen ach und «yß zufammenfallen, und 
olfo ſich deden. Folglich find die ähnlichen Kreisbogen auf gleichen 
Sehnen einander gleich. 





Il. Soap 25. Aufgabe. 


Den Kreid, von welhem ein Abſchnitt aeb gegeben ift, zu 
vollenden. 

Auflöfung. Halbire die Sehne ab in d, errichte in bie: 
fem Punkte auf bderfelben die Normale de 
und ziehe ea, fo ift L_aed entweder grös 
fer oder eben fo groß, oder Fleiner ald|_ead. . 


Erfter Fall. SftLaed > Lead | 
fo fege in a an ea den Winkel eae — * h 
lL_aed, verlängere ed biß c, fo ift c bed ẽ J 


Kreiſes Mittelpunkt. 
da eae Laec (p. c.) 
ft cee=ca 
Da da = db (p- c.) 
I_cda = I_cdb s 
ed = cd Ä 
foit Acda& Acdb alfo auch ca = ch 
folglich ft ce camch” 
und daher c des Kreifed Mittelpunlt 9) : nr 


In dieſem Kalle iſt der Kreisabfchnitt aeb: Feiner, als ber 
Halbfreis, denn es liegt c außerhalb deö eine 
Zweiter Fall. 
St Laed=Lead . e 
fo it da= de ((. 6.) 
und da = db (p. c.) \ 
afo da = de — db EN, 
- und daher d des Kreifes Mittelpunkt. — d l 
In diefem Falle geht ab durd) den Mittelpunkt, und «3 if 
daher aeb ein Halbfreis. 
Dritter Fall. StlLaed<Lead 
fo fege in a-an ea den Winkel eac = N 
l_aed und ziehe cb. Hier wird nun, wie 
bei dem erften Falle, bewiefen, daß 
ce=ca=cb d h 
und es ift daher c des Kreifes Mittelpunkt 9). 
In diefem Kalle fällt der Mittelpunkt innerhalb des Kreids 
abſchnitts, der daher größer ald der Halbfreis ift. 


Anmerkung. Kömmt es blos barauf an, einen Kreis zu vollenden, von welchem 
ein Abfchnitt gegeben ift, fo Tann biefes einfacher dadurch geſchehen, daß man 
zwei Schnen zieht und biefelben normal halbirt. Die Halbirungslinien fchneiden 
fi) jedenfall in des Kreifes Mittelpunkte. Durch die in Sat 25. gegebene Auf: 
loͤſung aber wird zugleich beftimmt, wie fich erkennen läßt, ob der gegebene Ab: 
ſchnitt einer oder größer ift als ein Halbkreis, oder ob er demſelben gleich ift. 


m. 


c 





IL. Sat 26. Lehrfag. 


In gleichen Kreifen ftehen gleiche Gentriwinkel c und y fowohl, 
als gleiche Verjpheriewinker d iD d auf gleigen Bogen ach 
und «ep. 





Pi er ur } 
Beweis. Dan ziehe die Een : ab ab aß." 


* 


Da bie Reeife gleich find (p- ar 
fo ii ca = ye re 1 
rn, .chbeyrh: Sat BER Een 
ar and Le—=1.y * 9— Mi — *.à.: 
alſo Asch NAayß folgtig ft ab = aß. 
Ferner an beliebigen Punkten e und s ber Bogen aeb unb 
atß, ziehe die Linien ae, eb, as, sß, fo ift in ben Viereden 
adbe und aöße 








Ld+-Le=?2R (22) - 
nd _[ö-L_Le:e=2R s_ 
dp LdLe=Lö+Ls 
da nun Id —L35 (p- h.) 
fit ud Le Lv | Be a3 
nun war aber auch ab—=aß 
folglich ift Abfchnitt aeb — Abſchnitt — — 
und es ſind daher auch die Bogen aeb ung — einander gleich. 











III. Sat 27. den rTat. 
In gleichen Kreifen find die auf ‚gleichen Bogen aeb-ımb 
aeß fiehenden- Centriwinkel ach und «yP fowohl, a bie Suse 
pheriewinkel d und õ einander er . 





Beweis. — die Winkel ach und ayß ungleich, fü 
müßte der eine, etwa ach größer als der andere «yß feyn. Man 
nehme acg — ayß (1. 23.), fo iſt auch — 

ag =.uß (26.) ı 
aber auch ab —= aß (p. h);- 
ao ag — ab d 
was unmöglich ift. Folglich ift Lach nicht verfhicben von La yß 
und Daher; kacb=. Lay ::l 
und a auch 4. (20.) Br 


III. Sab 28. Lchrfag, 
In gleichen Kreifen fchneiden gleiche Sehnen ab und «PB gleiche 
Bogen ab, fo daß die größern Bogen adb und «öß, und auch 
die kleineren aeb und «es P einander gleich m 
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Beweis, Nimm bie Mittelpunkte c und » ber Kreiſe (1.), 
und ziehe bie Radien ca, cb, ya, zB, ſo iſt, da die Kreiſe gleich 
ſeyn ſollen 

ca — Yy% 
und cb=yB 

aber au ab = aß (p.h.) 

folglih it Acab @'Apaß- (18) 

und. daher. Ic = L.y 
alſo iſt auch.L..d = L_ö (20.) folglich Bogen N = Bogen aöß (26.) 
und daher Le=L_e ee ss. gebe 5 aß s 








II. Sag 29. Lehrſatzz. 

In gleichen Kreifen find die, zu gleichen Bogen aeb und 
@cB gehörigen Sehnen ab und «ß gleich groß. 

Beweid. Man ziehe (Fig. Satz 28.) von den Mittelpunkten 
ce und y bie Linien ca, ‚ch, ya, yB, fo üft, weil die Kreife gleich 
ſeyn ſollen | | 

ca yu 
und cb — yPB — 
und da Bogen aeb — Bogen — 
ah Le — L (27) 
folglich iſt A DI NAayß cd 8.) 


und daher ab = == = af. 


III. &ag 80. Ay fga 7 €. 
Einen gegebenen Rrelöbogen adb zu halbiren. 
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Auflöfung. Ziehe die Sehne ab, halbire biefelbe in e 
(I. 10.) und errichte in e auf ab bie Normale ed a 11.), welche 
den Bogen in d fchneidet, foift be _' - 
Bogen ad — Bogen db. 
Demweis. Ziehe da und. db, fo iſt 
ba ae — eb (p c.) 
Laed = Lbed- 
und ed — ed a 
Ased ® Abed 
und daher Sehne ad — Sehne bd 
folglich ift auch Bogen ad — Bogen bd (28.): 








II. Sag 31: Lehrfas. 


Der Winkel im Halbkreife adb iſt ein rechter, aber ber Min: 
kel im größern Kreisabfchnitte dab iſt Heiner, und ber im Heinern 
Abfchnitte deb größer, ald ein techter. Dagegen aber iſt der Win: 
kel des geößern Kreisabfchnittes badb größer, und. der des kleinern 
Abfchnitted bedb Kleiner, ald ein rechter. - 


Beweis. Es fey c der Mittelpunkt des Kreifes und ab ein 
Durchmeffer deffelben. In dem Umfange über ab nehme beliebig 
zwei Punkte d und e und ziehe die Linien ad, db, de, eb; fo 
wird der Halbkreid von ab und dem Bogen adeb eingeſchloſſen; 
der größere Abfchnitt von bd und dem Bogen dab, und der Fleis 
nere Abfchnitt von bd und dem Bogen deb. Ziehe endlich cd 
und verlängere a.d nach f. 
1) Der Winkel im Halbkreiſe 
adb == R, denn da ca ==. cd. 
und cb = — ſo iſt 

Lx = Lbad 

Ly= Labd | : bt 
dox+y=— [bad+Llabd ; 
md weil Lbad + u b de ;; 
L_bdf: (I. 32.) 
fo abi, 
(l.10.€) 
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2) Der Winkel im! — Abſchnitt dab < R, denn ba 
in.Adah if " : 
l_adb * aab — 2 R d. 47.) ; 

und l_adb =R nd Wr: 1 
pi Ldab<R, .: 

3) Der Winkel im Keinern Abſchnitte aeb if >R, denn es 

iſt in dem Viereck abed — 

| [db +Läcb=eR (22) 

da nun Ldab _—_<R | nach Dr. 2. 

fo if fit Ldeb>.R.-:,;. 

4) Der Winfel des geößern Abſchnittes bidab. ift >. R, 
denn ed ift biefer Winkel, welchen bd mit dem Bogen dab mad, 
größer ald, der innerhalb defjelben liegende rechte Winfel bda. 

5) Der Winfel des Fleineren Abſchnittes bedb ift < R, 
denn es ift diefer Wi nkel welchen bd mit dem Bogen deb maät, 
Eleiner. als ber rechte Winkel b.df,. innerhalb. welchem er. liegt. 

Zuſatz. Sf. in, einem. Dreied ein Winfel fo ‚groß, als bie 
beiden ‚andern zuſammen, ſo iſt dieſer Winkel ein rechter. 


Anmerkung.Iſt der Bogen aab groͤßer als ber Halbkreis, fo muß 
deb Kleiner als berfelbe ſeyn; der Winkel dab im größern Abſchnitte ſteht alſo 
auf einem, Heinern Bogen ,. und umgekehrt. Hieraus folgt, daß der Peripherie⸗ 
winkel, ber auf einem Bogen ftcht, welcher Eleiner als der Halbkreis ift, Kleiner 
als ein rechter, und der Peripheriewinkel aͤuf einem Bogen, der groͤßer iſt als 
der valbtweis ardher as ein‘ rechter Winbet ı 


ud 000 





DER ea in a8. ee, 

Wird ein Kreis von einer geraden’ Linie mn in a berühet, 
und von einer andern ad in dem Beruͤhrungspunkte a geſchnitten, 
ſo ſind die Winkel, welche die —— ’mn vu, der m ad 
in a bildet, den Winkeln in den 
Wechſelabſchnitten des Kreiſes gleich, 
fo daß I_dam dem Winkel in dem 
Kreisabfchnitte dbad, und I_dan ° ı 
dem Minfel in dem Kreisabfchnitte - 
dead gleich ift. 

Beweis. Auf mn errichte 
in dem Berührungspunfte a die :. 
Normale ab. In dem Umfange 





Des Bogens ad — den Vunkt e en. ie ziehe bd, de 
und ea. Da nun 
1) in ab des Kreifed Mittelpunkt in 9), fo iſt 
Ladb=>R (31, 
md daher RAba - dab = R | 
aber au dam +1 dab = Zi (p. e.) 
| folglich it I[dam = |L_dba. 
Nun ift in dem DVieredabde - " - - 
Ldba+ldea=2R PR 
und Ldam+Ldan=2R (1. 13.) F 
afo Ldbarldea—L.dam + [dan 
dbanun I_dba '—l-dam — 
ſo iſt —— 


Zuſatz. Der Winkel dam, welchen bie Schng da..mit ber Zangente 
am in bem Berührungspunfte a bildet, iſt dem Peripheriewinkel abd gieich, 
ber auf dem Bogen ned ftcht, zu welchem ad als Sehne gehört, und ber zwi⸗ 
ſchen diefer Sehne und der Zangente liegt. Eben fo ift Lean dem auf bem 
Bogen abd fichenden Veripheriewinkel aed gleich. 





IL &g33. Aufgabe. 


Ueber einer gegebenen geraben Linie ab fol ein Kreisabſchnitt 
befchrieben werden, der einen gerablinigen Winkel faßt, welcher dem 
gegebenen Winkel x gleich iſt. 

Aufloͤſung. Der gegebene Winkel x iſt entweder ein hibe, 
ein rechter oder ein ſtumpfer Winkel. | 

Erfter Fall. Wen x R.. :.0. F 
Sn’a ſetze an ab den Winkel pLam av 
= x, auf am errichte in a die Nor⸗ 
male ad, und in dem Halbirungspunfte 
e ber ab auf ab die Normale ec, 
welche die ad in c fehneibet, und ziehe 
ch, ſo iſt 





da a e — ha 
ah Laec = a, 
£ und ec — et 
—Aaec SS Aber und daher ca — Er 


der aus c mit ca befchriebene Kreid geht alfo auch durch b, 
18 
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Man beſchreibe dieſen Kreis und ziehe db, fo iſt am normai 
auf ad (p. c.), und daher am eine Zangente des Kreifes in dem 
Punkte a. Folglich iſt 

I_bam — Ladb (32.) 
danın Lbam—=L.x (p. c.) 
ſo iſt ach Ladb=Lx. 
der über ab beſchriebene Kreisabſchnitt adb faßt alſo einen Win: 
fel adb, der dem gegebenen Winkel x gleich ift. 

Zweiter Fall. Ben Ex = 

R. In a fee an ab ben Winkel 


d 
bam = Lx, halbire ab in c und 
befchreibe aus c mit ca= ch einen 
Kreis, aus einem beliebigen Punkte d — b 
des Umfanges ziehe da und db, fo = 
ift bier wieder am eine Zangente bed 


Kreiſes, und daher 
I|bam = I_bad (31.) 
tanınLblam—=Lx (pc) 
fo ft u Lbad—= Lex 

Dritter Kalle. Wenn Kx > R. Ina fege an ab den 
Winkel bam — x und errichte auf am in a die Normale af, 
ab halbire in e, und errichte in 
diefem Punkte auf ab eine Nors 
male, welche die af in c ſchnei— 
bet und ziehe cb, fo ift wieder 
cb —= ca De au c mit 
ca befchriebene Kreis geht alfo 
auch durch b. Ziehe diefen Kreis, 

nehme in bem Bogen ab beliebig einen Punkt A und ziehe da, db. 

Da am normal auf af, fo ift-am -eine Tangente des Kreiſes 

in bem Punkte a, und baber 
I_bam — Ladb (31. 
da nun Ebam Lx Xp. c.) 
ſo iſt ach Lad — 

Der über ab beſchriebene Kreisabſchnitt adb faßt alſo auch 
in dieſem Falle einen Winkel adb, der dem gegebenen Winkel 
x gleih iſt. 











= m) — 


IL Gas 34. Aufgabe, 


Bon einem gegebenen Kreife fol ein Abfchnitt genommen wers 
den, ber einen Winkel faßt, welcher dem gegebenen Winkel x 
gleich if. 

Auflöfung. An einen 
Punkt a ded Kreisumfange ziehe 


die Tangente man und fege an | 
a ben Winfell mab =x, fo 4 
faßt der Abfchnitt acb ben ge⸗ 





gegebenen Winkel. 
Beweis. In dem Umfange 
des Bogens acb nimm den 
Punkt c beliebig, und ziehe ca, ch. 
Da am eine Zangente ift, fo folgt 
 Lbam=Lach (t) 
aber Lbam—=1Lx (pc) 
folgih ft Lach—= Lx 





I © 35. Leh ‚faß. 


Wenn zwei Sehnen ab und aß im Kreife ſich fchneiben, fo 
ift das unter den Abſchnitten ber einen ab enthaltene Rechteck 
ae x eb dem unter den Abfchnitten der anderen aß enthaltenen 
we > ePß gleich. 

Beweis. Erfter Fall. Iſt der gemeinfchaftlide Durch» 
ſchnittspunkt e der Mittelpunkt bes Kreifes, R = die Abfchnitte 
Radien, alfo einander gleich, und =. 
aex<eb=xexXeß. 

Zweiter Fall. Sfte de nicht 
der Mittelpunkt des Kreifes, fo fey c dies - 
fer Mittelpunft, man ziehe ce, fälle auf 
ab und «ß von c aus die Normalen 
cd, cö, und ziehe die Radien cb und 
cß, piftcb=cß 

alfo auch (cb)* = (eß)* 

und daher (bd)? + (cd)” = (Bd)? + (cd)? (I. 47.) 

Nun ift aber ab in d halbirt (3.) und in e ungleich getheikt 

und aß in ö . ’ . . 0 
18 * 





— MM - | 
Folglich MN (bd)? —= ae X eb -+ (ed)? (M. 5.) 
und (B8)’ — ae X eß+t (ed = 


es ift alfo auch wenn man in ber obigen Gleichung biefe Berthe 
t 
aexeb+ EI? +LH’— - ne Xeß-+ (ed)? + (cd)? 
ee — — —ñ— — 
und aexeb+ (ce)? — aeXxeß +. (ce) 
und weil (ce)? — | (ce)? 
fo bleibt “ae x eb ae x eP (3. ©.) 


II. Sat 36. HATTPeR 


Gehen von einem Punkte e außerhalb eined Kreiſes zwei ge⸗ 
rade Linien an des Kreiſes Umfang ‚, von welchen die eine eäb ben 
Kreis fchneidet und die andere em benjelben berührt, 17 iſt bag, 
unter ber ganzen ſchneidenden Linie eb und ihrem außerhalb bes 

Kreiſes befindlichen Abfchnitte ea enthaltene Rechteck dem Quadrat 
der Berührungslinie em gleich. 

Beweis. Erfter Fall. Die fchneidende 
Linie eah gehe durch den Mittelpunkt c bed 
Kreifes, fo ift ab in .chalbirt und ihr ein Stud 
ae angefett, und ed ift daher 
"ea x eb * (ac)? —= (ce)? (I. 6.) 
und weil em eine Zangente ſeyn ſoll, ſo ift, 
' wenn man cm giebt, I_cme — RB, und 
baber 


3. 





(ce)? == dem)” + (cm)? 
folglich iſt ach 
ea eb + {ac)” = (em)? + — 
und da ac= cm, alſo auch (ac)? = (cm)? 
fo bleibt, wenn man biefe ‘gleichen Größen abzieht 
ea x eb = (em)”. c 


Zweiter Fall. Die fchneidende Lis 
nie eab gehe nicht durch ben Mittelpunft 
c, man fälle von derfelben die Normale cd 
auf ab, fo ift ab in d halbirt, und daher 





= I u 


ea x eb + (bd)? = (&d)? 
— biiertzu (dc)? = (dc)? 
giebt eax eb + (bd? + (de? = (ed)? + + (do 
und wenn man ce, cm, cb zieht 
fo it (bd)® + (dc)? = (ch)? = (cm) 
und (ed)? + (dc)? = or 
es iſt alſo auch 
eaXxeb-+ (cm)? = (ecye 
und weil em eine Tangente feyn fol, fo ift 
(ee)? > (em)? + (cm)? 
folgid ea x eb -F (cm)? = (em)? + (cm)? 


hiervon (m)? = (cm)? 
bleibt ea x eb = (em)?. 


Zufag. Zieht man von einem Punkte e, außerhalb bes Kreifes, die Li. 
nien eab. ımb e=ß durch ben Kreis, fa daß fie benfelben ſchneiden, unb hie 
Tangente om an denſelben, ſo iſt 

ea>x<eb — (em)? 
und auh ex ><eß = (em)? 
folgid _ea X eb m er x ef. 
Diefes, in Verbindung mit Satz 86., führt zu dem . 
Refultate: wenn zwei Sehnen ab und & ß innerhalb oder 
außerhalb des Kreifes in e fich ſchneiden, fo ift immer das 
unter ben, burdy die Sehne ab beftimmten Linien ea, 
eb, welche zwifchen dem Durchſchnittspunkte e und den 
Endpunften der Sehne liegen, enthaltene Rechteck eben 
fo groß, als das Rechteck; welches unter. den, auf gleiche 
Weife durch die andere Schne « ß beftimmten Linien ex und oß enthalten ik 








III. Sat 37. Lehrſatzz. 


Gehen von einem Punkte ce außerhalb eines Kreifes zwei ges 
rade Linien an des Kreifes Umfang, von welchen die eine eab ben: 
felben fchneidet und die andere ihn in mı trifft, und ed ift das uns 
ter der ganzen fihneidenden Linie eb und ihrem, außerhalb bes 
Kreifes befindlihen Abſchnitte eb enthaltene Nechted dem Quas 
drat der den Kreis in m freffenden Linie em gleich, fo ift diefe 
letere eine Tangente des Kreifes. 

Beweis. Aus e ziehe die Tangente cn an den Kreis (17.),. 
nimm des Kreifes Mittelpunkt c und ziehe von bemfelben ce, cm 
und en, 
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Da en ben Kreis berührt und eab benfelben fchneibet, fo iſt 
ea eb = (en)? (36.) 


es ift aber auch 
ea”_X eb = (em)? (p- h.) e 
alfo (en)? = (em)? AN 


und daher en = em | 
nm it cnecm (I 15. €) 
und sec =ec. | | Im 
folgid Aecn & Accm ur 
und daher Lenc= Lemc 
aber Lene =R (18.) | “ h 
alfo aud) Lemc=R 
und baber em eine Tangente bed Krelſes. (16.) 


Anmerkung. Von einem Punkte e außerhalb eines Kreiſes Können 
zwei Zangenten om und en an benfelben gezogen werben, unb es find beide 


gleich groß. 





| Beilagen zu dem, britten Bude. 


XIV. Ueberſicht ber Säbe des dritten Buches ber 
Elemente, 


Das erfie Buch ber Elemente hat auöfchlieglich die beiden ges 
rablinigen Elementarfiguren ber Geometrie, bad Dreied und das 
Parallelogramm, zu ihrem Gegenftande. Außer diefen beiden Figus 
zen gehört auch die einfakhfte, von einer krummen Linie begrenzte, 
ber Kreis, ebenfalls zu den Elementen, und die Grundeigenfchaften 
befjelben werben in dem dritten Buche angegeben. 


Deer Kreis iſt infofern noch einfacher, ald dad Dreied und das 
Parallelogramm, weil bei demfelben nur ein einziges Beſtimmungs⸗ 
ſtuͤck vorkoͤmmt; ein Kreis ift immer gegeben, wenn der Halbmeffer 
beffelben gegeben iſt. Deſſen ungeachtet kommen diefer Figur fehr 
viele merkwürdige Eigenfchaften zu, bie jedoch bei der einfachen 
Form bed Kreifes nur in ber Art möglich find, daß man biefelben 
niht an und für fich, fondern in Verbindung mit einer anderen 
Naumgröße betrachtet. ‚Die einfachften Größen, welche man mit 


= 
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dem. Kreife in Verbindung bringen kann, find Punkte, gerade Li⸗ 
nien, Winkel und Kreife; und die durch diefe Verbindungen fich er: 
gebenden Eigenfchaften werden in bem britten Buche entwidelt. 
Daffelbe enthält daher die Saͤtze 
1) von dem Verhalten der Punkte in dem Kreife, 
2) 5 der geraden Linie ⸗ 
3). s ber Winkel s mb 
4) von dem Verhalten bes Kreife zu einander. 


1) Das Verhalten der Punkte in dem Kreife 
wird durch die Säge angegeben: 

Bon jedem Punkte, ber nicht bed Kreifed Mittelpunkt ift, es 
mag berfelbe innerhalb oder außerhalb des Kreifed liegen, Fönnen 
nur zwei gerade Linien von gleicher Größe an des Kreifed Umfang 
gezogen werden, Sag 7. und 8,5 
und ed.folgt hieraus unmittelbar, 
wenn von einem Punkte mehr als zwei gleich große gerade Linien 
an des Kreifed Umfang gezogen werben können, fo iſt biefer Punkt 
des Kreifes Mittelpunft, Sat 9. | 


2) Das Verhalten ber geraden Linien zu dem Kreife. 


Eine gerade Linie fhneldet ben Kreis entweder, ober fie teifft 
denfelben, ohne verlängert ihm zu fehneiden. In dem erſten Zalle 
ift fie eine Secante, und es wird der Theil berfelben, von einem 
Punkte ded Umfanges bis zu einem andern, eine Sehne genannt, 
und in dem anderen Falle ift die Linie eine Tangente. 

Die Sehne wird entweder an und für fich betrachtet, ober «6 
werben zwei Sehnen mit einander verglichen, und man fieht hierbei 
entweder auf ihre Lage gegen den Mittelpunkt des Kreifes, oder auf 
die Lage bderfelben zu einander. Von ber Tangente werben bie berfel: 
ben an und für fi) zukommenden Eigenſchaften angegeben, und es 
ift außerdem auch dad Verhalten ber Zangente zu einer Secante, in 
fofern fie mit derfelben zufammentrifft, "zu beflimmen. 

Die Sehne an und für ſich liegt immer innerhalb des - 
Kreiſes, Sag 2.5 und wird 
von. dem Mittelpunkte des Kreifes eine. gerade Linie an ben Hals 
birungspunft einee Sehne gezogen , fo fteht biefe normal auf ber 
Sehne, fo wie umgekehrt die von dem Mittelpunkte des Kreifes auf 
eine Sehne gefälte Normale biefelbe Halbist. Gay 3. Ä 
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Zwei Sehnen-im Kreiſe find gleich groß, wenn fie gleich 
weit von dem Mittelpunkte abfiehen, und umgekehrt, Sag 14,5 und 
von zwei Sehnen, die nicht gleihen Abftand von dem Mittelpunfte 
haben, iſt die dem Mittelpunfte näher liegende die größere. Sat 15: 

Schneiden zwei Sehnen fi. im SKreife, fo Fönnen fie 
ſich nie gegenfeitig halbiren, Sa 4; und " j 
es ift. immer. das unter den Abfchnitten ber einen Sehne enthaltene 
echte dem Rechteck gleich, welches unter den Abfchnitten der an: 
bern enthalten if. Gab 39, 

Die Zangente eines Punktes wird erhalten, wenn man in 
dem Endpunfte eines Halbmefferd eine Normale auf demfelden ers: 
richtet, Sab 16.5 und es ift 
wenn man den Berührungspunft einer — mit dem Mittel: 
punfte des Kreifes verbindet, diefe Linie normal auf der Tangente, 
Gab 18., 
und ed geht immer bie, in bem Beruͤhrungspunkte auf einer Tanz 
gente errichtete Normale durch den Mittelpunkt des Kreiſes. Satz 19. 


Wenn eite Zangente und eine Secante fi ſchnei— 
ben, fo ift das unter der ganzen Secante und dem, außerhalb des 
Kreifes liegenden Abfchnitte derfelben enthaltene Rechteck dem Qua⸗ 
drat des Theild der Zangente gleich, welcher zmwifchen dem DBerüb: 
rungspunfte und dem Durchſchnittspunkte derfelben mit ber Ges 
cante liegt. Sat 36. 

Diefer Sag gilt auch umgekehrt, fo daß, wenn bon einem 
außerhalb des Kreifed liegenden Punkte eine Secante durdy den Kreis 
und eine Linie an den Kreis gezogen wird, und es ift das Quadrat 
diefer Linie dem unter der ganzen Secante und dem Abfchnitte der: 
felben, der außerhalb des Kreifes liegt, enthaltenen Nechtede glei, 
fo muß die an den Kreis gezogene Linie eine Tangente bdeffelben 
feyn. Saß 37. | 


3) Das Verhalten ber Winkel im Kreife 


Menn ein Gentriwinkfel und ein Peripheriewinfel auf demfelben 
Bogen ftehen, fo ift der Peripheriewinfel halb fo groß, ald der Een: 
triwinkel. Satz 20. 

Hieraus folgt unmittelbar 
daß mehrere Peripheriewinkel, die. auf bemfelben Bogen ftehen, gleich 
groß feyn müffen, Sag 21.5 . 
und es find baher bei einem jeden Viered im. Kreife, bei einem je 


den Viereck alfo, deſſen Eden in bem Umfange des Kreifes liegeh, 
die einander gegenüber ſtehenden Winkel zufammen zwei teten Binz 
keln gleih. Cab 22. 

Der Peripheriewinfel im Halbfreife ift ein rechter Winkel, mb 
es ift daher jeder Winkel, der auf einem größern Bogen, als der 
Halbfreis ift fteht, ein flumpfer, und der auf kinem Fleineren Bo: 
gen fiehende ein fpiger Winkel. Sat 31. 

Der Winkel, welcher endlih an dem Berührungspunfte einer 
Zangente, bon dieſer und einer Sehne eingefchloffen wird, ift dem 
DPeripheriewinfel gleich, der auf dem Bogen ſteht, zu welchem die 
Sehne gehört. Satz 32, 

4) Das Berhalten der Kreife zu einander. 

Kreife, die fich ſchneiden, haben Feinen gemeinfchaftlichen 
Mittelpunft, Sag 5:5 und 
fie können in nicht mehr ald zwei Punkten fich fehneiden, Sat 10. 

Kreife, die fi berühren, haben Feinen gemeinfhaftlichen 
Mittelpunft, Sat 6.5 und | 
fie berühren fich in nicht mehr, ald kinem einzigen Punkte. Sag 13. 

Wenn zwei Kreife, von welchen der eine entweder innerhalb 
ober außerhalb des andern liegt, ſich berühren, fo liegt der Beruͤh— 
rungspunft immer mit ben Mittelpunften beider Kreife in gerader 
Linie. Sat 11. und 12. 

Ungleihe Kreisbogen, welde die Sehne gemein haben, 
und an einer Seite derfelben liegen, können nicht ähnlich feyn, Satz 
23.5 und es folgt hieraus: 
äbntice Kreisbogen auf gleichen Sehnen deden ſich. — 24. 


In gleichen Kreiſen ſtehen gleiche Centriwinkel, und alſo 
auch gleiche Peripheriewinkel auf gleichen Bogen, Satz 26.; 
und es ſtehen umgekehrt in gleichen Kreiſen auf gleichen Bogen 
gleiche Centriwinkel und alſo auch gleiche Peripheriewinkel. Satz 27. 
Eben ſo gehoͤren in gleichen Kreiſen zu gleichen Sehnen gleiche 
Bogen, Satz 28.; 
und es gilt auch dieſer Satz umgekehrt, ſo daß alfo in gleichen 
Kreifen zu: gleihen Bogen gleiche Sehnen gehören. Sat 29. 
Diefes find: die. Lehrfäge des dritten Buches, deren Anzahl 3 
beträgt, und ed handeln 
3 derfelben von ber Lage eines Punktes ‘in dest Kreiſe, 
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6 von ber Lage ber Sehnen, 

5: : ss s Tangenten, " 
5 von ben Eigenfchaften der Winkel im Kreife, und 
12 von dem Berhalten der Kreife zu einander. 

Außer biefen Lehrfägen enthält dad britte Buch noch ſechs 
Aufgaben, durch weldhe die Hülfdmittel für die Gonftructionen ver: 
mehrt werben und bie eine vielfache Anwendung zulafien. Diefe 

Aufgaben find: 
’ 1) Eines Kreifes Mittelpunkt zu finden. Sag 1. 

2) Einen Kreis zu vollenden, wenn ein Bogen befjelben gege⸗ 
ben ift. Sat 25. 

3) Einen Kreisbogen zu halbiren. Sat 30. 

4) Von einem, außerhalb eines Kreifes gegebenen Punkte eine 
Tangente an benfelben zu ziehen. Sat 17. 

5) Einen Kreis zu befchreiben, in welchem zu einer gegebenen 
Sehne ein gegebener Winkel ald Peripheriewinkel gehört. Sag 33.; 
und | | | 
6) von einem gegebenen Kreiſe einen Bogen abzufchneiben, 
‘Der einen gegebenen Winkel faßt. 

Einiged Nähere von biefen Aufgaben enthält bie Beilage XVII. 


XV. Lehrſaͤtze, die mit Hülfe der Säße des dritten 
Buches ſich bemweifen laffen. 
Lehrfag 105. Zwei Kreife koͤnnen ſich nicht ſo ſchneiden, 
daß ſie ſich gegenſeitig halbiren. 
Beweis (6.) 
Lehrſatz 106. Wenn zwei Kreiſe k' und K ſich fo föneiden, 
daß k‘ halbirt wird, fo ift der Radius von k’ kleiner ald von k“, 
Beweis (15.) | 

Lehtfasg 107. Wenn zwei Kreife fich fchneiden, fo wird bie 
gemeinfchaftliche Sehne derfelben von ber Linie, welche die Mittel- 
punfte beider Kreife verbindet, balbirt. 
| Beweis (I. 8.) und (I. 4.) 

Lehrſatz 108. Wenn zwei Sehnen s“ und s“ im Kreife 
fih fo fchneiden, daß s' in dem Durchfchnittspunfte halbirt wird, fo 
ift s’ Peiner ald s“. 

Beweis (I. 19.) und (15.) 


- 


Lehrfa& 109. Zwei gleih große Sehnen im Kreife Eönnen 
fih nicht fo fchneiden, daß eine berfelben in dem Durchfchnittöpunfte _ 
balbirt wird. 

Beweis (Lhrf. 108.) 

Lehrfak 110. Wenn zwei Kreife ſich fchneiden, fo ift ber 
Abftand ihrer Mittelpunkte von einandes Eleiner, als bie Summe 
ihrer Radien. 

Beweis (I. 20.) 

Lehrfag 111. Wenn zwei Kreife, von welchen ber eine ins 
nerhalb des andern liegt, fich berühren, fo ift der Abſtand ihrer 
Mittelpunkte von einander der Differenz ber Radien beider Kreife 
gleich. 

Beweis (11.) 

Lehrfag 112. Berühren zwei Kreife fi, die außer einander 
Tiegen, fo ift ber Abftand ihrer Mittelpunfte von einander der Summe 
ber Rabien beider Kreife gleich. 

Beweis (12.) 

Lehrſatz 113. Iſt der Abfland der Mittelpunfte zweier 
Kreife von einander der Summe oder ber Differenz ‚ihrer Radien 
gleich, fo müflen diefe Kreife fich berühren. 

Beweis folgt indirect aus (11.), (12.) und (Lhrf. 110.) 

Lehrſatz 114. Werben im zwei verfchiedenen Kreifen gleich 
große Sehnen’ gezogen, ‚und ‚ftehen biefelben gleich weit von den 
Mittelpunkten dieſer Kreife ab, fo find die Radien diefer Kreife 
gleich groß. 

Beweis (3.) und (I. 4.) 

Lehrſatz 115. Haben gleiche Sehnen in zwei verfchiedenen 
Kreifen eihen ungleihen Abftand von dem Mittelpunkte berfelben, 
fo ift der Radius des Kreifes der größere, in weldem die Sehne 
den größern Abftand hat. 

Beweis (3.) und (l. 25.) 

Lehrfag 116. Wenn eine Sehne von einem Durchmeffer 
geſchnitten wird, fo ift der Fleinere Abfchnitt des Durchmefferd Eleis 
ner, und ber größere ift größer, als jeder der beiden Abfchnitte 
ber Sehne. | 

Beweis (7.) 

Lehrfat 117. Wenn an zwei verfchiedenen Punkten bes 

Kreisumfangd, die nicht die Endpunfte eines und deſſelben Durch: 


— 284 — 


meſſers ſind, Tangenten des Kreiſes gezogen werden, bis ſie ſich 
ſchneiden, ſo ſind dieſe beiden Tangenten gleich groß. 
Beweis (16.) und (I. 47.) 

Lehrſatz 118. Werden von seinem Punkte außerhalb eines 
Kreifes zwei gleich große Linien an bes Kreifed Umfang gezogen, 
und es iff die eine dieſer Linien eine Zangente bes Kreifes, fo muß 
die andere ebenfalld eine Zangente feyn. | 

Beweis (1. 3.) und (16.) 2 

Lehrf aß 119. Zieht man von einem Punfte außerhalb eines 
Kreifes eine Zangente an benfelben, und eine Secante durch den 
Kreis, fo iſt die Tangente größer, ald der außerhald des Kreifes 
liegende Abfchnitt der Secante, und Kleiner ald die ganze Secante. 

Beweis (8.) 

Lehrſatz 120. Wenn zwei Kreife ſich berühren und man 
zicht in dem Berührungspunfte eine Tangente an dem einen Kreife, 
fo ift diefelbe auch zugleih Zangente des andern. 

Beweis (11. oder 12.), (16.) und (I. 13.) 

Lehrfaß 121. Treffen zwei Kreife in einem Punfte zufam: 
men, und ift eine durch diefen Punft gezogene Linie zugleich Tan: 
gente beider Kreife, fo berühren die Kreife ſich in diefem Punkte. 

Beweis (16.), (I. 14.) und (Lhrſ. 113.) 

Lehrſatz 122. Schneiden zwei Kreife fi, und man zieht ‘in 
dem einen Durchſchnittspunkte Zangenten an beide Kreife, fo er: 
. ganzt der Winfel, den diefe Zangenten einfchliegen, den Winkel, wel: 
chen die an, diefen Durchſchnittspunkt gezogene Nadien bilden, zu 
2R. 

Beweis (16.) und (I. 15. Zufag.) 

Lehrſatz 123. Die zwifchen parallelen Sehnen eined Kreifes 
liegenden Bogen find gleich groß. 
| Beweis (I. 29.) und (26.) 

Lehrfag 124. Schneiden zwei Sehnen fih innerhalb eines 
‚Kreifes, fo ift der Winkel, unter welchem fiefich fchneiden, dem Pe 
ripheriewinkel gleich, der auf einem Bogen fteht, welcher der Summe 
der beiden Bogen gleich ‘ift, die zwifchen den Schenfeln dieſes Win: 
kels und des dazu gehörigen Scheitelwinkels liegen. 

Beweis (Lhrf. 123.) 

Lehrſatz 125. Wenn zwei Sehnen eines Kreifes, verlängert, 

außerhalb deffelben fich fehneiden, fo ift der Winkel, ben biefelben 


* 
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einfchließen, einem Peripheriewintel gleich, ber auf dem Unterfchiebe 
der beiden Bogen fteht, die zwifchen. den zo. liegen. 
Beweis (Lhrf. 123.) | 

Lehrfas 126. Der Winkel, den eine Sehne und eine Zans 
gente einfchließgen, ift halb fo groß, als der Gentriwinkel des Bo— 
gend, zu welchem die Sehne gehört. 

Beweis (32%) und (20.). 
Lehrſatz 127. Wenn von einem Viered drei Gen i in dem 
Umfange eines Kreiſes liegen, und die Ate liegt innerhalb der Kreis⸗ 
fläche, fo ift der Winkel dieſer Aten Ede und der, derſelben gegens 
über liegende Winkel der Figur zufammen größer als 2 R. 
Beweis (22.) und (I. 16.) 

Lehrſatz 128. Liegen von einem: Biere drei Eden ne dem 
Umfange, und bie Ate außerhalb eines Kreifes, fo ift ber. Winkel 
diefer ten Ede und der derfelben gegenüber liegende Winkel der 
Figur. zufammen kleiner ald 2 R. 

Beweid 22, und (I. 16.) 

Lehrfas 129. Sind in einem Viereck zwei einander gegens 
über liegende Winkel zufammen zwei rechten Winkeln gleich, und 
man befchreibt einen Kreis, der durch drei Eden dieſes Vierecks 
geht, fo liegt bie ae Ede der Figur ebenfalld$ in dem Umfange 
des Kreifes, 

Beweis (Lhrſ. 128. und 129.) 

Lehrfas 130. Werden an ben beiden Enbpunften einer 
Sehne zwei Linien unter gleichen Winkeln angefest, fo find die 
Theile diefer Linien, welhe Sehnen des Kreifes find, gleich ‚groß 

Beweis (26.) und (29.) 

Lehrfag 131. Wenn zwei Dreiede eine Seite und den ihr 
gegenüber liegenden Winkel gleih haben, fo liegen beide in einem 
und demfelben Kreife. 

Beweis (33.) 

Lehrfag 132, Haben zwei Dreiede die Grundlinie gemein, 
und ift der derfelben gegenüber liegende Winkel in dem erften 
Dreied Feiner, ald in dem zweiten, fo liegt, wenn beide Dreiede 
auf derfelben Seite der Grundlinie verzeichnet find, die Spite des 
zweiten Dreiecks innerhalb des Kreifed, der um das erfte befchries 
ben ift. 

Bemeis (33.) und (I. 21.) 


\ 
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Lehrſatz 133. Liegen zwei Dreiecke in demſelben Kreiſe, fo 
daß der Umfang des Kreifes durch die Spigen der Dreiede geht, 
und find die Winkel des einen Dreiedd einzeln den Winkeln des 
andern gleich, fo müffen auch die Seiten de3 einen Dreiecks ben 
Seiten bes andern gleich feyn. 

Beweis (26.) und (29.) 

Lehrfag 134. Wenn ein gleichfchenktiges und ein ungleich: 
feitige8 Dreied die Grundlinie gemein haben, und in demfelben 
Kreife liegen, fo hat das gleichfchenklige Dreieck eine größere Höhe, 
ald das ungleichfeitige. 

Beweis. Man lege durch die Spike des gleichfchenkligen 
Dreiedd eine Tangente an den Kreis, fo ift diefe der Grundlinie 
parallel, und ed liegen baher alle übrigen Punkte des Kreisumfanges 
ber Grundlinie näher, als bie Spige des gleichfchenkligen Dreiecs. 


Lehrfak 135. Wenn ein gleihfhenkliges und ein ungleids 
feitigeö Dreied die Grundlinie gemein und gleiche Höhe.haben und 
auf derfelben Seite der Grunbdlinie liegen, fo ift ber, der Grundlinie 
gegenüber liegende Winkel in dem gleichfchenkligen Dreieck größer, 
als in dem ungleichfeitigen. 

Beweis (Lhrf. 133.) und (Lhrſ. 134.) 

Lehrfak 136. Wenn zwei Sehnen im Kreife fich fchneiden, 
und es ift der eine Abfchnitt der einen dem einen Abfchnitte der 
andern gleich, fo find beide Sehnen gleich groß. 

Beweis (35.) 

Lehrſatz 137. Wenn zwei Secanten fich ſchneiden, und es 
“ find die Theile berfelben, welche Sehnen des Kreifes find, gleich 
groß, fo müffen auch die ganzen Secanten gleidy groß feyn. 

Bemeis (36) | 

Lehrfag 138. Zieht man von einem Punkte außerhalb eines 
Kreifes eine Secante durch bdenfelben, die in dem Punkte, wo fie 
den Kreid dad erfte Mal trifft, halbirt wird, und zieht man von 
eben diefem Punkte auch eine Tangente an den Kreis, fo ift diefe 
Zangente die Diagonale eines Quadrats, deſſen Seite der halben 
Secante gleich ift. 

Beweis (36.) und (I. 47.) 

Lehrſatz 139. Werden in einem Kreife zwei gleich große 
Sehnen gezogen, und man fchneidet in beiden gleihe Stüde ab, 
und zieht eine Sehne, welche burch die beiden Zheilpunfte geht, fo 


— 
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find die Stuͤcke dieſer Sehne, welche zwiſchen jedem der beiden Theil⸗ 
punfte und dem Kreisumfange liegen, gleich groß. 
Beweis (35.) 

Lehrfas 140. Wenn man in — 
einem Dreieck abc die Linie aß fo 
zieht, bag L_caß —= Lcab, fo ift * 
das unter ca und cb enthaltene Recht: ß 
ed c« ch dem, unter cß und ca 
enthaltenen cß > ca gleich. a b 

Beweis (22.) und (36.) | 

Lehrfag 141. DVerlängert man zwei Seiten eined Dreiedd 
ac und bc, und zieht «B fo, dag I_« — La, fo ift das unten 
ac und der Verlängerung cß bies 
fer Seite enthaltene Rechted ac —< 
cß eben fo groß, als das Rechteck, 
welches unter der andern Seite be 
und deren Verlängerung ca ents 
halten if. Es ift alfo ac X J 
— be x co 

Beweis (21.), (33.) und (35.) 

Lehrfat 142. Werben drei Punkte des Kreisumfanges durch 
gerade Linien verbunden, fo daß man hierdurch ein Dreied in dem 
Kreife erhält, und fallt man von irgend einem Punkte des Umfans 
ges Normalen auf die-drei Seiten des Dreiecks, fo liegen die Fuß—⸗ 
punkte biefer drei Normalen in geraber 
Linie. 

Beweis. Ei ſey abc das Dreied 
in dem Kreife, m der Punkt des Umfans 
ges, von welchem die Normalen ma, mß, 
my auf die Seiten gefällt find. Man 
ziehe ma, mc, «ß und By, fo ift 

Umæab — Lmyb — R 
und daher in dem Viereck amyb 
_[b-+-Lemy=2R 
aber ap I|b-+-L.cma=2R (22) 


folgih ft Lamy = Lcma 


und daher Lamc = 1_yma (©. 3.) 
Da aber in dem Viered acßm bie Winkel bei und ß=R 
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find, fo läßt ſich um dieſes Viereck ein Kreis Re und es 
ift daher 
Leme—=Laßec (21.) 
folglich it ud Laße =1_yma 

und dalaßm = I mya—R, fo kann auch ein Kreis be: 
ſchrieben werben, der burch bie Punkte a, ın, B und y geht, es 
ift alfo auch 

L[yßa=1yma (21) 

folglich it IL aßc — L,yßa 

und daher «ß mit By:.in geraber-Linie. Ä 
— Lehrſatz 143. Iſt ein Kreid gegeben und wine — Linie 
mn, und man zieht von dem Mit: 





telpunfte c die cd normalauf mn, ZEN RS 
durch welde ber Kreis in x ges bi! \ 
ſchnitten wird, fo ift, wenn man v4 


nun irgend zwei Rinien ab und aß _ \ \ * / 
durch x zieht, welche von dem Kreiſe — 


und der mn begrenzt werben, im⸗ N 
mer ax X xb = oxxXxß. ze 
Beweis (31.) und (35.) 

Lehrſatz 144. Legt man an irgend einen Punkt d bes 
Kreisumfangd eine Tangente aw, und verbindet bie Endpunfte a 
und « mit einem Punkte m bed 
Umfanges, fo find die unter ab, 
am, und unter «ß, «m enthaltenen 
Nechtede, fammt dem zweifadhen 
Rechteck, das unter den Abfehnitten 
ad und d« der Tangente enthalten 
ift, dem Quadrat der ganzen. Tan⸗ a 
gente gleih. Es ift alfo X 

ab <a ab ru ie ai 
Beweis (36.) und (IL 4.) 

Lehrſatz 145. Nimmt man in ber obigen Figur de — de, 

Pitaexar HFeßxXaom—=abx am 
Beweis (36,) und (II, 6.) , 








XVL Aufgaben, die mit Hülfe der Säße der 
drei erften Bücher der Elemente fi 
löfen laffen. | 


g. 17. 
Einfahe Aufgaben von den Berührungen. 


Der Radius eined Kreifes fol mit RR bezeichnet werben, und 
wenn die Radien verfchiedener Kreife vorfommen, fo werden fie durch 
R’, Ro, Re" unterfchieden. Der Lage nach gegebene Punkte wer 
den durch p', p'', p'', und der Lage nach gegebene gerade Linien 
durch I, Ir, Jr Hezeichnet. Der Größe und Lage nad) gegebene 
Kreislinien follen durch k', k", kr bezeichnet werben. 


Aufgabe 206. In einer der Lage nach gegebenen geraben 
Linie fol der Mittelpunkt: eines, mit einem gegebenen Radius zu 
befchreibenden Kreifes liegen, der durch einen gegebenen Punkt geht. 

Gegeben R ald der Radius eines zu. befchreibenden Kreifes 
I, als der Ort für den Mittelpunkt defjelben, und p, welches ein 
Punkt der Peripherie feyn foll. 

Gefuht der Mittelpunkt 
x, der in l liegen fol. R 

Analyfis. Wird aus p Fre 
als Mittelpunkt mit R ein Kreis 
befchrieben, fo muß x in dem 
Umfange dieſes Kreifed liegen, 
aber auch in! fol x liegen, folgs 
lich ift die Lage von x beſtimmt. 

Auflöfung. Beſchreibt 
man aus p, ald Mittelpunkt, mit R einen Kreis, fo ſchneidet die: 
fer 1 in dem gefuchten Punkte x. | | 

Determination. Der normale Abfland des Punktes p von 
1 darf nicht größer feyn als R, und ift diefer Abfiand < R, fo 
entfprecyen zwei Punkte der Lage von x. 


Aufgabe 207. In einer, der Größe und Lage nach gegebe: 
nen Kreiölinie ſoll der Mittelpunkt eines, mit einem gegebenen Ra: 
dius zu beſchreibenden Kreiſes liegen, der Durch einen der Lage nad 


gegebenen Punkt gebt. 
19 
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‘Gegeben ber KRabins‘R bes zu befchreibenden Kreiſes .k, im 
deffen Umfang der Mittelpunft x diefes-Kreifes liegen foll, und der 
Punkt p des Umfanges des zu befchreibenden Kreifes. 

Geſucht die Lage von x __ 

Aufgabe 208. In einer ber Lage nach gegebenen geraden 
Linie fol der Mittelpunkt eines, mit einem gegebenen Rabius zu 
befchreibenden Kreiſes liegen, ber eine zweite, der Lage ar gege⸗ 
gebene gerade Linie beruͤhrt. 

Gegeben #, in — der Mittelpunkt x Yo, zu befhrei: 
benden Kreiſes liegen fol, R 
als ber. Radius dieſes Kreiſes, 
und l“ als eine — ee R 
ſelben. 

Geſucht die Lage von x. 

Auftöfung. Bieht man 
in einem Abſtande — R von I* 
eine Parallele mit PM’, fo muß x 
in diefer Varallefe ſiegen; aber 
auth in P liegt x, folglich ift die 
Lage dieſes Punktes beflimmt. 

" Determinaton. 1’ und 1” dürfen nicht parallel feyn. 


Aufgabe 209. In dem Umfange eines der Größe. und Lage 
nach gegebenen Kreifes foll der Mittelpunkt eine mit einen gege: 
benen Radius zu befchreibenden Kreifes liegen, der eine der Lage 
nach gegebene gerade Linie berührt. ; 


Gegeben k, in defien Umfang der Mittelpunkt x des zu be 
fchreibenden Kreifes liegen fol, A ald der Radius des zu beſchrei⸗ 
benden Kreifes, und 1 als eine Zangente deffelben. 

Determination. Wird von dem Mittelpunfte des Kreifes 
k, deffen Hadius — r feyn mag, eine Normale h auf.i -gefüllt, 
fo darf nicht feyn 

R<h—- rwaudnıdtNi>hb-+r. 


Mufgabe 210. Mit einem gegebenen’ Radius fol man einen 
Kreis befchreiben, deffen Mittelpunkt im einer ‚der Lage nach gege: 
benen geraden Linie liegt, und. der einen. der Größe und Lage nad 
gegebenen Kreis berührt. 

Gegeben |, in welcher ber Mittelpunkt x des zu beſchreiben⸗ 
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den Kreiſes liegen ſoll, ber Radius Ri diefes Kreiſes, und k ber 
Größe und Lage nach, ben. der zu befchreibenbe Freis berühren ſoll. 

Analyſis. Da k der 
Größe und Lage nach gegeben . __"_ 
ift, fo ift auch der Mittelpunkt 
a befjelben gegeben, und fein 
Halbmeffer, der = r ſeyn foll. 
Iſt nun x der gefuchte Mit: 
telpunft des zu befchreibenden 
Kreifes, fo muß, wenn man 
a mit x durch ax verbindet, 
in diefer Linie der Berührungss 
punft m liegen (5. und 6), 
und es iſt ax —r + Ti gegeben, alfo auch ber Kreis, der aus 
a mit einem Radius — r + Hi befihrieben werden kann, und in 
deſſen Umfang der Punkt x liegt, aber auch in ſoll x liegen, folg« 
lich ift die Lage von x beftimmt, N 

Auflöfung. Aus a befchreibe mit r ee RL einen Kreis, fo 
fihneidet diefer die 1 in dem gefuchten Mittelpunfte x. 

Determination. Fällt man von a eine Normale auf 1 
und fegt diefe Normale —= h, fo darf nicht fyenr$ R <hh. 

Anmerkung 1. Aus x Fann auch ein Kreis befchrieben werben, ber 
k in M berührt, und es ift alsddann xM — R, alſo ax — R— r, Daher 
Tann man ben Punkt x auch in der Art beftimmen, dag aus a mtR—r 
ein Kreis befhrieben wird. Diefe Auflöfung ift aber nur alsdann möglich, 
wenn R— r nid Elciner als h ift. 

Anmerkung 2, Die gegebene Auflöfung' ſetzt zwar voraus, daß 1 aufers 
halb k Liegt; fie iſt aber auch; alsdann brauchbar, wenn k von 1 gefchnitten 
wird, und es ift hier auch eine zweite Auflöfung moͤglich, fo daß der zu ber 
fhreibende Kreis innerhalb des gegebenen liegt, wenn r>R, und babe r—R 
nicht Eleiner ift alö h, 








Aufgabe 211. Mit einem gegebenen Rabius foll ein Kreis 
befchrieben werben, befjen Mittelpunft in dem Umfange eines der 
Größe und Lage nad) gegebenen Kreifes liegt, und der einen andern 
der Größe und Rage nach gegebenen Kreis berührt. 

Gegeben der Radius Ri deö zu befchreibenden Kreifes, deffen 
Mittelpunkt x in dem Umfange von k’ liegen en, und ber k“ 
berührt. 


Geſucht die Lage von x düs 
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Aufgabe 212. Man foll mit einem gegebenen Radius einen 
Kreis befchreiben, der eine der Lage nach gegebene gerade Linie in 
einem gegebenen Punkte berfelben berührt. 


Aufgabe 213. Mit einem gegebenen Radius fol man einen 
Kreis befchreiben, der einen ber Größe und Lage nad) gegebenen 
Kreis in einem in dem Umfange defjelben gegebenen Punkte berührt. 

Aufgabe 214. Man fol mit einem gegebenen Radius einen 
Kreis befchreiben, der durch zwei der Lage nach gegebene Punkte 
geht. 

Gegeben ber Radius R des zu befchreibenden Kreifes, und 
die Punkte p' und p‘ ber Lage nad), die in dem Umfange defjelben 
liegen follen. 

Aufgabe 215. Mit einem gegebenen Radius foll ein 
Kreis befchrieben werben, der eine der Lage nach gegebene gerade 
Linie berührt, und durch einen außerhalb - diefer Linie gegebenen 
Punkt gebt. 

Gegeben der Radius R des zu befihreibenden Kreifes, bie 
Tangente 1 deſſelben der Lage nach, und auch der Punft p der Lage 
nach, der in dem Umfange des Kreifes liegen foll. 

Auflöfung. Im einem Abftande 
— R von 1 ziehe eine Linie parallel der 
I, und aus p als Mittelpunkt befchreibe 
mit dem Radius R einen Kreis, fo ſchnei⸗ 
det dieſer die gezogene Parallele in dem 
gefuchten Mittelpuntte x. 

Determination. Wird der nor: 
male Abftand deö Punktes p vnl—=h ! KR _R_ 
gefegt, fo darf nit feyn h > 2 R. 

Aufgabe 216. Mit einem gegebenen Radius fol ein Kreis 
befchrieben werben, ber zwei der Lage nady gegebene gerade Linien 
berührt. 

Gegeb en ber Radius R bes zu befchreibenden Kreifes der 
- Größe nach, und zwei gerade Linien K und 1", die en def: 
felben feyn follen, der Lage nad). 

Auflöfung. Man ziehe eine Linie’ parallel 1’, und eine an: 
dere parallel 1, beide in einem Abftande = R von diefen Linien, 
fo ſchneiden fi beide Parallelen in dem. geſuchten Mittelpuntte x. 


l 
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Determination. Es barf 1’ ber 1” nicht parallel ſeyn, es 
fey denn, daß der Abftand beider von einander — 2 R ift, und 
in diefem Falle ift die Aufgabe unbeftimmt. 


Aufgabe 217. Der Radius eined Kreiſes ift gegeben; man 
foll denfelben fo befchreiben, daß er durch einen ber Lage nach ges 
gebenen Punkt geht, und einen der Größe und Lage nad) gegebenen 
Kreis berührt. 

Gegeben ber Radius R bes zu be 
fihreibenden Kreiſes, der Punkt p, ber in 
dem Umfange beffelben liegen foll, ber Lage 
nad, und der Kreis k, ben er berührt, der 
Größe und Lage nad). 

Analyfis. Iſt x der Mittelpunft des 
zu befchreibenden Kreifes, und a der von k, 
deffen Radius — r feyn foll, fo ift ax — 
r+ Rund px —=R gegeben, aber die 
Punkte a und p find gegeben. Folglich 
auch x. a; 

Auflöfung. Aus a, als Mittelpunkt, beſchreibe einen Kreis 
mit dem Radius —=r + R, und aus p als Mittelpunkt mit R, 
fo fchneiden diefe beiden Kteife fich in dem gefuchten Punfte x. 

Determination. Es darf nicht feyn die Linie, weldhe a 
mit. p verbindet, > r +2R. 


Anm erfung. Iſt R> r, fo kann der Kreis auch fo befchrichen wer: 
ben, daß k, innerhalb bdeffelben liegend, ihn berührt. Der Mittelpunkt wird in 
biefem Falle gefunden, wenn man aus a einen Kreis befchreidt mit bem Radius 
R — r, und aus p mit Rz; beide fchneiden fich in dem gefuchten Mittelpunkte, 
In diefem Falle darf aber nicht feyn ap > 2 R — r, wenn eine Auflöfung 
moͤglich ſeyn foll, 








Aufgabe 218. Mit einem gegebenen Radius ſoll ein Kreis 
beſchrieben werden, ver eine der Lage nach gegebene Linie zur Tan⸗ 
gente hat, und einen ber Größe und Lage nach gegebenen: Kreis 
berührt. 

Gegeben der Radius I des zu befhreibenden Kreifes, bie 
Linie | der Lage nad), welde eine Zangente deſſelben feyn foll, und 
der Kreis k der Größe und Lage nad, der von ihm berührt wird. - 

Analyfis. Zieht man: eine ber I parallele Linie in einem 
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Abſtande — R von’ derfelben, fo muß ber gefuchte Mittelpunkt in 
biefer Linie liegen, und eben fo auch in der Kreislinie, die aus dem 
Mittelpunfte a von k mit R -H r befihrieben werden Tann. Der 
Durchfchnittspunft beider ift daher der gefuchte Punkt x, wenn k 
außerhalb des zu befchreibenden Kreifes liegen fol. Wird die Pas 
rallele aber von einem, aus a mit R — r befchriebenen Kreife ge: 
— — ſo iſt dieſes der geſuchte Mittelpunkt fuͤr den Fall, wenn 
k, innerhalb des zu beſchreibenden liegend, ihn berühren ſoll. 

Determination. Iſt r der Radius von k und ber Ab: 
ſtand des Mittelpunftes a von 1 = h, fo darf nicht feyn für ben 
erften Sl h> 2 Rt r, und für ben zweiten Fall * nicht 
ſeyn 2R — r. 


Aufgabe 219. Man ſoll mit einem gegebenen Radius einen 
Kreis beſchreiben, der zwei der Groͤße und Lage nach gegebene 
Kreiſe beruͤhrt. 

Gegeben der Nadius R bes zu beſchreibenden Kreiſes, und 
die Kreife k’ und k der Größe und Lage nah, die benfelben be 
rühren follen. 

Analyfis. Iſt a’ der Mittelpunkt und r' der Rablus von k' 

und a” s 2 0» rs 3 s k" 
fo iſt 


1) wenn man aus a’ mit R Fr‘, und aus a” mit R--r" 
Kreife befchreibt, der Punkt, in welchem beide fich fehneiden, ber Mits 
telpunkt x des gefuchten Kreifes, welcher von k' und k" fo berührt 
wird, daß beide außerhalb deſſelben liegen. 

2) wenn man aus a’ mit R— r’ und aus a” mit R — r" 
Kreife befchreibt, der Punkt, in welchem beide ſich fchneiden, ber 
‚gefuhte Mittelpunkt x, und er wird von k' und k“ fo berührt, 
daß beide innerhalb deffelben liegen. 

3) wenn man aus a’ mit R-+ r’ und aus a" mit R—r" 
Kreife befchreibt, fo fchneiden fich beide in dem gefuchten Punfte x, 
der von ben gegebenen Kreifen fo berührt wird, daß k' außerhalb 
und. L“ innerhalb deffelben liegt. | 

Determination. Berbindet man a‘ mit a“ durch eine ge: 
rabe Linie ara", fo darf nicht feyn 
in dem Aften Sale ar >2RnR+ rt +", 

:» s tn » aat> 2? R— r — tr, 
: : den =: a2 R-r — r". 





’ 


"Anmerkung Sind die Kreiſe -K’/-und k” fo gegeben, bag k innerhalb 
k’ liegt, fo muß der zu befchreibenbe Kreis, ebenfalls innerhalb k’ Liegen, und 
daher R < x’ ſeyn, und es ſind alsdann wieder zwei Bälle möglich, da Kk7 
entweder innerhalb oder außerhalb des zu befchreibenden Kreifes denfelben be— 
rühren kam. a De ee 





Aufgabe 220. Man fol einen Kreis beſchreiben, der durch 
zroei ber age nach. gegebene Punkte geht, und deffen Mittelpunkt 
in einer der Lage nach gegebenen Linie ligt. 

Gegeben die Punkte p’ und p" der Lage nad, bie in dem 
Umfange des Kreifes liegen folen, und 1 der Lage nad, in welder 
Linie der Mittelpunkt x liegt. | 


Aufgabe 221. Man foll einen Kreis befchreiben, der durch 
zmei, der Lage nach gegebene Punkte geht, und deffen Mittelpunkt 
in dem Umfange eines , der Größe und Lage nach gegebenen Krei⸗ 
ſes liegt. —— 

Gegeben bie Punkte p' und p, die in dem Umfange ded 
zu befchreibenden Kreifes liegen follen, und k der Größe und Lage 
nach, in deffen Umfang der Mittelpunkt x liegt. er 


Anmerfung, Die Aufgabe 220. wird unbeftimmt, wenn p’ und p” 
auf verfchisdenen Seiten von 1 liegen, und die Linie, welche p‘ mit p“ verbin- 
det, von 1 normal halbirt wird. Die Aufgabe 221. laͤßt nur alsdann eine 
Aufloͤſung zu, wenn man p’ mit p“ verbindet: und dieſe Linie normal halbirt, 

diefe Halbirungslinie k trifft. Wird x geſchnitten, fo giebt es hierbei immer 
zwei verſchiedene Lagen für x. 


Aufgabe 222, Drei gerade Linien find der Lage nach ge⸗ 
geben; man ſoll einen Kreis beſchreiben, deſſen Mittelpunkt in der 
einen dieſer Linien liegt und der die andern beiden Linien berührt. 


Gegeben !, 1” und 1" der. Lage nach; in l fol der Mit: 
telpunft x des zu befchreibenden Kreifes liegen, 1" und; 1"" follen 
Zangenten befjelben feyn. 3 

Auflöfung. Man verlängere, 1".:und 1, bis ſie ſich ſchnei⸗ 
den, und halbire den von denfelben gebildeten Winfel, fo liegt der 
Mittelpunkt x in dem Durchſchnittspunkte der Halbirungälinie und 
. Sind I" und V“ parallel, fo liegt, der Mittelpunkt x in der 
inie, die denſelben ebenfalld parallel if, und von beiden gieich meit 
abfteht. & Ä | 


Determination. 1’ muß weniaftens eine ber beiden übris 
gen Linien fchneiden, und zwar unter einem Winfel, der größer ifl, 
als bie Hälfte des Winkels, unter welhem P’ und 1’ ſich ſchneiden. 


Aufgabe 223. Zwei gerade Kinien find der Lage nach, und 
ein Kreis der Größe und Lage nach gegeben; man foll einen Kreis 
befchreiben, defjen Mittelpunkt in dem Umfange des gegebenen Kreis 
ſes liegt, und der die beiden der Rage nach gegebenen Linien berührt. 

Gegeben |", 1" der Lage nah, und es follen diefe Linien 
Zangenten des zu befchreibenden Kreifed feyn; und k der Größe 
und Lage nah. In dem Umfange von 2 foll der Mittelpunkt des 
zu befchreibenden Kreifes liegen. 


Aufgabe 224. Esift eine gerabe Linie und ein Punkt der Lage 
nad gegeben; man foll einen Kreis befchreiben, der durch diefen Punft 
geht, und die Linie in ‚einem gegebenen Punkte derfelben berührt. 

Gegeben die Linie I, welde 
Tangente bed zu befchreibenden Kreifes p 
feyn fol, der fie in dem Punkte p’ ber 1 
sührt, und der zugleich durch den zweis 
ten Punkt p" geht. | P 

Analyſis. Errichtet man in p’ x 
eine Normale auf 1, fo muß in diefer 
Normale des Kreifes Mittelpunft x lies 
gen (16.) Derfelbe muß aber auch in ber Normale dx liegen, bie 
auf p'p" in dem Halbirungspunfte d diefer Linie errichtet werden 
kann, folglich ift die Lage von x beflimmt. 


Aufgabe 225. Ein Kreis ift der Größe und Lage nach ges 
geben, und in dem Umfange beffelben ein Punkt, und ein zweiter 
Punkt der Rage nah; man fol einen Kreis befchreiben, der den ge: 
gebenen in dem Punkte berührt, und in deſſen Umfang der andere 
gegebene Punft liegt. 

Gegeben k der Größe und 
Lage nah, und in dem Umfange 
befielben der Punkt p' und außers * 
dem p". A 

Gefucht der Kreis der Größe 
und Lage nach, der k in p' berührt 
und durch p“ geht. m 

Analyfis. Zieht man in p‘ 
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eine Tangente an k, fo muß ber zu befchreibende Kreis dieſe eben: 
falls in p’ berühren. Daher fümmt es bloß darauf an, einen 
Kreis zu befchreiben, der die mn in p‘ —— und ber durch p 
geht, wie bei Aufg. 224. 


Aufgabe 226. Zwei gerade Linien ſind der Lage nach ge⸗ 
geben; man ſoll einen Kreis beſchreiben, der beide Linien berührt, 
und zwar die eine in einem beftimmten Punkte derſelben. 

Gegeben l' und I", und in I’ der Punkt p. 

Gefucht der Kreid der Größe und Lage nah, ber I’ in p 
berührt und auch 1" zur Zangente hat. 

Auflöfung. Verlaͤngere I’ und 1", bis fie fi fchneiben, 
halbire den Winkel, unter welchem fie ſich fehneiden, und errichte in 
p auf l eine Normale, fo trifft diefe die Linie, welhe den Winkel 
halbirt in dem Mittelpunkte x des zu befchreibenden Kreifes. 


Aufgabe 227. Ein Kreis iſt der Größe und Lage nad ge: 
geben, in dem Umfange befielben ein Punkt, und. außerdem eine 
Linie der Lage nah; man foll einen Kreis befchreiben, der ben ge: 
gebenen in dem beftimmten Punkte berührt, und die der Lage nad) 
gegebene Linie zur Zangente hat. 

Gegeben k der Größe und Rage nad, P in bem Umfange 
von k, und | der Lage nad). 

Gefucht der Kreis der Größe und Lage nad), der k in dem 
Punkte p berührt, und der auch | berührt. J 

Analyſis. Zieht man durch p an k eine Tangente, fo muß 
ber zu befähreibenbe Kreis diefe in p berühren, und au J. Die 
Aufgabe ift alfo nicht verfchieden von 226. 


Aufgabe 228. Es ift eine gerade Linie der Lage nach ge: 
geben, und in derfelben ein Punkt, und ein Kreis der Größe und 
Lage nad; es foll ein Kreis befchrieben werden, der die gegebene . 
Linie in p und den Kreis k ebenfalls berührt. 


Gegeben die Linie I der Lage nah, und in. berjelben ber 
Punkt p, und k der Größe und Lage nad). ö 

Gefucht der Kreis, welcher | in p betührt, und ber.k eben: 
fall8 beruͤhrt. 

Analyfis. Iſt x der gefuchte Mittelpunkt des zu befchrei: 
benden Kreiſes, und man zieht xp, fo ſteht diefe Linie normal auf 
1 (18.)5 wird alfo xp verlängert und pb — ma genommen, fo 


ift b gegeben, aber auch a iſt gegeben, alfo ab- m Größe und Lage 
nad, und daher auch L-b. 
| Da zp=ım 

und? pb = ma 

ſo iſt bx — ax 
folglich Aabx gleichſchenklig, und da bie Grundlinie ab deſſelben 
und der Winfel b an der Grund» 
linie gegeben ift, fo ift aud) x ges 








geben. — N 
Auflöfung. In p errichte F 

man eine Normale und nehme pb p ——— — 

= ma fo groß, als der Radius des X 

gegebenen Kreifes k ift; verbinde \ en 


a mit b, halbire ab in d und ers 
richte in diefem Punkte auf ab eine Normale, verlängere bp, bis 
fie diefe Normale in x ſchneidet, ſo iſt x der Mittelpunft des ge 
fuchten Kreiſes. 
Beweid Da db=da (p. c.) 
I|xdb=L.xda = 
und xd — xd 
fo ft u xb = xa. (l. 4.) 
abe pb= ma (p.c.) 
folglich it xp = xm 
Da nun | normal auf xp in p:ift, fo iſt N eine Tangente beö 
mit xp aud x befchriebenen Kreifed, und weil xma eine gerabe £i- 
nie ift; fo wird k von diefem Kreife in m berührt. 


Anmerfung. Der Kreis kann auch fo befchrieben werben, daß k, inner: 
Halb deffelben Liegen, ihn berührt, wofür die Gonftruction aus ‚dem Angegebenen 
gefunden werden Tann. 





Aufgabe 229. Zwei Kreiſe ſind der Groͤße und Lage nach 
“gegeben, und in dem Umfange des einen ein Punkt; man ſoll einen 
Kreis befchreiben, der beide berührt, und zwar den einen in dem ge⸗ 
gegebenen Punkte. 

Gegeben k' und kK“ der Größe und Lage nad), und in bem 
Umfange von k’ der Punkt p. 

Geſucht der Kreis, welcher k' in p beit, und ber auch 
k“ berührt. 


m — 


Auflöfung. Zieht man durch p an k' eine Tangente, fo 
muß der zu befchreibende Kreis dieſe in.p berühren, und ſonach ift 
nun- die Aufgabe von der vorigen nicht verfchieden. 


Aufgabe 230. Drei Punkte find gegeben, die nicht in ges 
raber Linie liegen; man foll einen Kreis befchreiben, ber durch alle 
3 Punkte geht. 

Gegeben p’‘, p“ und p". 

Geſucht der Kreis, in defien ai dieſe Punkte liegen. | 

Analyfis. Wird p’ mit -p“ 
verbunden, fo iſt p’p" eine Sehne des 
zu befchreibenden Kreiſes; halbirt man 
diefe Linie alfo in c, und errichtet in 
diefen Punkte eine Normale auf p'p”, 
fo muß der gefuchte Mittelpunft x in 
diefer Linie liegen, und eben fo muß 
er auch in der Linie liegen, melde in 
dem Halbirungspunfte d der pup“ normal auf biefer Linie ifl, 
und hierdurch iſt x beflimmt. 





$. 18, 
Aufgaben von den Sehnen im Kreife, 


Aufgabe 231. Bon einem Kreife ift eine Sehne und ber 
Radius der Größe nach gegeben; man foll den Abftand ber Sehne 
von dem Mittelpunfte des Kreifes finden. 

Gegeben die Sehne S und der Radius R bes Kreifes, — 
der Groͤße nach. 

Aufloͤſung. Beſchreibt man ein rechtwinkliges Dreiec, von 
welchem R die Hypothenuſe ift, und Sa die 
eine Katete, ſo iſt die andere Katete der Abſtand m 
diefer Sehne von dem Mittelpunfte des Kreis 
feö (3.) Sftalfo ab — S bie gegebene Sehne, 

und. man halbirt diefelbe in d, errichtet ih diefem- - 
Punkte eine Normale dm aufab, und befchreibt & 

aus a mit R einen Kreis, der die dm in x ſchneidet, ſo iſt dx 
der geſuchte Abſtand. 

Determination. Es: darf-nicht ſeyn 8BR. 
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Aufgabe 232. Mit einem gegebenen Radius foll ein Kreis 
befchrieben werden, beffen Mittelpunkt in einer der Lage nady gege: 
benen Linie liegt, und der eine andere ber Lage nach gegebene fir 
nie fo fchneidet, daß ein der Größe nad gegebenes Stüd derfelben 
Sehne ded Kreifes wird. 

Gegeben ber Radius R des zu befchreibenden Kreiſes, bie 
Linie 1’, in welcher der Mittelpunkt liegen fol, und 1”, von welcher 
ein Stud — S Sehne des Kreifes werben fol. 

Analyfis. DaS und Ri gegeben 
ift, fo ift auch der Abftand des Mittel: 
punftes von S gegeben ( Aufgabe 231.); 
zieht man alfo in dieſem Abftande die 
mn parallel der 1’, fo muß in mn ber 
Mittelpunkt ded Kreifed liegen, aber auch 
in 1’ fol er liegen, folglich liegt er in 
dem Punkte x, in welhem mn und I" 7’ 
ſich ſchneiden. | | 

Determnation. Es darf 1" nicht parallel mit 1’ feyn. 

Aufgabe 233. Mit einem gegebenen Radius — R foll 
ein Kreis befchrieben werden, befjen Mittelpunft in dem Umfange 
eines der Größe und Lage nach gegebenen Kreifes k liegt, und der 
eine ber Lage nach gegebene gerade Linie 1 fo fchneidet, daß ein 
der Größe nach gegebened Stüd derfelben — S, Sehne bed Kreis 
ſes wird. 


Aufgabe 234. Man foll mit einem gegebenen Radius einen 
Kreis befchreiben, deſſen Mittelpunkt in einer der Lage nach geges 
benen .geraden Linie liegt, und der einen ber Größe und Lage nad) 
gegebenen Kreis fo fchneidet, daß beide eine ber Größe nach gege 
. bene Sehne gemein haben. 

Gegeben der Radius R bed zu befchreibenden Kreifed ber 
Größe, die Linie I der Lage nach, In welcher der Mittelpunkt x des 
zu befchreibenden Kreifes liegen fol, und ber Kreis k ber Größe 
und Lage nach, welcher von dem zu befchreibenden fo gefchnitten 
wird, daß beide die der Größe mach gegebene Sehne 5 gemein 
haben. 

Analyfis. Es fey x der Mittelpunkt bed zu befchreibenben 
Kreifed. Da k der Größe und Lage nach gegeben ift, fo iſt auch 
der Radius ac — r beflelben gegeben, aber auch die Sehne 
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be=$ ift gegeben, folglich der Abftand ad berfelben von dem 
Nittelpunkte a (Aufg. 231.) Da xc—= Rund be — S gege⸗ 
ben find, fo ift auch der Abs 
fand der cb von x, alfo xd 
der Größe nach gegeben. Da 
Lade — R ud ad 
Lıde=R (3.), fo liegt 
admit xd in gerader Linie 
(l. 14.); da nun ad und xd 
gegeben find, fo ift auch ax 
gegeben. Befchreibt man nun 
mit ax aus a einen. Kreis, ’ 
ſo muß x in dem Umfange befjelben liegen, aber auch in 1 liegt x,. 
folglich ift x der Rage nach gegeben. 

Auflöfung. Aus und ac = r ſuche ad (Aufg. 231.) 

s ss R- ſuche x d s 

Mit ad + dx befchreibe aus a einen Kreis, fo ſchneidet die⸗ 
fer die 1 in dem geſuchten Mittelpunkte x. 

Determination. Der normale Abftand bed Punktes a 
von J darf nicht größer, ald ad + dx feyn, und wenn diefer Abs 
Rand Feiner ift, als ad + dx, fo giebt es für x zwei verſchiedene 
Punkte in J. | 

Aufgabe 235. Zwei Kreife k' und k“ find der Größe und 
tage nach gegeben; man foll mit einem gegebenen Radius — R 
einen Kreis befchreiben, defjen Mittelpunkt in dem Umfange von k' 
legt, und der kt fo fehneidet, daß beide eine der Größe nach ges 
gebene Sehne — S gemein haben. 

Aufgabe 236. Mit einem gegebenen Radius fol ein Kreis 
beihrichen werben, der durch einen der Lage nach. gegebenen Punkt 
geht, und eine der Lage nach gegebene Linie fo fchneidet, daß ein 
ter Größe nach gegebened Stud diefer Linie Sehne des Kreifes 
wird, ’ N 





Gegeben der Rus R _I_ 
des zu befchreibenden Kreiſes dee __R_ 
Punkt p, der in dem Umfange 
dejlelben liegen foll, und die Lis 
nie |, von welcher ein der Größe 
nad gegebenes Stud — 5 eine 
Sehne des Kreiſes iſt. 





Analyfis. Da S und R gegeben find, fo ift auch ber Ab: 
ftand "des, Mittelpunftes x des zu befchreibenden Kreifes von S, 
und alfo auch von | gegeben. Wird in diefem Abftande eine Linie 
mn ber ab parallel gezogen, fo muß in mn ber Mittelpunkt des 
Kreifed liegen, der durch p gehen fol, und deſſen Radius — R 
man kennt. Die Auflöfung ift daher nun der von Aufg. 206. gleich. 


Aufgabe 237. Mit einem gegebenen Radius — R foll 
ein Kreis befchrieben werden, der die der Lage nach gegebene Linie 
l’ berührt, und eine andere gegebene Linie 1” fo fchneidet, daß ein 
ber Größe nach gegebene Stud derfelben — S Sehne ded Kreis 
fe8 wird. 

Analyfis. Durch R und S ift der Abftand des Mittels 
punftes von S und alfo auch von 1" gegeben, und zieht man in 
diefem Abftande eine Linie parallel der 1", fo muß in dieſer der 
Mittelpunkt des Kreifes liegen, ber 1’ berühren fol, und deſſen 
Radius — R gegeben if. Der Mittelpunkt kann daher nach der 
Anleitung Aufg. 208. gefunden werden. 


Aufgabe 233. Man foll mit einem gegebenen Radius — R 
einen Kreis befchreiben, der den der Größe und Lage nach gegebes 
nen Kreis k berührt, und die der Lage nach gegebene Linie I fo 
fhneidet, daß ein der Größe nach gegebened Stüd derfelben — S 
Sehne ded Kreifed wird. 

Auflöfung. Die Aufgabe läßt fih auf Aufg. 210. zurüds 
führen. 


Aufgabe 239. Man foll mit einem gegebenen Radius — 
R einen Kreis befchreiben, der durd einen gegebenen Punkt p geht, 
und einen der Größe und Lage nach gegebenen Kreis k fo ſchnei⸗ 
det, daß beide eine ber Größe nach gegebene Sehne = S gemein 
haben. 

Analyfis. Da k gegeben ift, 
fo ift aud) der Radius ac — r geges 
ben, aber auch die Sehne be —= 8 — 
iſt gegeben, folglich der Abſtand ad, 
und eben fo, weil xc — R gegeben 
ift, auch xd (Aufgabe 231.), daher p 
fennt man ax, aber uh px — R 
ift gegeben, und die Punkte p und a 
ber Lage nach, alfo auch die Linie pa. Folglich find von Aapx 
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alle: drei Seiten gegeben, und bie eine Seite pa zugleich der Lage 
nach , folglich ift auch x der Lage nach beftimmt. 

Aufgabe 240. Man: foll mit einem der Größe nady geges 
benen Radius Ri einen Kreis befchreiben, der die der Lage nad) ges 
gebene Linie 1 berührt, und den der Größe und Lage nach gegebe: 
nen Kreis k fo ſchneidet, daß beide eine der Größe nach gegebene 
Sehne — S gemein’ haben. 

Auflöfung Wird in einem Abftande — R eine Linie pa: 
rallel der J gezogen, fo muß in biefer der Mittelpunkt bed mit R 
zu befchreibenden Kreifed liegen, der k fo ſchneiden foll, daß beide 
eine Sehne — S gemein haben, und diefes ift die Aufg. 234. 

Aufgabe 241. Mit einem der Größe nach gegebenen Ras 
dius — R fol man einen Kreis befchreiben, der den der Größe 
und Lage nach gegebenen Kreid k’ berührt, und den ebenfalls der 
Größe und Lage nad gegebenen Kreis k“ fo fihneidet, daß beide 
eine Sehne — S gemein haben. 

Auflöfung. Befchreibt man aus dem Mittelpunfte von kr, 
deffen Radius — r feyn foll, einen Kreid mit einem Radius — 
r+R, fo muß in; dem Umfange dieſes Kreifed der Mittelpunkt 
des mit R zu befchreibenden liegen, der k" fo ſchneiden foll, daß 
beide die Schne= S gemein haben, und biefes.ift die Aufgabe 235., 
welche in derfelben Art, wie Aufgabe 234. , fich loͤſen läßt. 

Aufgabe 242. Zwei gerade Linien find der Lage nach ges 
geben; man fol mit einem gegebenen Radius einen Kreis befchreis 
. ben, der beide Linien fo fchneidet, daß ein der Größe nach gegebes 
nes Stüd einer jeden Sehne diefed Kreifes wird. 

Gegeben !’ der Lage nady, von 2. ein Stud — S’ 

und 1" = ; ⸗ ⸗ ⸗ s — $ı 
Sehne eined mit A zu befchreibenden Kreifes werben fol, 

Analyfis. Da R und ab — 
S’ gegeben find, fo ift ber Abſtand 
xm des Mittelpunftes x von 1’ gege: 
ben, und eben fo ift, weil R und cd 
— 8“ gegeben, auch der Abftand xn 
de3 Punktes x von 1" gegeben, zieht 
man alfo in dem Abftande — mx die 
«ß parallel 1’, und in dem Abſtande — 
nx die yö: parallef 1", fo. — * ur Daran in bem 
Mittelpunfe x .. 2. u... 

— 





— 20 — 


Aufgabe 243. Zwei Kreiſe ſind der Groͤße und Lage nach 
gegeben; man ſoll mit einem gegebenen Radius einen Kreis be⸗ 
ſchreiben, der beide ſo ſchneidet, daß er mit jedem derſelben eine 
gegebene Sehne gemein hat. 

Gegeben k' und k“ ber 
Größe und Lage nad), und ber 
Radius R des zu befchreibenden 
Kreifes, der mit k’ eine Sehne 
— $’ und mit k’ eine Sehne 
— 5% gemein haben foll. 

Analyfis. Setzt man ben 
Radius von k’ — r‘ und von 
k' — r", fo ift gegeben 

durh r’ und cb — S' der Abftand ad 

"ss Rs+cb=$' > s  xd 

z rl! 3 y 8 — Su z s 

s R : yB — Sıı : s xÖ 

folglich find ax und ax gegeben. Da nun bie Punkte a und a 
der Lage nach gegeben find, fo ift auch x gegeben. 


Aufgabe 244. Man foll mit einem gegebenen Radius — 
R einen Kreis befcpreiben, der die der Lage nach gegebene gerabe 
Linie J fo fchneidet, daß ein der Größe nad) gegebened Stud ber: 
felben — S' Sehne dieſes Kreifes wird; und zugleich foll der zu 
befchreibende Kreis den, der Größe und Lage nach gegebenen Kreis 
k, fo ſchneiden, daß beide eine der Größe nach gegebene Sehne 
8* gemein haben. 





Aufgabe 245. Zwei gerade Linien I’, 1" find der Lage nad 
gegeben, und ein Punkt p; man fol einen Kreis beſchreiben, der 
durch p gebt, deſſen Mittelpunkt in I’ liegt und der von 1” einen 
gegebenen Abftand — h hat. | 

Auflöfung. Zieht man in dem gegebenen Abftande — h 
eine der 1 parallele Linie, fo muß in diefer der Mittelpunkt des 
Kreifes liegen; aber auch in 1’ liegt derfelbe, folglid) in dem Durch 
fpnitte der Parallele mit 1',. und der Abftand des Durchſchnitts⸗ 
punfteö von p ift der Radius des zu befchreibenden Kreifes. 


Aufgabe 246. Drei gerade. Linien 1’, 1* und. 1" find ber 
Lage nach gegeben; man foll einen Kreis befchreiben, deſſen Mittel 
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punkt in 1’ liegt und von I“ einen gegebenen Abfland — Iı hat; 
und es foll diefer Kreis 1 berühren. — 

Aufgabe 247. Es find zwei gerade Linien Fund 1. der 
Lage nach, und ein Kreid k der Größe und Lage nach gegebenz' 
man foll einen Kreis befchreiben, der k’ berührt, deſſen Mittelpunkt 
in 1’ liegt und von 1" einen gegebenen Abftand-— h hat. 


Aufgabe 248. Drei gerade Linien find ihrer Lage nach ge 
geben; man foll einen Kreis befchreiben, deſſen Mittelpunkt in 1 
liegt, und von l” einen Abftand—=h hat, und es foll der Kreis die 
dritte Linie 1" fo ſchneiden, daß ein ber Größe nad) gegebenes 
Stüd derfelben — S Sehne des Kreifed wird, 


Aufldöfung Man fuhe die Lage des Mittelpunftes, wie 
bei Aufg. 245., fälle von demfelben eine Normale auf 1 und 
nehme von dem Punkte, wo bie Normale die 1’ trifft, auf jeder 
Seite ein Stud — A S, fo ift en die Sehne ihrer Lage 
nach beflimmt. 


Aufgabe 249. Zwei gerade Einien I, ]v find der Lage nach, 
und ein Kreis k ift der Größe und Lage nach gegeben; man foll 
einen Kreis befchreiben, deſſen Mittelpunft im I’ liegt und‘ von 1" 
einen gegebenen Abftand — h hat, und ber ben Kreis k fo fchneis 
det, daß beide eine der Größe nad gegebene Sehne —= S gemein _ 
haben. 


Aufgabe 250. Man foll einen Kreie befchreiben, beffen Mits 
telpunft in dem Umfange des der Größe und Lage gegebenen Kreis 
ſes k liegt, und von ber der Lage nad) gegebenen Linie ] einen ges 
gebenen Abſtand — h hat, und es foll dieſer — durch einen 
der Lage nach gegebenen Punkt p gehen. 


Aufgabe 251. Zwei gerade Linien I’ und 1" find der Lage 
nad) gegeben, und ein Kreis k der Größe und Lage nad. Man 
fol einen Kreis befchreiben, deſſen Mittelpunft in dem Umfange 
von k liegt, und von 1’ einen gegebenen Abftand —= h hat, und 
es fol diefer Kreis 1” berühren. 


Aufgabe 252. Eine gerade Linie I ift der Lage nach geges 
ben, und zwei Kreife k’ und k' ber Größe und Page nad; man 
foll einen Kreis befchreiben, deſſen Mittelpunkt in dem Umfange von 
k’ liegt und von Jl einen Abſtand — h bat, und «6 fou bie]; 
Kreis k' berühren. 
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"+ Aufgabe-253. Zwei gerade Linien # umb 1” find ber Lage 
nach gegeben, und ein Kreis k der Größe nnd Lage nach; es foll 
eim Kreis befchrieben werben, deſſen Mittelpunkt in dem Umfange 
von k liegt, und von I einen Abſtand — h hat, und es foll dies 
ſer Kreis 1 fo fchneiten, daß ein ber Größe nach gegebenes Stüd 
diefer Linie — S Sehne bed. Kreifeö wird. 

Unfgabe 254. Eine Linie | ift der Lage nad) gegeben, und 
zwei Kreife k’ und k' der Größe und Lage nach; man foll einen 
Kreis befchreiben,, defien Mittelpunkt in dem Umfange von k’ liegt 
und von 1 einen gegebenen. Abftand — h hat, und der den Kreis 
k’ fo fchneidet, daß beide eine Sehne von gegebener Größe = 8 
gemein haben. 





5. 13. 


Conſtruction der Dreiecke, wenn unter den gegebenen 
Stücken Linien vorkommen, welche die Spitzen derſelben 
mit den Halbirungspunkten der gegenüber liegenden 
Seiten verbinden. 


Wird in einem Dreieck die Seite ab = C in dem Punkte C 
halbirt. und C mit c verbunden, fo ſoll die Verbindungslinie c C 
mit (y) bezeichnet werben. ben fo if, wennbe = A in A hal 
dirt wird, aA = (a), und wenn ac=B 
in B halbirt if, bB = (B). Während alfo — 
nach der eingeführten Bezeichnung «, 6 und 
y bie Normalen find, welche von a auf A, A B 
von b auf B und von c auf C gefällt wer: | 
den fönnen, werben durch diefelben Zeichen, P c 
wenn fie in Klammern eingefchloffen find, 
alfo durch («), (B) und (y) die Linien be: 
zeichnet, welche die Halbirungspunfte der Seiten mit ben gegenüber 
liegenden Spigen des Dreiecks verbinden. Diefe Linien follen der 
Kürze wegen bloß Halbirungslinien genannt werben, und es ift das 
her die zu C gehörige Halbirungslinie = (y) x. 

Aufgabe 255. Bon einem Dreied find zwei Seiten gegeben, 
und bie zu ber einen biefer Seiten gehörige Halbirungslinie; man 
fol das Dreieck verzeichnen. 

Gegeben A, GC und (y.) 


* 
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Aufgabe 256.. Es find von einem Dreieck zwei Seiten ge: 
geben und die zu der britten Seite gehörige 


Halbirungslinies man foll das Dreieck vers c | 
zeichnen. | — 

Gegeben A, B ind (.) h 

Aufldöfung Siehe Aufgabe 2. a 
Seite 94. 


Aufgabe 257. Don einem Dreled iſt eine — gegeben, 
ein an derſelben anliegender Winkel, und die zu einer andern Seite 
gehoͤrige Halbirungslinie. 

Gegeben A, Eb und (y.) 


Aufgabe 258. Bon einem Dreieck ift eine Seite gegeben, 
ein an berfelben anliegender Winkel, und bie zu der gegebenen Seite 
gehörige Halbirungslinie. 

Gegeben C, La und (y.) 


Aufgabe 259. Es find von einem Dreieck zwei Winkel ges 
geben und eine Halbirungdlinie. 
Gegeben La, Lb und (p.) 


Aufgabe 260. Bon einem Dreied ift eine Seite gegeben, 
der ihr gegenüber liegende Winkel, und die zu der gegebenen Seite 
gehörige Halbirungslinie; man fol dad Dreied verzeichnen, 


Gegeben C, L_c und (y.) 


Analyfis. Da ab=C und Lach 
— [_c gegeben find, fo ift auch der Kreis 
gegeben, in welchem ab bie Sehne des Bo: 
gend ift, aufdem I_c als Peripheriewinkel 
fteht (33.) Ferner ift der Halbirungspunft 
dder ab gegeben, und de =(y) ber Größe 
nad. Folglich auch der Punkt c, und daher 
das Dreied, in welchem die gegebenen Stuͤcke vorkonmen. 

Aufldöfung. Befchreibe den Kreis, in welchem ab= GC 
die Sehne des Bogens ift, wozu L_c ald Peripheriewinkel ger 
bört (33.) Halbire ab in d, und befchreibe aus d ald Mittels 
punft einen Kreiöbogen mit einem Radius = (y), und verbinde 
endlich den Punkt c, in welchem diefer Bogen den zuvor befchrier 
benen Kreis fchneidet, mit a und mit b, fo ift abc das verlangte 
Dreied, 
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Aufgabe 361. Bon einem Dreieck ift eine. Seite gegeben, 
der ihr gegenüber liegende Winfel und bie zu einer anderen Geite 
gehörige Halbirungsliniez man foll dad Dreieck verzeichnen. 

Gegeben A, La und (y.) 

Analyfis. Da be = A und Lbac = La gegeben find, 
fo kann der Kreis befchrieben werben, in wel: 
chem La ald‘Peripheriewinfel auf dem Bo: 
gen fteht, zu dem A ald Sehne gehört. Ift 
cd = (y), fo wird ab in d halbirt, und 
ed ift daher, wenn man ed zieht, dieſe Li« 
nie nosmal auf ab (3.), daher ift L-bde 
ein Winkel im Halbfreis (31.); nun ift der 
Radius eb gegeben, alfo auch ber Halbkreis 
bde, aber aud e ift gegeben, und cd = (y) der Größe nach, 
folglich ber Punkt d, und daher die Linie bda der Größe und 
Lage nach. 

Aufldöfung. Beſchreibe den Kreis ach, fo daß be = A 
die Sehne des Bogens ift, zu weldem l_a als Peripheriewinfel 
‚gehört (33.), ziehe den Radius eb und befchreibe Über demfelben 
den Halbkreis edb. Aus c ſchlage einen Bogen mit einem Ra 
dius = (P), welcher den Halbfreis in d fchneidet. Hierauf ziehe 
man von b durch d die Linie bda, die den Kreis in a trifft, und 
verbinde a mit c, fo ift abc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 262. Bon einem Dreied ift eine Seite gegeben, 
bie zu berfelben gehörige Normale und Halbirungslinie; man fol 
das Dreied verzeichnen. 

Gegeben GC, y und (y.) 

Analyfis. Durch p und (y) iſt das 
rechtwinktige Dreied ecd gegeben, alfo auch) A ‚B 
die Punkte c und d. Wird nun da= db 
= C genommen, fo find aud die Punkte de 
a und b befannt, und daher auh Nabe. — 

Aufgabe 263. Von einem Dreieck iſt gegeben eine Seite, 
und die zu einer andern Seite gehörige Normale und Halbis 
rungölinie. : 

Gegeben A, y und (y.) 


Aufgabe 264. Es iſt vom einem Dreie ein Winkel gege: 





ben, :und die zu einer anliegenden Seite gehörige — und Hal: 
a 
Gegeben L_b, y und (2) 


Aufgabe 265. Von einem Dreic® iſt ein Winkel gegeben, 
und die zu ber gegenüber Kane Brite gehörige Normale und 
Halbirungslinie. R 

Gegeben Lc, y und (y.) . 

Analyfis. Es ſey ach dad — Dei, ziehe durch 
a die ag der cb, und durch b die bg 
der ca parallel, fo wird das Parallelo⸗ c 
gramm acbg erhalten, und es iſt Lbea 
+ Lcag=2R. h u 

Da nun _bca = Le gegeben, 
fo it auch Leag gegeben. Da cd=dg. £ 
und cd =(y) gegeben ift, fo ifl eg eben» 
falls’ gegeben. Es iſt aljo-cg gegeben, 
und der ihr gegenüber liegende Winkel 
cag, folglich kann ber Kreis befchrieben — wo cg die Sehne 
des Bogens iſt, zu welchem B_cag als Peripheriewinkel gehört (33.) 

Da cd = (y) und ce = y gegeben find, fo ift das rechts 
winflige Dreieck ced gegeben, us daher de, alfo ba ber Lage 
nad, und folglich ihr Durchſchnittspunkt a mit dem Kreife, und 
weil db = da, fo ift auh der Punft b gegeben, und hierdurch 
das verlangte Dreied abc. 

Yuftöfung. Aus cd= (y) und ce = y befchreibe das 
rechtwinklige Dreieck ced: Ueber cg als Sehne beſchreibe einen 
Kreis, in welchen Keag = 2R—Le ber Peripheriewinkel 
des su cg gehörigen Bogens ift, verlängere de, bis fie diefen 
Kreis in a fpneidet, nehme dh = da und siehe ac und bc, fo 
ift abc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 266. Bon einem Dreied ift eine Seite gegeben, 
die zu der zweiten Seite gehörige Normale, und bie zu ber dritten 
Eeite gehörige Halbirungslinie. 

Gegeben B, « und (y.) | 

Analyſis. Iſt abc das verlangte Dreiet, ac=B, bie 
Stormale ae = «a, und cd = (y) die Halbirungslinie von ab, fo 
ift, wenn man ıcd verlängert, dg = de nimmt und ag zieht, 
NAadg O Abde (I. 4.), und daher ag parallel ch.. Nun iſt 
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durch ae = B und. ae = a das. rechtwinklige Dreieck ae e geges 
ben, alfo die Punkte c und a und cb ber Lage nach, daher auf 
die der ch parallel ag der Lage nach. Da nm eg == 2 (7) 
ber Größe nad gegeben ift, fo iſt g ber 
Lage nach beitimmt, und weil cg in d hals 
birt wird, fo ift d gegeben, a ad, und - 
folglich der Punkt b. 

Auflöfung® Au ac=B und ae 
= « befchreibe das rechtwinklige Dreieck acc, 
durch a ziehe ag parallel. ce, und aus.c 
beſchreibe mit cg= 2 (y) einen Kreiöbogen,. 

der die Parallele in g ſchneidet; ziehe cg, 
halbire diefelbe in d, ziehe ad, verlängere diefe Linie und die ce, 
biö fie fich in b fehneiden, fo ift abc das gefuchte Dreieck. 

Aufgabe 267. Bon einem Dreied ift ein Winkel gegeben, 
die zu der gegenüber liegenden Seite gehörige Halbirungslinie, und 
die zu einer andern Seite gehörige Normale. | 

Gegeben Ec, (y) und ° 

Aufloͤſung. Da das rechtwinkige Dreieck aec au Lc 
und ae=.x befchrieben werden Fann, fo läßt fi Ö bie Aufgabe ganz 
eben fo wie die vorige löfen. 

Aufgabe‘ 268. Man Eennt von einem Dreied eine Geite, 
bie zu derfelben gehörige Normale, und bie zu einer andern Seite 
gehörige Halbirungslinie. 

Gegeben A, « und (y.) 

Auflöfung. Nehme cb = A und in einem Abitande = a 
von berfelben, ziehe mn parallel 
der A, von c aus befchreibe einen 
Kreiöbogen mit einem Radius cn 
= 2 (y), der die mn in.n ſchnei—⸗ 
bet. Ziehe cn, halbire biefelbe in 
d, und durch d ziehe von b aus 
die bd, verlängere diefelbe, bis fie 
die mn in a trifft, und verbinde: 
a mit e fo iſt abc das verlangte 
Dreieck. 

Aufgabe 269. Man kennt von einem Dreieck eine Seite, 
die zu derſelben gehoͤrige Halbirungslinie, und ‚die Novmale einer 
andern Seite bed Dreiecks. 
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Gegeben C, (y) und a. 
Analyfis. Dur ab = C und die Normale ae = « 
ift das rechtwinklige Dreied acb gegeben, 
aud ber Halbirungspunkt d ber ab und 


be, alfo b.c der Lage nach, aber de = (») ’ N 

ift der Größe nad gegeben, folglich if auh 

ber Punkt c, und fomit das verlangte Dreied gm ’) 

abc gegeben. er * 
Aufloͤſung. — C und” Mn En 

ae — « befchreibe das rechtwinklige Dreied e 


aeb, balbire ab in d und befihreibe aus d mit einem Radius — 
(y) einen Kreisbogen, der die be m c — und ziehe ca, fo 
ift abc. das gefuchte. Dreieck. 


Aufgabe 270, Bon einem Dreied kennt man einen Wins 
fel, die zu der einen anliegenden Seite gehörige Normale, und bie 
Halbirungslinie, welche: zu der anderen, an — Winkel — 
den Seite gehoͤrt. 

Gegeben Lb, & und (p). | 

Aufloͤſung. Wie bei der vorigen ‚Aufgabe; ba Aach ans 
I_b und ae — a befihrieben werden kann. 


Aufgabe 271. Von einem Dreleck iſt ein Winkel gegeben, 
die zu der gegenüber liegenden Seite gehörige Normale, und. bie 
- zu einer andern Seite bed Dreiecks gehörige Halbirungslinie. 


Gegeben La, « und (p). 
Unalyfis. Iſt be die nit — Seite A des Dreiecks 
der Lage nach, fo iſt die derſelben parallele Linie mn, deren Abſtand 
von be — « iſt ebenfalls der Lage nach gegeben, und es muß in 
diefer Linie die Spike a des Dreiecks 
liegen. VBerlängert ran die cd — 
(y), bis fie die mn in.n ſchneidet, —* 
ſo iſt dn = cd, alſo en der * 
Groͤße und Lage nach gegeben, wenn * m 
w als der Lage nach gegeben ange: b- 
nommen wird; folglih ift auh cd K — — 
der Groͤße und Lage nach gegeben, * — — 
und daher der Kreid;, -in welchem vn 
cd die Sehne des Bogens ift, zu ; 
welchen. L a als Peripheriewinkel gehörk. Da: mim: ber) Punkt a 
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in dem Umfange dieſes Kreifes liegen miuß, und auch n mn, fo 
ift a der Lage nach -gegeben, und dadurch bad Dreieck beflimmt. 
Auflöfung. Biehe ce und derfelben parallel mn in einem 
Abftande = ©. Aus dem beliebig in ce angenommenen Punkte 
c befchreibe einen Kreisbogen mit einem Radius cn —= 2 y, be 
die mn in nn fchneidet, halbire cn in d und befchreibe über cd 
einen Kreis, fo daß cd Sehne des Bogend wird, zu welchem La 
als. Peripheriewinkel gehört (33.) Bon dem Durchfchnittspunfte a 
dieſes Kreifes mit mn ziehe ac, und durch d bie ad, bis fie ver 
längert bie ce in b trifft, fo ift abc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 272. Bon einem Dreied kennt man. die zu einer 
Eeite gehörige Normale und Halbirungslinie, und es ift außerdem 
Die zu einer andern Seite gehörige Normale gegeben. 
„Gegeben y, (p) und «. 


Aufloͤſung. 'Biehe gh: und berfelben parallel mn in einem 
Abſtande — a. Bon einem Ar x 
in gh beliebig angenoms 
.menen Punkte c-befchreibe 
einen Kreisbogen mit: en 
== 2 (y), ber die mn in 

n fchneidet; halbire cn 
in d, befchreibe über cd 
einen Halbkreis und fchlage 
aus c mit Y einen Bogen, ran 

‚ber ben Halbkreis in e ſchneidet. Durch d und e ziehe eine Linie, . 
bi fie gh in b und mn in a trifft, und ziehe ac, fo iſt abe 
das gefuchte Dreieck. 





Aufgabe 273. Bon einem Dreie find die zu zwei Seiten 
befielben gehörigen Normalen und bie zu ber dritten Seite gehörige 
Halbirungdlinie gegeben; es foll dad Dreied verzeichnet werden. 

Gegeben «, ß und (y). | 

Auflöfung. Biehe gh und in einem Abflande — & die fer: 
felben parallele mn. Aus einem beliebigen Punkte c der gh fchlage 
einen Kreisbogen mit einem Radius — 2 (y), welder die mn in 
ın ſchneidet und ziehe cm. Halbire diefe Linie in d, befchreibe über 
cd einen Halbkreis, und aus d mit einem Radius — '/a.B einen 
Bogen, ber biefen HalbEreis in e ſchneidet. Bon c ziehe durch e 
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bie cea und von a durch d.die adb, fo ift hierdurch das geſuchte 
Dreied abe conftruirt. | 
Beweis. Da cm in 
d balbirt und mn ber gh 
parallel ift, fo ift ab. in d 
ebenfalls halbirt. Folglich ift 
cd die zu der Seite ab des— 
Dreiecks gehörige Halbirungs⸗ 
linie, und weil cm = 2 (y), 
ff it ced= (). | 
Da mn der gh parallel 
in einem Abftande = x gezos 
gen ift, fo ift der Abſtand des | s 
‚Punktes a von be ebenfalld = «, und ed ift alfo bie zu be ge 
hörige Normale des Dreiedd = .. = 
Da ced ein Winkel im Halbfreis ift, fo ift derfelbe=R (31.), 
und da de = '/, ß, fo ift der normale Abſtand des Punktes d 
von ac = '/ ß, und ba ab = 2 (ad), fo hat b einen 2 mal 
fo großen Abftand von ac, ald d von bemfelben hat, und es ift 
daher der Abftand des Punftes:b von ac =2 . 
Das Dreied abc enthält alfo die 3 gegebenen Stüde in der ges 
hörigen Lage, umd entfpricht daher den Bedingungen der Aufgabe. 





Lchnfag. Wenn in einem Dreied abe bie Seite ba in dundb cb in 
e halbirt wird, und man zieht bie Halbirungslinien cd und ae, fo ſchneiden 
ſich diefe Einien in x fo, daß ex = 2 (xd) und ax = 2 (xe) ifl. 
Beweis. Durch b ziehe eine Linie parallel 
ber Sa, bis fie die verlängerte cd in g ſchneidet, — 
ſo iſt 
er [| dbg = [_dax (I. 29.) 
[| bag |_adx (I. 15.) 
und bd = ad (p. h.) b A 
elf Abdg& Aadx (I. 26.) 
und baher dg — dx, folglich if xg = 2 (xd). 
Da ce — eb (p. h.) und ex parallel bg (p. c.) j 
fo ift nad) dem Lchnfage Seite 188. auh cx = xg 
‚und weil xg = 2 (xl) 
fit cx= 2 (xd) 
und aus gleichen Gründen if au) ax = 2 (xe), 
Zufa tz. Da, wenn man don b aus die Halbirungdlinie an ac sieht, durch 
dieſe die ed eben fo getheilt werben muß, daß ber obere Theil 2. mal fo groß 


. | * 


- 
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als der untere iſt, ſo folgt, daß dieſe Halbirungslinie ebenfalls burch x gehen 
muß. Die drei, zu einem Dreieck gehörigen Kalbirungslinien fchneiden ſich alfo 
in einem ung bemfelben Punkte, und es wird. jebe berfelben in dieſem Punkte 
fo getheilt, daß der Theil zwifchen x und ber Spige bes Dreieds 2 mal fo 
groß ift, als der Theil zwifchen dieſem Punkte und der Seite, 





Aufgabe 274. Bon einem Dreied find zwei Halbirungs- 
linien gegeben, und die zu ber einen gehörige Seite des Dreiecks. 

Gegeben («), (y) und C. 

Analyfis, Da ab = C gegeben ift, fo ft auch ad= 
2/, C ebenfalld gegeben. 

Es ift ae = («) gegeben, alfo au) ax = ?4 («) 

» scd= (y) 3 ⸗ 4dx - 4 (y) 
folglich ſind von Aadx alle drei Seiten 
gegeben, und daher das Dreieck. Verlaͤngert 


man ad bis db = ad und ax bis ae 

= (a), zieht durch b und e eine Linie, bis PEN 
fie, die ‚verlängerte dx in c fchneibet und, 

zieht ca, ſo iſt abc das verlangte Dreied. b d a 


Aufgabe 275. Bon einem Dreieck ift eine Seite gegeben, 
und die zu den beiden übrigen Seiten gehörigen Halbirungslinien. 
Gegeben B, («) und (5). 
‚Analyfis. In ber Figur Aufs · 274. iſt gegeben 
ac=B 
ae = (&) alfo auh ax = 2 («) 
d=() = :> ax= 2/, (y) 
folglich ift Aacx gegeben, und hierdurh auh Aabe. 


Aufgabe 276. Bon einem Dreieck iſt ein Winkel gegeben, 
die zu der demfelben gegenüber liegenden Seite gehörige Halbirungss 
linie, und die Halbirungslinie einer andern Seite bed Dreiecks. 

Gegeben Le, (y) und (e). 

Analyfis. Da ae = («4) gegeben ift und I_c, fo Fann 
ein Kreis befchrieben werden von ber Art, 
daß ae = (m), die Schne des Bogens ift, c 


zu welchem L_c als Peripheriewinkel gehört z 
(33.) Daax = ?/, (a), fo ift ber Punkt. 
x gegeben, und auch xc = %/, (cd) = — 


0iſt gegeben, folglich kann man aus x 
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mit einem Radius %/, (p) einen Kreisbogen beſchreiben, der den zuerſt 
befchriebenen Kreis in c ſchneiden wird, und es ift hierdurh Aace 
gegeben. Wied hierauf cx gezogen und verlängert, bis ed = —2 
und durch a und d eine Linie, bis fie die verlängerte: ce inb 
fhneidet, fo ift Aabc das gefuchte Dreieck, 


Aufgabe 277. Bon einem Dreied iſt ein Winkel — 
und die zu den beiden anliegenden Seiten gehoͤrigen —————— 
es ſoll das Dreieck beſchrieben werden. 

Gegeben Ib, («) und (y). 1 

Auflöfung. Beſchteibe einen Kreis, fo daß cd=(y) Sehne 
des Bogens wird, zu welchem (_b ald Peripheriewinkel gehört (33.), 
und nehme cx = ?/, (cd); ziehe 
ben Rabius gc bes befchriebenen Kreis 
fe3, befchreibe einen Halbkreis ber dem⸗ 
felben und fchlage aus x mit ‘einem 
Radius = («&) einen Bogen; bis 
er den Halbkreis in e fchneidet. Durch 
e ziehe aus c eine Linie, bis fie den 
Kreis in b trifft, und von b ziehe - 
durch d eine Linie und verlängere die: | 
felbe, bis fie die verlängerte ex- ſchneidet. Verbinde endlich a mit 
c, ſo iſt abc das gefuchte Dreied. 

Beweis. Es iſt cd = (y) (p.c.) und Lgec =R (31.) 
Folglich be in e halbirt (3.), alſo ae eine Halbirungslinie des 
Dreiecks abe. Wird aber durch b ‚die bi der ex parallel gezo- 
gen, bis fie die verlängerte cd in m ſchneidet, fo ift 

dbace=ebauhbecx—=xm 
aber. cx = 2 (xd) (p. c.) 
folgid xm = 2 (xd) und daher xd = dm 
und daher Axda 8 Amdb 
folglich iſt ad = db. 
Es ift alfo au xd = (y) eine Halbirungslinie des Dreiecks 
und daher ax = 2-(xe) - und ae — 3 (xe) 
dann xe= ", (a), ſo it ae= («). 

Aufgabe 278. Bon einem Dreieck ift die Normale und bie 
Halbirungslinie einer Seite gegeben, und auch die Halbirungslinie 
einer andern Seite. 

Gegeben y, (y) und (a). 











Analyfis. Da ch = y und — (5) — — ſo iſt 
Achd gegeben, und daher ba ber kage | 
nad). ‘ F 
Aber ae — (e), und daher x = — 
2/4 («) iſt der Größe und ber Punkt x 
ber Lage nach gegeben, folglich uhr bh .dh oa 
Punkt a, und. daher. ae = (a) der Größe | 
und Lage nach, und hierdurch das gefuchte Dreied. 


Aufgabe 279. Bon einem Dreied find zwei Halbirunge⸗ 
linien gegeben und die Normale der dritten Seite. 

Gegeben («), (5) und y. | 

Analyfis. Durh ae = (x) wird j c 
bc in e, und durch bf = (5), bie ac in 
£ halbirt, werden alfo die Normalen cd, 
em und fn auf ab gefällt, fo ift, da cd 
=y, em='AyY (Lehnſatz Seite 188.), b. m dna 
und au fn =.’ y 

Durh ae = (eo) nd em Y%,Y iſt Aame gegeben, und 

:s bE=(ß)) und fne iſt Abuf = 

Aber auch der Punkt x ift gegeben, in welchem ae und bf 
fi) fchneiden, dvaax = */, (a) und bx = 4 (B) feyn muß. 
Folglich find diefe Dreiede auch ihrer Lage nach gegeben, woburd 
Aabe beftimmt if. 


Aufgabe 280. Man kennt von einem Dreict bie. brei Hals 
birungslinien deſſelben; es fol bad Dreied N werben. 

Gegeben (a), (B) und (p). 

Analyfis. Da gegeben ift 

> = (a), fo ift auh ax = %, (a) ebenfalls gegeben, 

= (ß), ⸗ s bx= % (ß) ⸗ ⸗ 

= (y), ⸗ ı xde A (y) D ⸗ 
folglich ſind gegeben von dem Dreieck axb 
zwei Seiten xa, xb, und die zu der dritten 


Seite gehörige Halbirungslinie xd, alſo iſt 
Aaxb gegeben (Aufg. 266.), und hierdurch \ 
ift Aabc ebenfalld gegeben. 


\ 


— 317 — 


5. 20. | 
Aufgaben von Sehnen und Zangenten. 


Aufgabe 281. Bon einem, außerhalb eines Kreifed gegebes 
nen Punkte p fol eine Linie durch den Kreid gezogen werden, fo 
daß der Theil diefer Tinie, welcher Sehne des Kreifed, wird, eine 
gegebene Länge = S hat. 

Analyfis. Sftab=S bie be 
Größe nach gegebene Sehne, fo iſt, da 
auch der Radius ca gegeben ift, der Abs 
fiand cd ber Sehne S von dem Mittels 
punkt c bed Kreiſes ebenfald gegeben, 
und dba cd normal ift auf ab, fo muß 
ab Zangente des aus c mit cd beſchrie⸗ 
benen SKreifes feyn. 

Auflöfung. Nehme den Abftand der gegebenen Sehne S 
von dem Mittelpunfte des gegebenen Kreifes, beſchreibe aus c 
mit diefem Abftande einen Kreis, und ziehe von p_aus eine Zans 
gente an benfelben (16.), fo ift das Verlangte gefchehen. 

‚ Determination. Es darf nicht feyn S > 2 R, wenn: R 
der Radius des gegebenen Kreiſes iſt. 


Aufgabe 282. Innerhalb eines Kreiſes if ein Punkt geges 
ben; man fol durch. diefen Punkt eine Sehne des Kreifes ziehen, 
die eine gegebene Laͤnge hat. 


Aufgabe 283. -Ein Kreis ift der Größe und Lage nad) ges 
geben, und eine gerade Linie der Lage nach; man foll eine Sehne 
des Kreiſes von gegebener Ränge fo ziehen, daß fie ber ber Lage 
nad) gegebenen Linie parallel ift. 

Auflöfung. “Aus dem Mittelpunfte c des gegebenen Kreis 
ſes fäle eine Normale auf die der Lage nach gegebene Kinie 1. 
Schneide von c aus auf diefer Normale ein Stud ab, dad dem Ab: 
ftande der Sehne von dem Mittelpunfte gleich ift, und ziehe am 
Endpunkte diefes Abftandes die Sehne parallel ber 1. 

Aufgabe 284. Gin Kreis k ift der Größe und Lage nad) 
gegeben, und eine Linie J der Lage nad; man fol in dem Kreife 


eine Sehne von gegebener Ränge ziehen, welche die I unter einem 
rechten Winkel fchneidet. 


Aufisfung. Man ziehe einen Radius parallel ber 1 und 
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ſchneide auf demſelben den Abſtand der Sehne von dem Mittelpunkte 
ab, und faͤlle von dem hierdurch beſtimmten Punkte des Radius 
eine Normale auf 1, fo iſt dieſe die Sehne der Lage nach. 


Auf gabe 285. Gin Kreiß k ift der Größe und Lage nad 
gegeben, und eine Linie J der Lage nach; man foll in k eine Sehne 
von gegebener Länge = S fo ziehen, daß fie die J unter einem ges 
gebenen Winkel p ſchneidet. 

Auflöfung. Setzt man an | in irgend einem Punkte ber: 
felben eine Linie 1’ unter dem Winkel p an, und zieht nun eine 
Sehne = S parallel der 1’ (Aufg. 283.), fo ift das Verlangte ges 
ſchehen. 

Aufgabe 286. Es iſt ein Kreis k der Größe und Lage 
nach gegeben, und eine Linie J der Lage nach; man foll an k eine 
Tangente T von gegebener Länge fo ziehen, daß der Endpunkt der⸗ 
felben in der Linie | liegt. 

Analyfis. Da k gegeben ift, fo ift auch ber Radius ca 
deffelben gegeben, aber ud am = | | 
T ift der Größe nach gegeben, folgs — 
lich cm der Größe nach (Aufg. 1.), 4 


und daher der Kreid, welcher mit cm 
aus c befchrieben werden kann, der | ( 
Größe und Lage nach, und in dem L 


Umfange diefes Kreifed muß ber Ends 

punkt der Zangente liegen. Da nun 4.> 

aber derfelbe auch in I liegen fol, fo- 

ift der Endpunkt x der Tangente, und daher auch biefe felbft ihrer 
Lage nad) (16.) beflimmt. 

Aufgabe 287. Zwei Kreife k' und k“ find der Größe und 
Lage nach gegeben; man foll an k' eine Tangente von gegebener 
Länge fo ziehen, daß der Endpunkt derfelben in dem Umfange von 
k’ liegt. 

Aufgabe 288. Ein Kreis k ift der Größe und Lage nad, 
und eine Linie J der Rage nach gegeben; man foll an k eine Tan⸗ 
gente ziehen , weldye die | unter einem gegebenen Winkel fchneibet. 


Aufgabe 239. Ein Kreis k ift der Größe und Rage nad) 
gegeben, und eine an dem einen Endpunfte begrenzte gerade Linie 
I der Lage nah; man foll eine Zangente an k ziehen, fo daß das 
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durch diefelbe abgefchnittene Stud von 1 ber gegebenen Zangente 
gleich ift. ' | 

Analyfis. Es fey a der Endpunkt von I, und m ber ge: 
ſuchte Punft, im welchem 1 von 
der zu ziehenden Zangente getrofs 
fen wird, und mx die Tangente, 
fo fol feyn mx = ma. Man 
errichte auf l in a die Normale 
ab = cx und ziehe mb, mc, 
fo ift, 

Amab D Amxc 
und daher mb = mc, folglich | 
Abme gleichſchenklig. | 

Nun ift be der Größe und Lage nach beftimmt, folglich aud) 
der Punft m. a | | 

Auflöfung. Auf 1 errichte in a eine Normale ab fo groß, 
ald der Radius des gegebenen Kreijes k, verbinde b mit c, halbire 
die be in d und errichte in d auf be eine Normale, fo trifft dieſe 
die I in dem Punkte m. Wird jegt von m eine Tangente mx an 
den Kreis gezogen, fo iſt mx = ma | 

Aufgabe 290. Durch einen innerhalb eines Kreiſes gegebes 
nen Punkt p foll man eine Sehne ziehen, die in dieſem Punkte 
halbirt wird. 

Aufloͤſung. Wird p mit dem Mittelpunkte des Kreiſes ver⸗ 
bunden, und durch p eine Normale zu der Verbindungslinie gezo⸗ 
gen, ſo iſt dieſe die geſuchte Sehne. 

Aufgabe 291. Man ſoll von einem, außerhalb eines Krei⸗ 
ſes gegebenen Punkte p eine Secante durch ben Kreis. ziehen, fo 
dag der Theil derfelben, welcher außerhalb des Kreifes liegt, dem 
Theile gleich ift, der eine Sehne beffelben bildet. J 

Aufloͤſung. Aus p beſchreibe mit 
einer Linie, die dem Durchmeſſer des ges r 
gebenen Kreifes gleich ift, einen Bogen, 
bi8 er den Kreis in m fchneidet, von m 
ziehe durch den Mittelpunkt den Durchmef: Ä a 
fee mca und verbinde a mit p, jo wird 
diefe Linie in x halbirt, wie verlangt 
wird. 
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Aufgabe 292. Ein Kreis iſt der Größe und Lage nach ges 
geben, und eine Linie J außerhalb des Kreifed der Lage nad); man 
foll auf 1 eine Normale errichten, die-durdy den Kreis halbirt wird, 
fo daß der Theil derfelben außerhalb des Kreiſes dem Theile gleich 
ift, welcher eine Sehne des Kreifes bildet. 
Analyfis. If yxd die auf I zu ziehende Normale, fo muß 
ſeyn yx = xd, wird aber ce normal auf 
xy gezogen, fo ift xy in e halbirt, und das 
ber it xd = 2 (xe); ba nun, wenn man 
ca normal auf 1 zieht, und xb parallel der 
l; cb=ex und ba=xd wird, fo if 
auch ba=2 (ch), alſo cb = '/ (ca). 
Aber ca ift gegeben, alfo auch der un 
b, und daher der Punft x. i — 
Aufloͤſung. Bon dem Mittelpunkte 
c des gegebenen Kreiſes ziehe die Normale ca auf l, nehme ch 
— '/ (ca) und ziehe burdh:b die bx parallel der J. Durch x 
ziehe yd parallel der ca, fo wird die yd in x halbirt. 


Aufgabe 293. In einem Kreife ift eine Sehne ihrer Größe 
und Lage nach gegeben; man foll eine andere, der Größe nach ges 
gebene Sehne = S fo in den Kreis legen, daß fie von der .erflern 
balbirt wird. F | 

Analyfid. Da ber Kreid gegeben ift, und S der Größe 
nah, fo ift auch der Abſtand der:S von dem Mittelpunfte deö 
Kreifes gegeben, und befchreibt man aus dem Mittelpunfte mit dies 
fem Abftande einen Kreis, fo fchneidet diefer die der Lage nach ges 
gebene Sehne in dem Punkte, durch welchen S gelegt werden muß. 





Aufgabe 294. Ein Kreis iſt gegeben, und in demſelben eine 
Sehne S der Größe und Lage nah; man foll eine andere Sehne 
„ziehen, die von S halbirt wird, und diefelbe unter einem gegebenen 
Winkel 9 ſchneidet. 
Analyſis. Es ſey ab die der 
Groͤße und Lage nach gegebene, und xy 
die zu ziehende Sehne, welche in m hals 
birt wird, und die ab fo fchneidet, daß 
I_xmb = g. Ziehe cm, fo it 
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Lemx —=R _ (3) 
aber I_bmx — 9 gegeben 
alfo auh I_cmb gegeben, und dadurch ber Punkt m. 
Determination. Zieht man an x bie — xd, ſo 
muß fon Lp < Lyxd. 


Aufgabe 295. Es ift ein Kreis und in demfelben ein Durch» 
mefjer der Größe und Lage nach gegeben, und an dem einen End⸗ 
punfte dieſes Durchmefferd eine Tangente; man foll in berfelben 
einen Punft fo beftimmen, daß wenn man von diefem Punkte aus 
eine gerade Linie an den andern Endpunkt des Durchmefjerd zieht, 
diefe Linie durch den Kreis halbirt wird. 


Aufgabe 296. Es ift ein Kreis und in demfelben eine Sehne 
der Größe und Lage nach gegeben, und außerdem ift ein Punkt 
der Lage nach gegeben; man foll in dem Umfange bed Kreiſes einen 
Punkt fo beflimmen, daß wenn man von demfelben Linien zieht an 
die Endpunfte der Sehne und durch den gegebenen Punft, die letz⸗ 
tere den von den beiden erſteren eingefchloffenen ! 
Winkel halbirt. 


Auflöfung. Sft ab die gegebene Sehne E ? 
und m- der gegebene Punkt, fo halbire man ben (7 — 
Bogen ab in d (30.), und ziehe von d durch ) 

m eine Linie, fo trifft diefe den Umfang in bem a 
gefuchten Punkte x, fo daß Lbxd=L.axd Sr 


wird (27.) 


Aufgabe 297. Ein Kreis ift gegeben. und eine Sehne bef: 
felben der Größe und Lage nad. Durch einen der Lage nad) 'ge: 
gebenen Punkt p foll man eine Sehne fo ziehen, daß diefelbe von 
der ber Größe und Lage nach gegebenen halbirt wird. 

Auflöfung. Verbinde den gegebenen Punkt p mit bem Mit 
telpunfte c des Kreifed und befchreibe über pc einen Halbfreis, fo 
fchneidet diefer die gegebene Sehne in dem Punkte, durch welchen 
die zu ziehende Sehne gehen muf. 

Aufgabe 298. Ein Kreis ift der Größe und Lage nach ge: 
geben; man-foll in dem Umfange diefes Kreifes einen Punkt ange: 
ben, fo daß, wenn man von diefem Punkte Linien durch zwei der 
Lage nach gegebene Punkte p' und p" zieht, diefe Linien einen ber 
Größe nach gegebenen Winkel einfchließen. 

Auflöfung (dur den’ 833ſten Gap), 

21 
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Aufgabe 299. Ein Kreis und ein Radius deſſelben ſind 
der Groͤße und Lage nach gegeben, und an dieſem Kreiſe eine Tan⸗ 
gente, die nicht durch den Endpunkt des gegebenen Radius geht. 
Man ſoll von einem zu beſtimmenden Punkte der Tangente eine 
Normale auf den Radius faͤllen, die da, wo ſie den Kreis ſchneidet, 
halbirt wird. 

Aufloͤſung. Errichte an beiden Endpunkten c und a des 
. gegebenen Radius Normalen, bis fie bie 
Zangente mb in d und b fchneiden, halbire 
die Linien cd und ab in f und e und ziehe 
fe. Durd den Punkt x, im welchem diefe 
den Kreis fchneidet, ziehe pq parallel der ab 
und cd, fo ift pq bie verlangte Einie. 

Beweis. Dieſer beruhet darauf, daß 
wenn man in einem Parallelfrape; abdc 
die beiden parallelen Seiten ab und cd halbirt und bie Halbis 
rungspunfte durch eine gerabe Linie cf verbindet, jede Linie Pg 
welche man parallel den parallelen Seiten in dem Trapez zieht, durch 
ef halbirt wirb. 


Aufgabe 300. Eine gerade Linie innerhalb und eine außer: 
halb eines der Größe und Lage nach gegebenen Kreifes ift der Lage. 
nach gegeben; man foll durch den Kreis eine Linie bis an die beis 
den ber Lage nad) gegebenen ziehen, fo daß diefelbe da, wo fie ben 
Kreis ſchneidet, halbirt wird, und die eine Linie unter einem geges 
benen Winkel trifft. 

Auftöfung. Diefe ift im MWefentlichen ber Auflöfung ber 
vorigen Aufgabe gleich, und fügt ſich auf denfelben Sat wie jene. 








XVO. Bon den Aufgaben des dritten Buches und in's 
DBefondere von der Aufgabe des 33ften Satzes. 


Die bereits fruͤher aufgeſtellte Behauptung, daß die in den 
Elementen vorkommenden Aufgaben vorzugsweiſe den Zweck haben, 
Mittel fuͤr die Conſtruction darzubieten, und als Grundlage bei der 
Aufloͤſung aller vorkommenden Aufgaben, es mögen dieſelben theo: 
retiſch oder praktiſch ſeyn, zu dienen, bewährt fich auch bei den Auf: 
gaben des dritten Buches. 
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Bon den fechs Aufgaben, :die in dleſem Buche vorkommen, Ich: 
ven zwei den Mittelpunft eines Kreifes zu finden, wenn derfelbe 
entweder volftändig gegeben ift, -oder: auch nur "ein Bogen deffelben. 
Dadurch, daß in dent letern Falle (25.) drei verfchiedene- Fälle an« 
gegeben werden, erhält man’ die Eonftruction fuͤr die Auffindung 
des Mittelpunftes; Indenn! gegeben ift a) der Vollfreis, b) der 
Halbfreis, c) ein Bogen, der Eleiner, und d) ein Bogen, der groͤ⸗ 
fer ift, ald der Halbfreis. Das MWefentlihe der Auflöfung, und 
wodurch immer der Mittelpunft - gefunden werden kann, beruhet 
darauf, daß wenn eine Sehne eines. Kreifes normal halbirt wird, 
der Mittelpunkt in ber Halbirungslinie liegen muß; und es wird das 
her der Mittelpunkt immer gefunden, wenn man- zwei verfihiedene 
Sehnen, die nicht parallel- find, normal halbirt, bis die ne . 
Imien ſich ſchneiden. er 

Die dritte Aufgabe (17.) lehrt, an einen der Groͤße und * 
nach gegebenen Kreis eine Tangente zu ziehen, die durch einen außer⸗ 
halb des Kreiſes der Lage nach gegebenen Punkt geht; und dieſe 
Aufgabe findet immer ihre Anwendung, wenn es darauf ankoͤmmt, 
eine gerade Linie zu ziehen, die von einem gegebenen Punkte einen 
beftiimmten Abftand haben ſoll. Außer dem in (17.) angegebenen 
Verfahren bei der Auflöfung diefer Aufgabe kann diefelbe auch noch 
anf verfchiedene andere Arten gelöf’t werden, von welchen folgende 
beide: hier angeführt zu werbem verdienen: 

ft c der Mittelpumft des Kreifes, und m ber Punkt, durch 
welchen die Zangente gehen foll, fo ziche m 
man von m aus durch c eine Kinie, bes 
fchreibe aus m ald Mittelpunft mit mc 
einen Kreis, und aus c mit dem Durd)s a 
meſſer ab ebenfall$ einen, der den erftern £ 
in d fchneidet. Wird hierauf d mit c 
verbunden, fo ſchneidet dieje Linie den 
Kreis in dem Punkte x, in welchem die - 

Zangente aus m denfelben berührt. Denn bh 
zieht man md, fo ift 
ed = ab == 2 (cz), alfo cx — xd 
mc == md 
und? mx = ınzk 
folgllch Amxc OA Amxd 
und babe Umxe = | _ mxd — R. 
21* 


ınx fteht alfo normal auf cx an dem Endpunfte bes adiue, und 
iſt daher eine Tangente. 

Ferner, wird der Punkt m mit c verbuns ' 
den, und man befchreibt über me einen Halb» 
freis, fo. fchmeidet diefer dem. gegebenen Kreis 
ebenfall3 in dem Berührungdpunfte x der Tan⸗ 
gente. ‚Denn da L,mxc ein Winkel im Halb⸗ 
Ereife ift, fo ift berfelbe —= I (31.), und das 
ber mx eine Tangente des Kreiſes (16.) 

Die vierte Aufgabe lehrt, einen jeden gegebenen Kreisbogen zu 
balbiren (30.), und es ift dieſes die einzige Xheilung des Kreis: 
bogens, welche geometrifch ausführbar iſt. 

Die wichtigſte Aufgabe des dritten Buches iſt die Ste (33.), 
von welcher die 6te (34.) den umgekehrten Fall ‚enthält. Die Auf- 
gabe, Sat 33., lautet: 

Ueber einer gegebenen geraden Linie ab foll ein Kreisabjchnitt 
befchrieben werben, der einen gerablinigen Winkel faßt, welcher einem 
gegebenen Winkel glei if, .- 

Diefe Aufgabe läßt ſich auch auf folgende Art ausbrüden: 

Es ift eine gerade Linie gegeben und ein Winkel; man foll 
einen Kreis befchreiben von der Art, daß ber gegebene Winkel Pe: 
ripheriewinfel des Bogens wird, zu welchem die gegebene Linie als 
Sehne gehört. . Bei der Auflöfung werden die Säte benußt: a) 
wenn man eine Sehne normal halbirt, fo liegt des Kreifes Mittel: 
punkt in der Halbirungslinie (3.), b) der auf einem Bogen ftehende 
Peripheriewinkel ift dem Winkel gleich, welchen die Sehne mit der 
an dem einen Endpunfte berfelben gezogenen Zangente des Kreifed 
einfchließt (32.), und c) zieht man in dem Berührungspunfte einer 
Zangente eine Normale auf berfelben, fo geht diefe durch dem Mit 
telpunft des Kreifes (19.) 

Die folgende Analyfis führt übrigens noch zu einer andern 
Auflöfung diefer Aufgabe. 

Analyfis. Es itl_Lamb — 
gegeben, alfo auch 

Lacb=2x (2%. 

Nun if, wenn man cd normal auf ab 
zieht, Lacd = Lbcd, 

Folglich iſt auchh acd — x ge 
geben. \ 








_ 35 — 


Da ab gegeben ift, fo ift ad == "/ ab ebenfalld gegeben, 
alfo Eennt man von dem rechtwinkligen Dreied acd bie Katete ad 
und den ihr gegenüber liegenden Winfel — x, wodurd dad Dreied, 
und folglich auch ca, alfo der Radius des zu befchreibenden Kreis 
ſes gegeben ift. u He 72:09 

Auflöfung. In dem Halbirungspunfte d der gegebenen 
Sehne ab errichte eine Normale de auf derfelben, in irgend einem 
Punkte x diefer Normale trage I dxg — L.x an, und ziehe 
durch a die am parallel der gx, fo ſchneidet am bie de in dem 
Mittelpunfte c des zu Befchreibenden Kreifes, und es ift ca ber 
Radius deffelben. Ä Zr Zu 


Anmerkung. Dbgleicdy ıdie hier gegebene Aufldſung ſich nur auf einen 
fpigen Winkel bezieht, fo laͤßt ſich doch leicht abnehmen, daß dieſelbe auch in 
dem Falle anwendbar iſt, wenn der gegebene Winkel = R oder > R ifl. 





Befchreibt man über ab als Grundlinie ein Dreied, deſſen 
Spitze innerhalb oder außerhalb des Kreifes liegt, fo ift der der ab 
gegenüber liegende Winkel des Dreiedd in dem erften Falle größer 
und in dem andern Eleiner, als der zu ab gehörige Peripheriewinket 
(I. 16.), und daher ift der Bogen aeb der geometriſche 
Drt fürdie Spitenaller Dreiede, inwelden der rund» 
linie ab ein Winkel — x gegenüber liegt. Da nun, wenn 
der geometrifche Ort eines Punktes gegeben it, hierdurch die Auf: 
gabe, die Lage dieſes Punktes zu finden, bereitö zur Hälfte geloͤſ't 
ift (Seite 99. Nr. 16.), fo läßt fich hieraus abnehmen, daß die 
Aufgabe Sag 33. in ſehr vielen Fällen ſich mit Vortheil muß ans 
wenden laffen. Auch ift diefelbe bereits vielfach angewendet wor: 
den, und namentlih bei der Auflöfung der Aufgaben 260., 261,, 
265., 271., 276., 277. und 298. 

Diefe Aufgabe hat auch für die practifche Geometrie einen fehr 
großen Werth. Ä 

Sind a, c und b brei Punkte 
auf dem Felde, deren gegenfeitige Lage 
man bereitö kennt, und fol die Lage 
eined vierten: Punktes d zu benfelben 
beftimmt werden, von welchem aus 
man die Punkte a, c und b fehen 
kann, ſo braucht man, um biefen Bwed 
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zu erreichen, nur in d bie Winkel ade = a und I_bdc = 3 
zu meffen. Denn da ac der. Größe und Lage nah und I_« ber 
Größe nach gegeben iſt, ſo kann man den Kreis k' befchreiben, wo 
“ac bie, Sehne des Bogens ift, zu welhem L_« ald Peripherie: 
winkel gehört, und eben fo kann man, da auch bc der Größe und 
Lage: nach gegeben iſt, und Es ber Größe nah, ben Kreis k'' bes 
fohreiben, fo daß be die Sehne des Bogens wiro, auf weldhem ß 
als Peripheriewinfel ſteht. Beide Kreife fchneiden fi einmal in 
bem Punkte c, und ihre zweiter Durdfchnittöpunft d giebt die ge: 
ſuchte Lage dieſes Punktes gegen a, c und b. 

- Hierauf beruhet das in ber practifchen Geometrie unter ber 
Benennung dad Rüdwärtseinfhneiben bekannte Verfahren, 
welches den wefentlichen Vorzug hat, daß man die Rage eines Punk: 
tes d finden kann, ohne dabei nöthig zu haben, den Standpunkt d 
zu verlajjen.. 


, 


Zufab. Wenn in einem befondern Falle die Winfel « und 
ßB eine ſolche Größe haben vd Le HL B + Lacb = AR, 
fo läßt fih der Punkt d durch die Winkel « und B nicht beftim: 
men, weil alddann achd ein Viered im Kreife ift (22), und daber 
k’ mit k“ zufammen faͤllt. 


Fortſetzung der Aufgaben. 
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Aufgaben, deren Auflöfungen von dem 35ften Satze 
abhängen. 


Aufgabe 301. Es ijt von einem Dreied bie Grundlinie ge 
geben, ber ihr gegenüber liegende Winkel und die Höhe; man fol 
das Dreied — 

Gegeben E, Le und y nach. der Bezeichnung $. 3. Seite 118. 

Analyfis. Befchreibt man ben Kreis, in welchem dieſes 
Dreicd liegen muß, fo erhält man bie Grumdlinie ihrer Größe und 
Lage nad), und den geometrifhen Drt für die Spitze des Dreiecks. 
Da num diefe Spige in einem Abflande = y von ber Grumblinie 
liegen muß, fo ift auch die in diefem Abflande der G parallel ge: 


a 


zogene Linie ebenfals der geometrifche Ort für bie Spitze, deren 
Lage hierdurch alfo vollkommen beſtimmt iſt. 

Aufgabe 302. Von einem Parallelogramme ſind die beiden 
Diagonalen gegeben, und der Winkel, welcher der einen Diagonale 
gegenuͤber liegt; man ſoll die Figur conſtruiren. 

Auflöfung. Ueber der einen Diagonale ab beſchreibe einen 
Kreis, fo daß Lach dem gegebenen der 


Diagonale. ab gegenüber liegenden Winkel c 
gleich wird. Halbire ab in e und fchlage - 
aus e mit der Hälfte der zweiten Diagonale 


— ec einen Kreisbogen, welcher den Kreis “ Br 

in ofihneidet, und ziehe ca, cb, fo ift — 

Nach das halbe Parallelogramm, welches d 

erganzt wird, wenn man durch b die bd der ca, und durch a die 
ad der cb parallel zieht. 


Aufgabe 303. Bon einem Viered im Kreife Eennt man eine 
Diagonale, einen der Winkel ded Vierecks, die diefer Diagonale ge: 
genüber liegen, und zwei einander gegenüber liegende Seiten. 


Aufgabe 304. Bon einem Viereck ift eine Diagonale gege: 
ben, die beiden derfelben gegenüber liegenden Winkel des Vierecks, 
und zwei einander gegenüber liegende Seiten der Figur. 


Aufgabe 305. Man Ffennt von einem Biered die beiden 
Diagonalen, zwei neben einander liegende Seiten, und den Winkel, 
der von den beiden Übrigen Seiten eingefihloffen wird. 


Aufgabe 306. Bon einem Viered find zwei neben einander 
liegende Seiten gegeben, zwei einander gegenüber liegende Winkel, 
von welchen feiner von den gegebenen Seiten eingefchloffen wird, 
und die Diagonale, welcher die gegebenen Winfel gegenüber liegen. 


Aufgabe 307. Man foll in einem Dreieck einen Punkt ans 
geben, der die Eigenfchaft hat, daß wenn man von demfelben ges 
rade Linien an die drei Spitzen des Dreiecks zieht, die drei an dies 
fem Punkte durch die gezogenen Linien gebildeten Winkel gleich 
groß find. 


Aufgabe 308. Ein gegebened Dreieck foll in ein anderes 
verwandelt werden, von weldhem die Grundlinie und der ihr gegen: 
über liegende Winkel gegeben find. 

Analyfis. Wird dad gegebene Dreied in ein anderes mit 
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ber gegebenen Grunblinie verwandelt, fo lernt man die Höhe bes zu 
verzeichnenben Oreiecks kennen; da nun auch der Winkel gegeben iſt, 
welcher der Grundlinie gegenuͤber liegt, ſo iſt die der Spitze 
des Dreiecks beſtimmt, wie bei Aufg. 301. 


Aufgabe 309. Im einer geraden Linie find drei Punfte ge: 
gegeben; man foll einen Punkt außerhalb diefer Linie fo beftimmen, 
bag wenn berfelbe mit den drei gegebenen Punkten verbunden wird, 
durch diefelben an dem BR Punkte zwei gegebene Winkel 
gebildet werben. 


Aufgabe 310, Ueber einer ber Größe und Tage nach gege 
benen Grundlinie fol ein Dreieck befchrieben werden, von welchem 
ber, der gegebenen Grundlinie gegenüber liegende Winkel gegeben 
iſt, und deſſen Spige in einer der Lage nach gegebenen geraden Li: 
nie liegen ſoll. 


Aufgabe 311. Bon einem Dreied ift die Grundlinie geges 
ben, der ihr gegenüber liegende Winkel und der Punkt ber Grunds 
linie, in welchem diefelbe von ber Normale aus der gegenüber lie: 
genden Spige getroffen wird. 


Aufgabe 312. Es ift von einem Dreied die. Grundlinie 
und ber ihr gegenüber liegende Winkel gegeben, und der Punkt der 
Grundlinie, in welchem fie von der Linie getroffen wird, die den 
gegenüber liegenden Winkel halbirt. 


Aufgabe 313. Bon einem Dreied kennt man zwei Seiten, 
und bie Differenz ber beiden Winkel, die diefen Seiten gegenüber 
liegen. 

Gegeben A ABuınta— b 

Analyfis. Sft abe das verlangte Dreied, cb — A md 
ca == B, und man nimmt ed = ca und zieht ad, fo ift 

Lcad = Leda (I. 5.) 
und Lcad+lLcda+lLad=a+b+Lad= 
2R (I 32.) 
alſo Lead - Leda — 46 
und daher 2 Lead — 4b 
und da LKead — a — 9 
ſo iſt ach 2a—2g9g=a+rb 


alſo 20 u——— 
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.3 ift alſo ꝙ — dr auch bdd ⸗ cb — ca ⸗ A — B ift 
gegeben, folglich der Kreis k‘, in welchem Abda liegt und dabei 
zugleich bd der Lage nach. 


Nimmt man cd = ca, fo ift 
b5b=be+ca=A+B een 
falls gegeben, und daher Ö ber Lage 
nach. 

Dacd= cd = ca, P if 
L[daö=R (82.), und baherl_ba ö 
= R + 9 ebenfald gegeben. Da 
fonah bö5 = A -+-B der Größe und 
Lage nah, nd _Lbadö=R + 9 be Größe nach gegeben ift, 
fo ift auch der Kreis k" gegeben, in welchem dieſes Dreied liegt, 
und diefer fehneidet den Kreis k' in dem; Punkte a, wodurch Aabc 
beftimmt ift. 

Auflöfung. Ziehe bd = A + B und nehme auf berfels 
ben bd—= A — B. Beſchreibe einen Kreis, wo bd die Sehne 
des Bogend ift, auf welhden _p = a 
fteht, und über boͤ einen Kreis, fo daß bö die Sehne des Bogen 
wird, zu welchem ein Winkel = R + gp gehört. Schneiden beide 
Kreife fih in a, fo nehme nun bc > und ziehe ac, fo ift abc 
bad verlangte Dreied. 


Aufgabe 314. Bon einem Dreied ift die Grundlinie geges 
ben, die Differenz der beiden an berfelben anliegenden Winkel, und 
die Differenz der beiden übrigen Seiten. 

Gegeben, a — b und A—B. 


Aufgabe 315. Man kennt von einem Dreieck bie Grund: 
linie, die Differenz der beiden an derfelben anliegenden Winkel, und 
die Summe der beiden Übrigen Seiten des Dreiecks. 

Gegeben C, a — b und A+HB. 


Aufgabe 316. Bon einem Dreieck iſt die Grundlinie geges 
ben, die Höhe, und bie Differenz der beiden an der Grundlinie ans 
liegenden Winfel. 

Gegeben C, ynda— b. 


Aufgabe 317. Es iſt von einem Dreieck die Grundlinie 
gegeben, die Differenz der beiden an derſelben anliegenden Winkel, 


d 





als Peripheriewinkel 
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und die Normale, welche zu ber größern der beiden übrigen Sei: 
ten gehört. 
Gegeben C,a—bun oe. 









Aufgabe 315. Bon einem Viered achbd find gegeben bie 
beiden Seiten ac = A und be = B, ber von benfelben einge: 
fhloffene Winkel acb = c und die beiden Winkel « und ß, welche 
die unbefannten Seiten mit der von c nad d gezogenen Diago: 
nale einfließen; es foll dad Viereck verzeichnet werden. 

Analyfis. Da A, Bund Lach = c gegeben find, ſo 
it Aacbh der Größe und Lage nach gegeben. 

Durch A und L_« aber ift der Kreis gegeben, d 

in welhem Aacd liegt, und durch B und 

1_ß der Kreis, in welhem Abcd liegen muß. 

Beſchreibt man diefe beiden Kreife, fo fchneiden | 

fie fid) in dem Punfte d, und es ift hierdurch A y B 
das ganze Viereck gegeben. c 

Aufgabe 319. Von dem Fünfed acbde find gegeben die 
beiden neben einander liegenden Seiten ac= A, be = B, de 
von bdenfelben eingefchloffene Winkel acb = c, die Winfel « und 
8, welche die von c und b an e gezogene Diagonale, und die 
Seite ae der Figur einfließen, und die Winkel m und n, welche 
bie aus a und c.an d gezogenen Dia: 
gonalen und die Seite bd der Figur 
einfchließen; es foll das Fünfel be: | gd 
fchrieben werber, 

Auflöfung. Aus A,B, Lach 
= c, La und I_ß befchreibe das 
Viereck acbe (Aufg. 318.), und aus 
A,B, lc, Em und Un das Biered- 
acbd, und ziehe endlich de. 

Aufgabe 320. Man Eennt von bem obigen Fuͤnfeck achde 
bie beiden Eeiten ac = A, bc = B, ben von bdiefer Seite ein: 
geſchloſſenen Winkel acb = I_c, die Winkel x und ß, welche von 
ber Seite ae der Figur und den Diagonalen ec, eb eingefchloffen 
werden, und die Winkel p und n, welche die Seite de und die 
Diagonalen da und dc einfchließgen; man ‘fol das Füuͤnfeck ver: 
zeichnen. 

Analvfis. Durch A, B, Ic, La um er ift das 
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Viereck achbe ber Größe und Lage nad gegeben (Aufg. 318.), 
und daher auh I_cae — a und bie Seite ae. Sonach find 
gegeben von dem Viereck caed die Seiten ca, ae und die Wins 
fel cae, p und n, und daher das DViered caed, und dadurd 
auch das zu conftruirende Fuͤnfeck achbde. 


Aufgabe 321. Bon dem Fünfel (Fig. Aufg. 319.) find 
gegeben die beiden Seiten A, B, der von denfelben eingefchloffene 
Winkel c, die Winfel « und ß, die von ber Seite ae und ben 
Diagonalen ec, eb eingefchloffen werben, der Winfel edce — 
p+n, welchen die Seite ed mit der Diagonale dc einfhließt, und 
der Winkel dbe — gq, der von ber Seite bd und der Diagonale 
be eingefchloffen wird. Es foll dad Fünfed conftruirt werden. 

Analyfis. Durh A, B, und die Winkel c, « und B ift 
das Biered acbe der Größe und Lage nad) gegeben, und daher 
auch die Linien ce und eb. Durch ceundLede=p+n 
ift der Kreis k gegeben, in welhem Aced liegt. Nun ift aber 
auch I_q gegeben, und daher bd ber Lage nad, folglich der Punkt 
d, in welchem der Kreis k von diefer Linie gefchnitten wird, und 
hierdurch das gefuchte Fünfed. 


Aufgabe 322. Bon dem Hünfeld achde (Fig. Aufg. 319.) 
find gegeben die Seiten ac = A, cb — B, die Diagonale cd, 
und die Winfel acb — c, «, B und q. 


Aufgabe 323. Von dem Fünfed achde (Fig. Aufg. 319.) 
find gegeben die vier Seiten be, ca, ac, ed, bie beiden Winkel 
bca und cae ber Figur, und der Winkel bdc = m, welchen 
die unbekannte Seite bd mit der Diagonale dc einfchließt. 


Aufgabe 324. Bon dem Fünfed achbde ift gegeben bie 
Seite ac = A, ber ihr gegenüber liegende Winkel ade = n, der 
Abftand ded Punktes d vonder bekannten Seite A =.h, bie bei: 
den Winkel aed und chbd der Figur und die beiden Diagonalen 
ce und eb; man fol die Figur verzeichnen. 


Aufgabe 325. Es find von einem Fünfel die 5 Diagona: 


In ab, ad, be, cd, ce gegeben, die Seite ac und der Winkel 
cbd ber Figur; man foll hieraus da3 Fünfel verzeichnen. 
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XVII. Von den drei legten Süßen des dritten 
Buches, 


1) Die Saͤtze 35., 36. und 37. bed dritten Buches werben 
vielfach in der Geometrie benugt, ſowohl als Hülfsfäse, um das 
durch andere Lehrfäße zu beweifen, ald auch bei dem Auflöfen ber 
Aufgaben, und es ift daher zwedmäßig diefe Säge. hier näher zu 
erläutern. | | | 

2) Als Grundlage für diefe Säge kann folgender Lehrſatz auf: 
geftellt werben: | | 

MWenn man in einem Dreied abc die Normale cd auf bie 
Grundlinie ab fält, fo ift das unter der Summe und der Differen; 
ber beiden Abfchnitte derfelben enthaltene 
Rechteck, der Differenz der Quadrate 
ber beiden übrigen Seiten des Dreieds 
gleich. 

Beweis. Man bezeichne bie 
Seiten des Dreiecks mit A, B, C, die 
Abfchnitte der Grundlinie mit a, ß,  D d a 
und die Normale cd mit h, fo ift C 

(1. 47.) A? = h? + 02 alo A — = h? 

B? = h? + $? 5 B? — 2? = h2 
und daher A? — a? = B? — 2 
| folglich it A? — B? = a? — 2 
und weil « — BP? = (a + BP) (a — B) (Il. 9.) 
ſo iſt au A? — B?= (a + PB) (a — B) 
nämlich e8 it (ch)? — (ca)? = (bd + da) (bd _: da) 
was bewiefen werden follte. | 





Bufag. Aus ber beiftehenden Figur er: 


giebt ſich zugleich, daß der obige- Lehrfag auch >; 

für den Fall Gültigkeit behält, wenn |_bac — I 

> R, und alfo die Normale aus c die verlän 

gerte ba in d trifft, Der obige Beweis iſt auch HR 

für dieſen Fall anwendbar. BER TORE? | 
& 





3) Schneiden zwei Sehnen ab und «PB ſich in c, fo iſt das 
unter den Abfchnitten ae, eb vereinen Sehne enthaltene Nechted 
ae x eb dem Rechteck gleich, welches unter den Abfchnitten ze, 
eß der andern enthalten if. 
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Beweis. Von dem Mittelpunkte c des Kreiſes fälle man 
die Normalen cd, .cö auf ab, «ß und ziehe bie Linien ca, ca, ce. 
Run ift nach dem in Nr. 2. bewiefenen Lehrfage | 

in Aace (ac? — (ce)? = (ad + de) (ad — de) 
in. Asce ac)? —, (ce)? = (ad + de) (nö — de). 

Da nun ac = «c, fo folgt 

(ad + de) (ad — de) = (ad. + de) (ad — Ööe) 

afo ae > (ad — de) = «e X (ad — de). 

E it aber ad — de=bd — de=eb. 
ud aö—de= Pb — de = eh 


folglih it ae xeb= «ex eß 
was bewiefen werden follte. 
— 
aA J # 
[49 


4) Auch in dem Falle, wenn zwei Sehnen verlängert außer: 
halb des Kreifes fich fehneiden, ift das Rechtech ca < eb, welches 
unter der verlängerten Sehne ca und dem Ab» 
ſchnitte eb derfelben außerhalb des Kreifes ent: 
halten ift, eben fo groß, ald dad unter der anz 
dern verlängerten Sehne e« unb beren Ab» 
fchnitt eB außerhalb des Kreifes enthaltene 
Rechteck. 

Beweis. Werden hier ebenfalls die Nor: 
malen cd, cö auf ab, aß gefällt und die Li⸗ 
nien ca, ca, ee gezogen, fo iſt nah Nr. 2. 

in Aace (ce)? — (ca)? = (ed + da) (ed — da) 

in Acce (ce)? — (ca)? = (ed + ö«) (ed — da) 

Da nun ca = ca, fo ift 

(ed + da) (ed — da) = (cd + öde) (cd — da) 

alfo ea (ed — da) = ea X (cd — du) 
da nun ed—da=cd — db = eh 
und ed —samed —öß= eß 
fit eaxceb=eex cp. 
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5) Durch die Saͤtze Nr. 3. und 4. iſt nun der Säfte Sas in 
ber allgemeinen Form bewiefen: Wenn zwei Sehnen innerhalb oder 
außerhalb des Kreifes fich-fchneiden, fo ift Das unter den Abfchnitz 
ten zwijchen dem Durchſchnittspunkte und den Endpunkten der Sehne 
enthaltene Rechteck bei der einen Sehne eben fo groß, als bei ber 
andern. | 

6) Diefe Säge gelten auch umgekehrt: Schneiden zwei Linien 
ab und aß in e fih fo, daß das Redted ae x eb = ae X 
eß ift, fo muß ein Kreid, der Durch die drei Punkte a, b und « 


gebt, auch dur den Punkt B gehen. 
e 


By ß 


a 
a 


Beweis; Es fehneide der Kreis, in deſſen Umfang die Punfte 
a, b und « liegen, die «ß in x, fo ift, ed mögen die Sehnen in- 
nerhalb oder außerhalb des Kreifes fich fchneiden 
caxcb=ea«X ex. 
Rah der Vorausfegung fol aber auch feyn 
eaxeb= ea X eß 
folgih ft ea <Kex= en eß. 
und daher ex = eß 
der Punkt 4 muß alfo mit x zufammen fallen und liegt daher in 
dem Umfange des Kreifes. 


Zuſatz. Nach Aufg. 280. iſt es immer möglich, einen Kreis zu befchrei- 
ben, ber durch drei der Lage nach gegebene Punkte geht, bie nicht im geraber 
Linie liegen; man ann alfo auch einen Kreis befchreiben, der durch a, b und 
x geht, wenn die Linien ab und &ß ſich fchneiden, Schneiden ſich die Linien 
ab und &ß baher fo, daß ae X eb = ae>< ef, fo läßt fi immer ein 
Kreis befchreiden, der durch bie 4 Punkte a, b, @ und ß geht. 





7) Schneiden die Linin ab und «aß in ce fid fo, daß ber 
Durchſchnittspunkt e zwifchen ihren Endpunften liegt, und iſt ae 
xeb=uaeXxXepß, fo find, wenn man ac und bB zieht, die 
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Winkel a_ und ß, und auch bie Winkel b und « von gleicher 
Größe. Ä 

Beweis. Es kann ein Kreis befchrieben werden, der durch 
die Punkte a, &, b und B geht, nad Ne. 6. 

und es iſt dahe La= LP (21. 
und ub Ib = |_«. 

Dieſer Sat gilt auch umgekehrt; ſchnei⸗ 4 
den ſich nämlich die ab und «B- zwifchen 
ihren Endpunften in e, und ift, wenn man 
ae und bB zieht La=1L_B, fomuß 
auch ſeyn ae Xeb= ae x ec. Dem a 
beſchreibt man einen Kreis, der dur a, b 
und « gebt, fo ift a ein Peripberiewinfel 
auf dem Bogen ba, und-weil IB = I_a ' 
und [8 ebenfalld auf dem Bogen bu ſteht, fo muß der Punft ß 
au in der Peripherie des Kreifes liegen. Die Punfte a, b, a, B 
liegen alfo alle vier in dem Umjange eincs Kreiſes, und es iſt das 
taex<eb=uexX eß. 

8) Schneiden die Linien ab und aß e 
ih in ihren Berlängerungen in e; und es 
iſt ea eb=ea”\ eß, fo muß, wenn 
man die Linien ac und bB zieht, Leax—= 
Leßb feyn, und eben fo_exa=l_ebß. 

Beweis. Daeanxeb = ea X 
eß, fo läßt ſich ein Kreis befchreiben, der 
durh die 4 Punkte a, b, c, ß geht, und 
es if daher abB« ein DViered im Kreife, 


folglich iſt 
Leae+1bßa« =2R (22) 
ober au Leßb + Lbße=2R (1.13) 
folglich it Lea« = l_eßb 
und eben ff Ieaa = Lebß. - 

Auch biefer Sag gilt umgekehrt. Schneiden bie Linien ab 
und aß in ihren Verlängerungen ſich in e, und ift, wenn man a 
und bB zieht, Lea« = I_eßb, fo muß aud feyn ea x eb 
Se« X es. | 

Denn da I_eaa =.Leßb 
und I_bB« - Lbpe 
fe it ach Leaa + Lbßa = Leßb + Lbßa. 


Dann Lepb+-Lbße=2R 

fo iſt aach Leax + Lbßa = 2R. 

In dem Viereck abB« find. alfo die. einander gegenüber lie 
. genden Winfel = 2 R, und es Iäßt fih daher um dieſes VBiered 
ein Kreis befchreiben (22. Bufabı golglid ift auch eax eb= 
eu xXeß. . 

9) Zieht man von .einem Punkte e, außerhalb eines Kreifes, 
eine gerade Linie eba durch den Kreis, und. . 
eine Zangente em an ben Kreis, fo ift das uns 
ter der ganzen ea und dem außerhalb des 
Kreifed liegenden Abfchnitt eb berfelben- ent: 
haltene Rechtel dem Quadrate der Tangente 
gleich. 

Beweid. Man fälle die Normale cd 
auf ab und ziehe die Linien ca, cm, ce, fo 
ft nah Nr. 2 

in Aeca (ec)? — (ca)? = (ed + da) (ed — da. 
Danunca= cm, fo ift aud 
(ec)? — (cm)? = (ed + da) (ed — da) 
und wel ed+ da = ea 
und ed— da=ed— db= eb 
(ec)? — (cm)? = ea X eb. 
Da aber em eine Zangente des Kreifes feyn fol, fo ift Aemı 
bei m rechtwinklig, und daher 
(ec)? — (cm)? = (em)? 
folglih it (em)? = ea x eb 
was bewiefen werben follte. 

10) Diefer Sat gilt auch umgekehrt. Iſt von einem Punkte 
e außerhalb des Kreifes die Linie eba durch den Kreis gezogen, 
und em an ben Kreis, und ed ift (em)? = ea X eb, fo muf 
em eine Tangente des Kreifes feyn. 

Beweis. Wäre cm feine Tangente, fo müßte fie den Kreis 
noch ein zweite Mal in n fchneiden, und es würde alddann feyn 

eaxeb=emX\en (Mr 4) 
da nın ea eb = (em)? em)? (p. ” 
fo flgt em X en = (em? 
ap en= cm 
was nicht möglich iſt. Die Linie em kann alfo den Kreis nicht 
ein zweites Mal treffen, und ift daher Zangente deffelben. 
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1t) Halbirt -man die ‚Höpotbenufe: * — — 
Dreiecks abc in d, fo ſteht d. von 
den drei Spigen bed Dreiedd gleih 
weit ab. N Ä 9 an Turn su 
Beweid. Es if da = db 
(p-h.)-wäre nun nicht auch dc = da 
— db, fo müßte feyn de > da oder 
de < da. FR 
$üırde>da HLa>Lx (ld. ıs) 
afo ud d>dhmlb>1y 
folglich athb>x re y 
und weil xty=R- ® 





arb>K 
_ und da c=-R 


fo folgt a Fb Fce> TR 

was nicht möglich ift (I. 32.) | 

Ehen ſo ft ab Fe < 2 R, wenn man de < da 
annimmt. Es kann alfo de weder größer noch Fleiner, als da 
ſeyn, und daher iſt de = da= db. , . . 

Zuſatz. Iſt abc ein beic rechtwinkliges Dreieck, und wird 
ab in d halbirt, fo geht der aus d mit da beſchriebene Kreis auch 
durch die Spigen c und b des Dreieds. 


⸗ 





Fortſetzung der Aufgaben 
Hulfs⸗ Aufgabe. 


Die bier folgenden Aufgaben, eihe zum Theil bereit in den 
Beilagen zu dem zweiten Buche vorkommen, werben hier theils bes: 
halb wieberholt, weil ſie bei ber Auflöfung der Aufgaben des fol: 
genden $. gebraucht werben, und theils deswegen, weil hier eine 
wefentlich verfchiebene Auflöfung von denfelben gegeben werden kann. 

Aufgabe 326. Es find zwei Linien ae und eb gegeben 
man fol: eine -drifte tuien Yon ber Art dat; baf ac x eb 
= 2? win ° — .. | 


22 


Aufidfung.: At we “m.eb, fo # —. * ae x, 
find aber ae und eb ver: 








fhieden, fo ſey ae> eh. . . ar — 
Man nehme auf ae ein a-— e 
Stud eß=eb, befhhreibe u e 


über ab ald Durchmeffer 
einen Kreis, und ziehe von 
e aus eine Tangente em 
an bdenfelben (17.), fo iſt 
em — x. 
Beweis. Es iſt ea eb — — (36.) 
da nun ſeyn fol ca x ch — x? 
fo ift auch (e — 
und daher em — x. 
Zuſatz 1. Dieſe Aufgabe iſt nicht verſchieben von der Aufgabe II 14, 
und kann daher auch nach der dort gegebenen Anleitung geloͤſ't werben. 
Zufag 2. Iſt eine Linie ab gege⸗ | 
ben, und in berfelben, ober iin beren Ver⸗ Ant e 
laͤngerung ein Punkt e, und man foll eine . | 
Linie x von ber Art finden, baf ae >Z 
eb — x?, ſo laͤßt ſich die Sale. rn — nach der Anleitung in — 
Aufgabe finden. 








nn 





Aufgabe 327. Es ift eine Linie ab gegeben; man fol in 
diefer Linie einen Punkt x fo beflimmen, daß das unter ben Abs 
fpnitten ax und xb enthaltene Rechte ax >< xb dem Quadrate 
einer gegebenen Linie m gleich wird. 

Auflöfung. Es ift entweder ab — 2m, ober ab>2m 
ober ab < 2 m. ” xXx h 

Erfier Fall. Stab ==? m, . m 
fo halbire ab in x, und es if x ber 
gefuchte Punkt; 








‘denn ba — 
fit ab 2 (ar) 
aber au 'ab — 2 m 
alo ax == xb = m 
und.baher ax < xb = m x m == m?. 
Zweiter Fall Es iſt ab > 2 m; Man befchreibe über 
ab ald Durdmefler einen Kreis, nehme ad — 2 m, befchreibe 


aus a mit ad einen Kreisßogen, ber den Kreits in e fihneibet, 
ziehe ae und von dem Mittelpunfte c 
bed Kreifes die Normale cg auf ae. 
Wird nun cx — cg genommen, fo ifl 
x ber gefuchte Theilpunft, welcher zwis 
fhen a und b liegen muß. 

Beweis. In x errihte auf ab 
die Normale aß, und verlängere biefelbe, 
bis fie zu beiden Seiten den. Kreis in a 
und B trifft. 

Da nun cx — cg, fi if aß — ae (14) 

Danın ae=ad=?2m (p.c.) 
fit ad aß aßB=2m 
und ba aß in x halbirt wird (3.), fo If 
ax = ıß —=m. 
Es ift aber ax <xb = ax X xß (39. 
folgih ft ud axxıb-mxm = m? 
und weil cx = cg< ca, fo liegt x zwiſchen a und b. 

Dritter Fall. SH ab < 2 m, fo Hiebt ed zwifchen a 
und b feinen Punkt x von der Art, daß ax x xb = m? wird 
(1. 5. Zuf.) Wohl aber läßt fi alddann ein ſolcher Punkt in 
der Berläugerung von ab ang, der auf folgende Art gefuns 
den wird: 

Man befchreibe über ab als Durdmeife einen Kreis, nehme 
ben Mittelpunkt g, ziehe beliebig einen Ras 








dius gm, und an den Endpunkt befielben * 

eine Tangente mx = m. Wird nun von /| 

dem Endpunfte x dieſer Tangente die Linie ⸗ | 

xba dur den Mittelpunkt g gezogen, fo np 
5 


| 
| 
Lage. I \ 
Beweis. Es iſt xa>Xxb=(xm)? (36.) \ * 
aber xm = m und ab bie gegebene Linie. | wi 
Folglich ift auch xa x xb = m. Sum 


Zufag 1. Iſt ab — 2 m oder ab > 2 m, fo läßt ſich miche nur, 
wie in dem erften und zweiten Balle angegeben ift, ein Punft x zwiſchen a und 
b von ber Art beftlimmen, daß ax >< xb == m? wird, fondern man kann 
auch das bei dem britten Falle angegebene Werfahren ambenden, und hierdurch 
einen Punkt: in der Werlängerung der ab auffinden,'daß- ax D>< bz = m? 

A 


bat x im der verlängerten ab die verlangte f | 
— 
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Wenn aber ha nom; ik, ſo giebt es nur einen, Punkt x in ber Wer: 
— von ab, nicht aber einen ſolchen, ber zwiſchen a und, b Liegt. - 
Zuſatz 2. Die hier geldfte Aufgabe, nthält. bie befondern Bälle, einen 
Punkt x entweber. zwifhen a unb b, ober. in. ber Verlängerung ber. ab anzuge⸗ 
ben, baf das Rechteck ax X, zb einem gegebenen Quadrate gleich wirb, und 
es ift der erfte Ball hiervon die zweite Aufgabe ber Beilage X. Eeite 207., bir 
dort auf eine andere Art mit Därfe des Sage =. 14. gelöft ft. 





Aufs abe 328. Oui— einen a, b und e sh nb. ‚gegeben; man 
fol eine vierte Linie x von der Art finden, daß das unter a und 
b enthaltene a dem N gleich Br das umns c-und x 
enthalten iſt. 
Auftöfung. Man. ziehe ‚eine Yu. To 
rade Linie, nehme auf derſelben ma = a, 
mb = b, und unter einem beliebigen .. —— 
Winkel ziehe man von m aus die Linie Brünf., N 
mc = c und befchreibe einen Kreis, der | 7 | 
durch diePunkte a, b und c geht. Wird, >: 
nun o m · verlaͤ bis fig den Kreis in 
in x trifft, —— —* de leluchte ii 
‚Linie * 
Beweis. er ig am * mb. = cm — mx 35) - 
Da nun amea,mb=-bwdcm=c 
ſo iſt auch tb = ex ma... 
Run fol ſeyn saxb= ca. xx 


fotgtidg it cm =. 57 


3uſatz. Col in der gegebenen Sinie ab aber. Rn De 
in der Berlängerung befelgn ber, Yunkt. x. von ber N eurer 
Art angegeben werden, daß ax >< ab > m? wird, j —— — 
fo kam das geſuchte Gehe ehenſue nach derſelben Re: 
gel gefunden werden, wenn man — n= — * =. mc  guabait, 


. c 
x REN | Er BERN m) * 








1 

— 

4— 
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Aufgabe 320. Cine gegebene —* ah, iſt in m getheilt; 
man ſoll eine andere gegebene Linie aß in x fo theilen, daß das 
Rechteck ber Abschnitte der. einen Linie. eben fo. groß, wird, als bad 
Rechted ber Abſchnitte der andern. WER 
Aufloͤ ſun g. WBeſchreibe einen Kreis, deffen. Durchefl u 
groͤßer iſt Zals die groͤßte der — — a b und aß, 


.no 


st — 


und trage diefe Linien als Sehnen: in ben — ein, 3 Den’ Mittels 
punft g bed Kreiſes verbinde man mit 
dem Theilpunkte mı.ber- ab dur) gm, 
‚nnd mit dem’ Halbirungspunkte d.bet + 
@ß durch gd. Ueber gma befhreibe mat _ 
einen Halbkreis und trage: in denſelben 
ge= gd ein. Wird hierauf durch e 
und m die gezogen, fo. iſt dieſe = 

. aß, und wird in m nach ber verlangten 
Art getheilt. 

Beweis. Da. man über gm einen Halbkreis beſhrichen 
bat, ſo iſ gem = R (31.) | 
und da nın ge = gd (p.c<.), fo iſt «= aß (14) 

Nun ift aber am x mb = a'n x mß‘ (35.) 
eine ber aß gleiche Linie ift alfo in m fo getheift, wie In der Aufs 
gabe gefordert wird. Nimmt man nun «x = a’m, ſo iſt auch 
Eß in x auf biefelbe Weiſe getheilt, 





Bufag. Da bie Linie ab und au der Theilpunkt m Veen gig 
iſt, fo kennt man das Rechteck am >< mib, und:es Tann daher auch eine Linie 
x von ber Art gefunden werben, daß am >< mb = x? wird (Xufg. 826.) 
Wird nun «ß in x fo getheilt, daß ax xııß = x»? un he 2ter 
Fall), fo iſt x ber geſuchte FR | 


— — 


Determination⸗SIſtega > gm, fo läßt ſich in «ß fein 
Punkt x, der zwilhen @ und B liegt, von der Urt — * 
ex x xß = am X mb wird. 


Aufgabe 330. Es iſt eine Linie ab — und ein Puntt 
m in der Verlängerung derſelben; man ſoll m 
in einer zweiten gegebenen Linie ma ben / f 
Punkt x fo beftiimmen, aDfmeaexmm  / 
ma >< mb wird, / p 
Aufloͤſung. Man ſetze ma und —— 
me in m unter einen beliebigen Winkel ; we 
an einander; ziehe ad und fege an b ben 7 / 
Winkel mbx = Le, fo wird hierdurch 
der geſuchte Punft x erhalten. 6 


Beweis. Da I_mbxz = La (p c.) 
und Labx = Labx 
fit _mbx + Labtxs= Le + Labxz 
aber IL mbx +Labx = 2 R (I. 13) 
folglich ft au Lea + Labx =2R 
und daher abxa ein Viereck im Kreife (22. uf.) 
Befchreibt man dieſen Kreis, fo iſt num 
ma >< mb = ma X mx 
nach Beilage XVIU. Nr. 4. 
Bufag. If mx gegeben und foll ber Punkt in der Verlaͤngerung dies 
ſer einien gefunden werben, fo gicht man zb, nimmt | ba= — | bxm un 
verlängert mx, bis fie die a@ in a fchneidet, fo ift das Verlangte gefchehen. 








Aufgabe 331. Es iſt eine gerade Linie ab gegeben, und 
in ber Verlängerung berfelben ein Punkt m; man fol in ber Der: 
längerung einer zweiten gegebenen Linie «ß einen Punkt x fo beftims 
men, daß das unter x und xß enthaltene Rechteck dem Rechtedc 
ma >< mb gleich wirb. 

Auflöfung. Ueber einem Durchmeffer, ber größer als bie 
größte der beiden Linien ab und «ß ift, bes * 
ſchreibe man einen Kreis und trage ab und 
aß als Sehnen ein. Den in der Verlaͤnge⸗ 
rung von ab gegebenen Punkt m verbinde 
mit dem Mittelpunfte g des Kreifes und be 
ſchreibe über mg einen Halbfreis, verbinde 
au g mit dem Halbirungspunfte d ber «ß 
und trage in den Halbkreis ge = gd ein. 
Wird nun von m.burdh e die Linie mp’ «’ 
gezogen, fo ift a'ß' = «ß und B'm bie ges 
fuchte Verlängerung berfelben. 

Beweis. Da man über gm einen > 
Halbkreis befchrieben hat, fo. ift - 

L_gem = R (31.) 

Da nun ge = gd(p. c.), f it aß! —= aß (14.) 

Wird alfo in der Verlängerung von aß die x = im ge 
nommen, fo iſt ax = «'m. 

Nun it ma X mb = ma’ X mß' (36.) 
folglich ik au ma < mb = za x xß. 





* 


$. 23. 
Anwendungen ber obigen Aufyaben. 


Aufgabe 332. Eine Sehne ab eined Kreijes ift der Größe 
nach gegeben, und der Punkt e, in welchem diefelbe eine unbekannte 
Sehne unter den Winkel p halbirt. Man fol den Kreid be: 
Schreiben. 

Analyfis: Daab und aß Sehnen eines Kreifes find und ° 
fih in e fehneiden, fo ift 

- aeXxeb=aexeß (35.) 
und weil «ß in e halbirt werden foll, fo it «e = eß 
alfo auch ae eb = (ae)? 

Nun ift ae und ch gegeben, folglich auch «e (11. 14.), und 
da Laecx = 'p ebenfalld gegeben ift, fo 
ift die Lage des Punftes « beflimmt; nun 
find aber auch die Punkte a und b gege: 
ben, folglich der Kreis, in deffen Umfang 
die Punkte «, a und b liegen (Aufgabe ° | 
230.), und in welhem auch ß liegen muß. 

Auflöfung. Sude die Seite eines 
Quabratd, das dem Rechteck ae X eb 
gleih ift (II. 14.), made |_ae« = p und ca ber gefimbenen | 
Seite ded Quadrats glei, und befchreibe endlich einen Kreis, in 
deffen Umfang die Punfte a, « und ß liegen, fo ift das Verlangte 
gefchehen. 

Aufgabe 333. Man foll von einem außerhalb eines Kreifts 
gegebenen Punkte eine Secante durch denfelben ziehen, fo daß der 
außerhalb des Kreifed liegende Theil derſel⸗ 
ben halb fo groß wird, als der Zheil, wels 


cher Sehne des Kreifes ift. / \ 
Gegeben der Kreis und der Punkt ec. DE 2 
Geſucht eß, und es foll feyn ex = * N 


Punkte e ziehe bie Tangente em an ben 
Kreis (17.), fo ift 
(em)? = ea x eß (36.) 
und weil cß = ca J aß = ea -+ 2 (ce) 
3 (ce) 


/a («B). | \. 
Analyfis. Bon bem gegebenen / 
- ; = N 


Nu 


fo ift aud) (em)? — (ex) x 3 (ea) — 3 (ea)? 
und baher er, = (ea)? 


alſo em == (ea). 


Nun it em gegeben, und baher auch —* und folglich | das 


Rechteck em — — alſo m e« ebenfalls, — und da e der 


Lage nach gegeben fo iſt auch der Punkt a gegeben. 
Auflöfung. = ſuche die Seite eines Quadrates, das 


ben Rechte? em x 5 glid ift (II. 14.), und befcpreibe mit 


der Seite biefed ER au e einen Bogen, ſo ſchneidet diefer 

den gegebenen Kreis in dem Punkte a, daß ea = 7, (aß) wir. 
Aufgabe 33%. Innerhalb eined Kreifes ift ein Punkt c ge 

gegeben; man fol durch biefen Dunft eine 

Sehne ziehen, bie in diefem Punkte fo ges 

theilt wird, daß ber eine Theil zwei Mal fo 

. groß, als der andere ill. . 

-Analyfis; Bieht man durch dem ge 
gegebenen Punkt e den Durchmefier ab, fo 
ift ae und cb gegeben. Nun ift 

aexeb=e«ee x cß 

und weil cß — 2 (ae) ſeyn fol 
ae xcb = ac x 2 (ac) = 2 (ee)” 
ae x eb 


folglich — 
und daher = > chb —= (ve). 
Da nun ae und eb gegeben find, fo ift auch das Nedted 
z >< eh gegeben, und baher die Geite «e des Quabrats, das 


diefem Rechte gleich iſt; aber auch der Punkt e iſt gegeben, folg: 
lich auch der Punkt &, und daher aß ber Größe und Lage nad. 
Aufgabe 335. Es iſt cin Winkel ꝙ gegeben, und in dem 
einen Schenkel ein Punft a, und eine gerade Kinie, ber Lage nach, 
welche biefen Echenkel in beim ebenfalls gegebenen Punfte d nor: 





= (ae)? 





— 5 — 


mal fehneidet. Man fol in diefer Linie den Punkt x fo beftimmen, 
dag wenn man von demfelben bie Normale xm auf den andern 
Schenkel des Winfeld Y fällt, diefe dem Abſtande des Punktes x 
von dem gegebenen Punkte a gleich wird. 

Analyfis. Nimmt man db — da und zieht xb, fo ifl, 
weil dg normal auf ab feyn foll, 

sb ==xa — 
es ſoll aber auch ſen fr 

mx = xa 
folglich it xb = ım ==xa 
und daher x der Mittelpunkt eines 
Kreifes, der durch die Punfte a, 
b und m geht, und ba xın nors 
mal auf dem Schenkel em bed 
Winkels p ſeyn fol, fo iſt em eine Tangente des Kreifed, die 
denfelben in m berührt, während die eb in a und b von dem 
Kreife gefchnitten wird. Hiernach ift 

eaxeb = (em)* 

Nun ift ea und eb gegeben, alfo auch ba Rechteck ea><ch, 
und folglih die Seite em des Quadrates, das dieſem Rechteck 
gleich iftz da nun e gegeben ift, fo ift auch der Punkt m gegeben, 
umd folglich die Normale mx ber Kage nach, und daher der Punkt 
x, in welchem fie die ebenfalls der Lage nach gegebene Normale dg 
ſchneidet. 

Aufloͤſung. Nehme db — da und ſuche die Seite bes 
Quadrats, welches dem Rechteck ea >< ch gleich ift (TI. 14.), oder 
(Aufg. 326.), nehme eın gleich dieſer Seite und errichte in m eine 
Normale em, fo ſchneidet diefe die dg in dem geſuchten Punfte x. 


Aufgabe 336. Zwei Punfte und eine gerade Linie find der 
Lage nad) gegeben; man foll einen Kreis beſchreiben, der durch dieſe 
Punkte geht und die der Lage nach gegebene Linie berührt. 


Analyfis. Sind a und b in ber obigen Figur die gegebe: 
nen Punkte und em die gegebene Linie, fo muß, wenn man ab 
in d halbirt und die Normale dg auf ab errichtet, in dieſer Nors 
male der Mittelpunkt x liegen, und e3 muß ſeyn xm=xa=xb. 
Die Aufgabe ift daher der vorigen gleich. 


Aufgabe 337. Der Winkel meb = 9 if gegeben, und 
die Schenkel deffelben find in m und. b begrenzt; man foll einen 
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Kreis beichreiben, von welchem em eine Tangente iſt, die den Kreis 
in mı berührt, und es foll biefer Kreis durch den Punkt b gehen. 
Analyfis. Schneibet ber Kreis, der 
durch den Punkt b geht und em in m berührt, 2 
bie eb in a, fo ift 
(em)? —= eb X ea. 
Nun ift em gegeben, alfo auch (em)?, 
und daher das Rechteck ceb>< ea, und da bie 
- Seite eb defjelben gegeben ift, fo ift ea ebens 
fall8 gegeben, wodurch der Punkt a beftimmt _ 
iſt. Da nun aber auch die Punkte b und m 
gegeben find, fo läßt fich der Kreis befchreiben 
(Aufg. 230.) b 


Anmerkung. Die Aufgabe läßt ſich einfacher auf folgende Art loͤſen: 
Man verbinde m mit b, erridhte in dem Halbirungspunkte biefer Linie eine Nor. 
male, unb auch in m eine Rormale auf me, fo ſchneiden ſich die beiden Now 
malen in dem Mittelpunkte bes geſuchten Kreifes, 





Aufgabe 338. Es ift ein Dreied gegeben; man foll in der 
einen Seite bejjelben einen Punkt befiimmen, der von diefer Site 
ein Stud abfchneidet, das dem Abflande diefes Punktes von der 
andern Seite gleich if. 

Gegeben Aabe. 

Geſucht der Punkt x, fo daß, wenn 
xd normal aufab gezogen wird, xd— 
xc if. 

Analyſis. Dan ziehe cd, fo ift 
Acxd gleichfchenklig. Da nun Ib ge | 
geben ift, fo ift auch gegeben Ldxc a 
—=R-+b (Il. 32, 

folglich ft _Lxced+- Lxdc=R — b 
und weil xc = xd, fo ift I_xdc — Lxcd; bdiefe Winfel find 
alfo gegeben, und daher die Linie cd der Lage nad, und folglich 
auch der Punkt d, und burch diefen der geſuchte Punft x. 


Anmerkung. Diefe Aufgabe ift ohne Beipülfe der 3 Ickten Säge dis 
Sten Buches gelöf't, und nur defmwegen bier aufgenommen worden, weil fie der 
vorhergehenden Aufgabe verwandt iſt. 


—, - 
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Aufgabe 339. Es ift ein Kreis gegeben und eine gerade 
Linie der Größe und Lage nah; man fol einen Punkt in dem Um: 
fange des Kreifes von der Art angeben, daß wenn man vorı den 
Endpunften ber gegebenen Linie durch diefen Punkt Secanten durch 
den Kreis zieht, diefe denfelben fo treffen, daß die Linie, welche ihre 
Endpunkte verbindet, der gegebenen Linie parallel ift. 

. Gegeben der Kreid «ßx und die Li⸗ 
nie ab der Größe und Lage nach. £: 
Geſucht der Punkt x, daß wenn durd) 


x die a und b gezogen werden, und man * 
a mit ß verbindet, «ß parallel ab iſt. 

Analyfis. An « ziehe die Zangente 
ad, welche die ab in d ſchneidet, fo ift nz 


Laad—Lbße (32) dd > 
weil aber «ß der ab parallel feyn fol, fo iſt 
[ba = |I_xba 
folglich ift au Laaxd = L.xba, 
da nın I_dbx = I_dbx 
“pi LaeddFLdex—Lxba + ld = 2 R 
und daher ift bxad ein Viereck im Kreife (22. Zuf.) 
biemad it ax X aa = ab X ad (36.) ; 
Wird aber von a bie Zangente am an ben Kreis gezogen, 


ii: 
ax x ae == (am)? 

folglich ift au) ab < ad — (am)? 

Nun ift: aber am gegeben und aud ab, folglich fann ad ges 
funden werden, und es ift daher auch d gegeben, und fomit die 
Tangente de, welche von d an den Kreis fich ziehen läßt. Da nun 
hierdurch « gegeben ift, fo Pennt man a«, und daher den Punft x. 

Auflöfung. Man ziehe von a die Zangente am an ben 
Kreis (17.), fuche eine Linie x von der Art, daß ab > x = (am)? 
(Aufg. 326.) und nehme ad — x, von d ziehe man die Tan⸗ 
gente dx an den Kreis,, und verbinde « mit a, fo fehneidet diefe 
>» den Kreid in x fo, daß wenn man bxß und hierauf «PB zieht, die 
aß der ab parallel if. 

Aufgabe 340. Ein Kreis und ein Durchmefjer beffelben 
find der Größe und, Lage nad gegeben, und an bem einen Enbs 
punkte des Durchmeflers iſt eine Tangente gezogen; es foll in dies 
fer Tangente ein Punkt fo beflimms werden, daß wenn man deu⸗ 


felber : mit dem andern. Enbpunfte des Durchmeſſers verbindet, ber 
Theil biefer Linie, welcher zwiſchen der Tan⸗ | 
gente und dem Kreife liegt, einer der ‚Größe — | 
nach gegebenen Linie, gleich ift. | | 
... Gegeben der Kreis, der Durdmefir d 
ab veffelben, die Linie & der Größe nad, 
und die Zangente am des Punktes a ber 
Lage: nad). R 
Geſucht ber Punkt x, daß wenn ıh. . 
gezogen wird, xd = e if. | 


Analyfis. Es ift | Beer 
(sb)? = (ax? + (ab)? (1.47) 
aber (bj? — xd > xb-+-db><xb (H. 2.) 
alfo dx xb + + db x -dbxXxb = (ax? + (ab). 





Nuıit xd>x<xb == (ax)? (36.) 
folglich it db x xb = (ab)2. 


Es koͤmmt alfo darauf an, diexd —= «fo zu verlängern, 
daß das unter der verlängerten Linie xb und der Verlängerung 
derfelben Ab enthaltene Rechteck dem Quadrate der gegebenen ab 
gleich wird, und diefe Aufgabe laͤßt ſich nach Anleitung Aufg. 327. 
loͤſen. Folglich iſt bx der Größe nach gegeben, aber auch der 
Punkt b ift gegeben und am ber Lage nach, alfo auch der gefuchte 
Punkt x, in welhem am von bx gefchnitten wird. 


Aufgabe 341. Es find drei Punkte gegeben; man fol durch 
zwei biefer Punkte einen Kreis befchreiben, fo. daß, wenn man von 
dem ‚brüten Punkte eine Tangente an biefen Kreis biefe-einer 
gegebenen Linie ‚gleich ift. 

Gegeben, die Punkte &, B, y, und die Linie m det Größe 
nach. 

Geſucht ein Kreis, der durch « und ß or, und es gen, die 
von 7 an dieſen Kreis gezogene Tangente:  - fee) 
* d ber gegebenen m gleich feyn. | 

Analyfis. Ziehe ya, und es 

ſchneide diefe den Kreis in x, fo ift 
IX X ya (pd)” 

Nun ift d m gegeben und au) 
ya gegeben, folglich kann px gefunden 
werben, und es iſt hierburch ber Punkt 
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x ber. Lage nach beſtimmt. Aber quch bie Punkte ce und £' find 
gegeben, folglich der ‚Kreis, welcher durch &,.ß und.x. geht ¶ Auſg 
230 und dieſer iſt der gefuchte Kreis, > 


Aufgabe 34%. Drei Punkte find gegeben; man bu einen 
Kreis befchreiben, der durch einen diefer Punkte geht, und es -follen 
die Zangenten, welche von den beiden andern Punkten an ben Kreis 
gezogen werben "Tonnen, zwei ber Größe nach gegebenen Linien 
gleich ſeyn. 


Aufgabe 343. Es iſt eine 1e begrenzte gerabe Linie der Croͤhe 
und Lage nach gegeben, und eine andere der Tage nach; mar. foU 
einen Kreis befchreiben, ber burch den’ einen Endpunkt der begjrenz: 
ten Linie geht, und deſſen Mittelpunkt in der der Lage nach ge— 
gebenen liegt, und es foll die von dem andern Endpunfte an dieſen 
Kreis gezogene Tangente einer ebenfalls gegebenen Linie gleich ſeyn, 
die jedoch kleiner iſt als die erſtere. 


Auf gabe 344. Ein Kreis iſt gegeben, * in dem um fange 
defjelben ein Punkt; man ſoll durch, diefen Punkt eine Scecantı: von 
gegebener Länge ziehen, fo daf, wenn man:von dem Enbpunfte Dies 
fer. Secante eine Zangente an ben Kreis ‚zieht, dieſe einer gege benen 
Tinie gleich. iſt. " 

"Gegeben ber’ Kreis und ber Punft a % bem Umfange def. 
Telben, die Secante’ab und bie Tangente . | 
bm ber Größe nah. | — 

Gefucht der Punkt x, in welchen tie bb 
ab'den Kreis ſchneidet. ’ | 
N = iſt (bm)? a.bar. 
sabx 8* 
Da nun bm er ba gegeben find., ſo 
kann bx gefumden werden, und es ift daher 
auch ax gegeben, und da der Punkt a ges 
geben ift, fo ift Hierdurch der Punkt xinded °—, NS, ha 
Kreifes Umfang beftimmt. | a 

‚Aufgabe 345. Innerhalb eined — ſi ad zwei Duntte 
a und b gegeben; man ſoll in: dem Umfange des Kreiſes einen 
Punkt x angeben, ber bie Eigenfchaft ‘hat, daß wenn man. von 
demfelben dur a und b die Linien x amd PB gieht, welche den 
Kreis in « und B fehneiben, :unds man hierauf (ee) ‚eilt. ß — 
die aß der ab parallel iſt. « 





‘Auflöfung. Durch b ziehe eine Linie, welche den Kreis in 
p un) q ſchneidet, und verlängere ab bis d fo, dag ab x hd 
— gb x bg wird. Bon d ziehe eine Tangente dß an ben 
Kreis ; wird nun von ß durch b eine Linie gezogen, fo ſchneidet dieſe 
den Jtreis in dem gefuchten Punkte x. 
Beweid. Es if 
pb x bq== ab>xbd (p. c.) 
und pb>xbqg = xbxX bPB (35.) 
daher ab xXbd—=xb X bp 
folglich liegen die Punkte a, 6, d und. 
x in dem Umjange eined Kreifes (Beis 
lage XVII. Nr. 6.) 
und es ift daher I_xad=1_xPd (21.) 
Nun ift aber au, wenn manxa 
bis on den Kreis verlängert, und ben 
— a mit B verbindet 
LExßd = 1_xaß (32.) 
alfo it au Lxad — Laß 
und haher «ß parallel ab. 


"Aufgabe 346. Es find zwei concentrifche Kreife gegeben, 
und in dem Umfange ded größern ein Punkt; man foll von bie 
fem Punkte aus eine Linie durch ‚die Kreife ziehen, welche den ins 
nern Kreis fo fchneidet, daß dadurch die Linie, infofern fie Sehne 
des groͤßern Kreifes ift, in drei gleiche Theile getheilt wird. 


Aufgabe 347, Ein Kreis ift ber Größe und Lage na) ge⸗ 
geben, und die beiden Punkte a und b der Rage nah. Man foll 
einen Kreis befchreiben, der durch die Punkte a und b gebt, und 
ben gegebenen Kreid berührt. 


Auflöfung. Sude in dem Um⸗ 
fange des gegebenen Kreiſes k den 
Punkt x, der die Eigenfchaft hat, daß 
wenn man von a und b durch x die 
gerade Linien axc, bxß zieht und « 
mit B verbindet, aß parallel ab ift 
(Aufgabe 338.) Hierauf befchreibe 
einen Kreis, der durch a, b und x - 
geht (Aufg. 230.), r iſt dieſer der 
geſuchte Kreis. 








Beweid. Man ziehe duch x an den Kreis k die Tangente 

mn, fo ift e 

Lem — Ls (32.) 
und weil «aß parallel ab LB = Ib 


folglich u Laexm—=Lb 
da nun I_&axm == Laxn (I. 15.) 


ſo it _Lb= Laxn 
und baber mn auch Zangente ded befchriebenen Kreifes abx: Wer⸗ 
den nun die Mittelpunfte beider Kreife mit x verbunden, fo flehen 
beide normal auf mn (18.), und liegen daher in geraber Linie 
(I. 4.) Folglich berühren die Kreife fich in x (12.) 


Aufgabe 348. Ein Kreid ift gegeben umd drei Punkte m, 
n und a, bie in geraber Linie liegen; man fol in des Kreiſes Um: 
fang den Punkt x fo beflimmen, daß wenn nx und mx gezogen 
werden, diefe den Kreis in b und c fo fchneiden, daß die Punkte 
b und c mit dem dritten Punkte a in ga Linie liegen. ‚ 

Auflöfung. Won m ziehe 
die Zangente ma an den Kreis und 
fchneide mn in d fo, dab md x 
‚mn == (ma)? (Aufg. 327.) wirt, 
‚Hierauf fuche den Punft c, daß wenn 
von a und d durch c die Linien 
ab und dß gezogen werben, bB 
parallel ab ift (Aufg. 338.) Zieht 
man nun von m durch c die gerabe 
Linie mcx, fo fihneidet diefe den 
Kreid in dem gefuchten Punkte x. 

Beweis. Man ziehe xb und xn; da ach eine gerade Li: 
nie ift, fo bleibt nur zu bemeifen, daß x durch ven Punkt b-geht, 
daß alfo xb und xn zufammen fallen. Es ift 

md X mn = (ma)? (p. c.) 
und mc X mx == (me)? 186.) 


afo md>x< mn = mc x mx. 
Folglich liegen die Punkte d, n, x und c in dem Umfange 
eines Kreiſes, nach Beilage Xmn. Nr, 6 
Folglich ift mds = Lmxn 22.) 
weil aber bB parallel ad, fo iſt auch 
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AUmdß=1_.dpb 
alfo iſt "ULmxn = L_dßb 
da nın 1-dßb = Lmxb_ (21.) 
\ fo folgt I_mxn = [msb 


und es liegt alfo xn mit xb in gerader Linie. 


Aufgabe 349. Man ſoll von einem außerhalb eines Kreifes 
gegebenen Punkte m die Linie mab fo durch den Kreis ziehen, daß 
ab die Sehne eines Bogens wird, zu welchen ber arahene Wins 
kel p als Peripheriewinkel gehört. | 


... Auflöfung.: An irgend einen =: 
Punkt x des Kreisumfanges ziehe die Tan⸗ 
gente, &, und trage ‚an denfelben den 
Winkel yaß = p.an. Wird nun von 
'm aus die mab fo gezogen, bag ab 
aß (Aufg. 281. Ir fo if das Verlangte 
geſchehen. | 

Auf gabe 350. Es iſt ein Kreis gegeben unb drei Punkte 
a, b und c; man foll ein Dreied «ßy in den Kreis bejchreiben, 
defien Seiten ober deren Derlängerungen durch die Punkte a, b 
und c gehen. 


Auflöfun g. Ziehe von b-eine Tangente * an den — 
und ſchneide ba in m, fo daß 
bm x ba = (bp)? 
Bon m ziehe die Tangente 
m q an den Kreid und ziehe 
mc,' und ſchneide biefe Linie 
inn, daß 
mn .x mc = (mg)”. 
Aus n ziehe. die gerabe Li⸗ 
nie nde durch den Kreis, daß 
der zu dem Bogen de gehoͤ⸗— 
sige Peripheriewinkel.dße =, 
U bme wird. Berbinde m — — 
mit d, welche Linie den Kreis in @ ſchneidet; wird nun von b durch 
@ die gerade Linie bay gezogen, und von c die coß, fo iſt, wenn 
man enblih yß zieht, «ßy bad verlangte Dreieck. 
Beweis. Es koͤmmt blos darauf an, zu beweiſen, daß vB 
mit ya in gerader Linie liegt, 








— 
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ba (mg? =mnxXmc (pc.) 
und aub (mg)? = max md (36.) 
fo ft mn X mc = me X md. 
Folglich liegen die vier Punkte &, n, c, d in bem Umfange 
eined Kreifes, und es ift baher 
IUnc«a = L.onda. 
Bird aber Be gezogen, fo ift «dep ein Viered im Kreife, 
und baher 





Ind«a = Leße 
folglich it auch Laße — Lance 
und daher Be parallel mc. 
Da nun Reßd — Lemb (p F 


fo iſt auch Bd parallel ab. 
zn ft Uma ß = L!dinb 
da nun, Lmdß =; Layß. @is 
fit L.dmb = Ley: 
Beil aber (bp), — bm x ba (p.c) 
und (bp)? = ba x<b 86.) 
fit bm xbambexıhr:: —A 
und daher & m a y ein Biereck im Kreiſe ÄRA AN, Ar, 6) 


Folglich ift u 
— L — 
* dem Dbigen iſt — auch 
— — 
ſolguch i ns = Laya.ı.. 
und es fänt daher FB mit ya zufammen. 


ar} j ' „Er 
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Das vierte Buch der Elemente. 





‚Ertläcu ngen. 


1) Eine getablinige Figur beißt‘ in eime gerablinige Fi» 
gur beſchrieben, wern- jeder Winkel der eingefchriebenen eine 
Seite derjenigen trifft, in welche fie beſchrieben ift. 

2) Eine geradlinige Figur heiße um eine gerablinige Fi: 
gur bef&hrieben, wenn‘ jede Seite der umgefchriebenen einen 
Winkel derjenigen Trifft, um: welche fie befchrieben iſt. 

3) Eine gerablinige Figur heißt in einen Kreis befhrie 
ben, wenn jeder Winkel‘ ber eingefchriebenen Figur des Kreifes Ums 
fang trifft. A: ee 

4) Eine gerablinige- Figur heißt um ein en Kreis beſchrie— 
ben, wenn jede Seite der unigefchriebenen ‘Figur des Kreifes Ums 
fang berührt. a ————— 

5) Ein Kreis heißt in eine geradlinige Figur befchrie 
ben, wenn bed Kreifed Umfang jede Seite der Figur berührt, in 
welche ex befchrieben ift. | 

6) Ein Kreis Heißt um eine gerablinige Figur befchries 
ben, wenn ber Umfang des Kreifes jeden Winkel der Figur trifft, 
um welche er befchrieben ift. 

7) Eine gerade Linie heißt in einen Kreis eingetragen, 
wenn ihre Endpunkte in des Kreifes Umfang liegen (fie alfo Sehne 
des Kreifes ift). 


Anmerkung. Bei bem Befchreiben einer gerablinigen Figur A in eine 
andere B wirb zwar gewöhnlich vorausgefegt, daß in jeder Seite der B ber Schei⸗ 
tel eines Winkels von A liege, und es werden daher hierbei die beiden Figuren, 
als von gleich vielen geraden Linien eingefchloffen, angenommen; doch laͤßt ſich 
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der Begriff auch auf ſolche Figuren ausbehnen, bie nicht gleich viele Seiten 
haben, und man kann hiernach immer ſagen, es iſt A in B beſchrieben, wenn 
jede Ede von A mit einer Seite von B zufammen trifft, wobei weder in allen 
Seiten ber B eine Ede der A liegen müffen, noch iſt es nothwendig, daß nur eine 
einzige Ede der B in einer Seite ber A Liege, Dat A weniger Seiten als B, 
fo bleiben Seiten der B übrig, in welchen feine Ecken der A liegen. Dieſes tft 
4 B. ber Ball,- wenn man ein Dreied in ein Viereck hineinzeichnen will. Hat 
A aber mehr Eden al3 B, fo müffen in einzelnen @eiten ber B zwei Eden ber 
A liegen, wie dieſes 4. B. der Bau ift, wenn ein Viereck in ein Dreieck hinein⸗ 
gezeichnet werben fol. So oft indeffen zwei Ecken der A in berfelben Seite ber 
B liegen, fällt eine Seite ber A mit einer Geite der B zufammen, fo daß beibe 
biefelbe Lage haben, Auf biefe mr kann — ein Scheck in ein Dreicd 


hineingezeichnet werden. 


— — 


IV. Satz 41. Aufgabe. 


Man fol in einen gegebenen Kreis abd 'eine der gegebenen 
geraden Linie m, die jedoch nicht größer als des Kreifes Durchmeffer 
feyn darf, gleiche gerade Linien eintragen. 

Auflöfung. Biehe des Kreis 
fe8 Durchmeffer ad. Iſt nun ad 
— m, fo ift dad Verlangte gefche: 
ben; ift aber ad > m, fo nehme 
man ae — m (I. 3.), beſchreibe 
aus a mit ae einen Kreis, ber den 
gegebenen in b fchneibet. Wird nun u. 7 
ab gezogen, fo ift biefe die ll il Fo 
Linie. 

Beweid. Es iſt ae — (pe 3 rn 

und ab =ae (l. 15. #. 
fig ab im * 


IV. Sag 2. Aufgabe. 


In einen gegebenen „Kreis 2 Ianön- ‚ein 2 Dechel — 
das mit einem gege 
benen Dreied aßy- 
die Winkel gleich bat... 

Auflöfung. An 
irgend einen Punkt 
c des Kreisumfanged 
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ziehe die Tangente dee (III. 16.), lege an c ben Winkel dcb 
— Lew Leca = IB ‘und ziehe ab, fo ift Aabc bas 
verlangte Dreied. 

Beweis, Da Ldcb—=Le (p. c) 

und Ldeb — La II. 32.) 
fo ift. Ra La=la 

und aus gleichen Gründen Lb — L_B I 

folglich iſt ach Lach = Ly (I. 32.) 

Das in den Kreis beſchriebene Dreieck abc hat alſo mit dem 
gegebenen A aßy die Winkel gleich. 


IV. Sag 3. Aufgabe. 


Um einen gegebenen Kreid fol man ein Dreieck befchreiben, 
das mit einem gegebenen Dreird a By die Winkel gleich hat. 





Auflöfung. Verlängere'aB zu beiden Seiten nach 5 und 
e, von des Kreifes Mittelpunkt & ziehe beliebig einen "Radius ge 
und lege in g an benfelben Legh = Lm — Lxum 
Legff= La —=%z ’ Dürgdie' Punkte ©, hund F ziehe 
Zangenten an beh Kräid, fo ſchneiden dieſe fi in a, b und c, und 
ed ift Aabc das verlangte Dreieck. 

Beweis. In bem Biered e hai „da jebes 
Dreiede zerlegt werden“ kann x N EN 
+ Le Femipbh + La—eR. 
dr Le= Rw Lh==R (II. 18) 

es ift alfo -L_m +La=2zR — 

aber auch lt — (I. 13.) 

folgi it Lm+t Lla=Lx + L_ßay 
da nun Lm- . —Lx | (pre) 
ſo of La=Lßap - 





u BE a 


Ans gleichen Gründen ift au Ib = L app 
und daher nn ILc—=L_ayß. 
Das um ben Kreis befchriebene.Dreied abc hat alfo mit dem 
gegebenen Aaßy bie Winkel gleich. 


IV. Satz 4 Aufgabe. 


Man fol in ein gegebenes Dreied einen Kreis befchreiben. 
Auflöfung. Halbire zwei Wins 

fel a und b des Dreiedö, fo ſchneiden c 

fi die Halbirungslinien ag und bg 

ing (©. 11.) Bon dem Durch—⸗ 

ſchnittspunkte g fälle die Normalen ga, 

gß, gy auf bie drei Seiten bed ß 

Dreiedd, und befhreibe au g mit 

einer diefer Normalen den verlangten 


Kreis. a y b 
Beweis. Da Eßbag — Lyag (p. c.) 
Ii5=Ly,=R 
und ag =ag ı 


foit Aagß I Aagy (I. 26,) 
folgli it gßB — gY 
und aus gleichen Grünten ge — gy 
es it ao ge — gß = gr 
und daher geht ber aus g mit ga befchriebene Kreis auch durch 
B und y, und da dieſe Linien normal auf den Seiten bed Dreiecks 
find, fo find die Seiten Tangenten des befchriebenen Kreifes. 
Zuſatz. Wird ein Winkel halbirt, fo ifk der normale Abftand eines jeden 
Yunktes ber Halbirungslinie von beiden Schenteln des Winkels gleich groß. 





IV. S5 Aufgabe. 


Um ein gegebenes Dreied foll ein Kreis befchrieben werben. 

Aufldfung. Halbire zwei Seiten a b 
und ac ded gegebenen Dreiedd abc, und 
errichte Normalen auf. den Seiten in diefen 
Halbirungspunften, fo fchneiden fich biefe in 
g entweder innerhalb des Dreiedö, oder in 
der dritten Seite beffelben, oder außerhalb 
de3 Dreiedd. Aus g befihreibe mit ga den verlangten Kreis. 
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Beweis. Erfier Fall. g liegt innerhalb des Dreieds. 
Biehe ga, gb, ge, fo iſt 
ad — cd (p. c.) 
Lad&gg=Lcdg=R 
dg =dg 


daher Aadg D Acdg, alſo ga = “ 
ba num aus gleichen Gründen gb = 
fo ii ga = gb = gc, und ber aus g mit ga — Kreis 
geht auch durch die Punkte b und c, und iſt alſo um das — 
beſchrieben. 

Zweiter Fall. g liegt in ber 
dritten Seite ab, ziehe ge, fo folgt, wie 
bei dem erſten Falle ga= gb = ge, und a b 
daß daher g ber Mittelpunkt ded um 
Aaboe befchriebenen Kreifes ift. 

Dritter Fall. g liegt außerhalb | ce 
ded Dreieds. Ziehe ga, gb, gc, ſo 
ift wieder an 
da= dc (p.c.) 
Ladg=Lcidg=R 


alſo Aadg D Acdg, und baher ga = gc 
und aus gleichen Gründen gb = gc 


alſo ga=gb = gc 
und es ift baher in biefem Falle wieder g der Mittelpundt bed um 
Aaboe befhriebenen Kreifes. 


Zuſatz. Es geht hieraus hervor, daß in dem erſten Falle 
Laceb ein Winkel des größern Abfchnittes, und daher fpig iſt, in 
bem zweiten Falle iſt derſelbe ein Winkel des Halbkreiſes, alſo ein 
rechter; und in dem dritten Falle iſt er ein Winkel des kleineren 
Abſchnittes, und daher ſtumpf (III. 51.) Iſt demnach in dem 
Dreieck abc der größte Winkel ach ſpitz, fo ſchneiden die Norma⸗ 
len ſich innerhalb des Triangels; ſie ſchneiden ſich in der gegenuͤber 
liegenden Seite ab, wenn der Winkel ach ein rechter iſt, und iſt 
Laeb ftumpf, fo m die Normalen fih außerhalb bed 
Dreieds. 
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IV. Satz 6. Aufgabe 


In einen gegebenen Kreis fol man ein Quadrat Befhreben. 


Auflöfung. Man ziehe bie beis 
den Durchmeffer ab und cd normal zu 
Cinander, und ziehe die Linienac, ch, bd, 
da, fo ift die vierfeitige Zigur acb.d das 
verlangte Quadrat. ! 

Beweis. Da ag =.gb (1.15. €) 
— = Lbge (p.c.) 
„gemBt 
fo ift — DI Abge, und daher ac = cb 
und aus gleichen Gründen ftac=ad= db 
bad Viereck achd iſt alfo gleichfeitig. 

Da’ ab ein Dürchmeſſer it, fo if Lach = R (TIL 31), 
und aus gleichen Gründen ift aud jeder der Binfel cbd, bda, 
dac ebenfalls ein rechter. 

Das Viereck iſt alfo rechtwinklig, und weil es nach dem Obi 
gen auch gleichfeitig ift, ſo ift es ein Duadrat F 30, €.) und in 
den Kreis befchrieben (3: E) — 


IV. Cu Aufgabe. 


Man foll um einen "gegebenen Kreis ein Quabrat befcpreiben. 

- Auflöfung: Biehe die beiden Durchs u 
mieffer ab und cd normal auf einander, und " ' 
durch die Endpunfte a, c, b und d berfel: 
ben die Zangenten dx, ap, vB» Bd, ‚To. iſt 
ayßö das verlangte Quabrat. 

Beweis. - Da bei c und A vechte 
Winkel find (IL. 18.), und auch bei ’g 
(p. c.) ſo iſt ay und auch I päralfel ab, 
und aus gleihen Gründen ifl-«d und —*— parallet cd, baber 
find «ab, bö und auch aß Parallelogramme, und eben fo ad, dy 
ebenfalld Parallelogramme. 

Folglich iſt ap = IB = . (d, 34.) 

und ad =yß=- Be 
banın ab = cd, 553 
Pit 2 8 a 76 
das Viered yß5 ift. alla Beihfeitige: „ bi 








men. d. 34.) nd _b = R (TIL 18), & 
ift alſo u La = R 
und aus gleichen Gründen find L5, 18 und [_3 ebenfalld redte 
Winkel, folglich ift æy80 rechtwinklig. Da ed nim auch gleich⸗ 
feitig ift, fo iſt diefes Viereck ein ee and um ben Kreis bes 
ſchtieben (4. €.) 


IV. Sat 8. Aufgabe. 


In ein gegebenes Quadrat abcd einen Kreis zu beſchreiben. 

Auftöfung. Halbire die beiden Seiten ab, be in « um 
B, ziehe durch diefe Punkte ay parallel ad, und Bö parallel ed, 
und aus dem Durchſchnittspunkte g biefer Parallelen befchreibe mit 
g« ben verlangten Kreis. _ 

Beweis. Es findag, gb, cg, gd Dorallelograman (p. ) 
daher die gegenüber liegenden Seiten ‚gleich | 
groß. Daaberab=bc (p.h.) 

eb = !;abumd bß = "Abe . 
fo it «b = bBß, und daher auhgß = ge ;;; - 
und aus gleihen Gründen If gy = EB... 
und gd = gy, al ge = ghB = gy = 
80; der aus g mit ga, beichriebene. Kreis 
geht alfo durch die Punkte c, ß, y und Ö, 
bei welchen rechte Winkel find, folglich berührt ber Kreis bie Sei⸗ 
ten ab, bc, cd, da in biefen — und iſt — in abed 
beſchrieben (5. €) 





Satz 9 tee 


' Um ein — Quadrat abcd einen Kreis zu beſchreiben. 
Aufldfung. Ziehe die beiden Dias 
gonalen ac, bd, und befchreibe aus dem 
Ä Durchſchnittspunkte g. berfelben mit ga den 
verlangten Kreis. - 
Beweis. Da da=ba 
‚de=bc 
und ac= ac. 


fit Aadc X Aabe: ! 


ao Lead=Lceab= %R 
und aus gleichen Gründen ft auh Lbda=t bde =, R 
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und daher Lcad = L_bda 
5 folglich it gd = ga. 
Eben fo wird aud) bewiefen, dag gd — ge und ge = gb, 
folglich ft ga = gd—=ge = gb. 
Der aud g mit ga befchriebene Kreis geht alfo durch die Punkte 
a, d, c, b, und ift daher um abcd befchrieben (4. €.) 


IV. Sa 10. Aufgabe. 


Man fol ein gleichſchenkliges Dreieck beſchreiben, in welchem 
jeder Winkel an der Grundlinie zwei Mal fo groß, als der ber 
Grundlinie gegenüber liegende Winkel ift. 

Auflöfung Man nehme eine 
beliebige gerade Linie ca, fchneide die 
felbe in d fo, daß (cd)? = ad X ac 
(II. 11.), befchreibe aus c mit ca 
einen Kreis, trage in benfelben ab 
— cd ein und ziehe ch, fo it Aabe 
daB verlangte Dreied. 
| Beweis. Ziehe bd und be 
fhreibe um A chbd ben Kreis bdce (4.) 

Da (cd =adxAac (p. c.) 
und ab — cd 

fo ift aub (ab)? = ad X ac 
und folglich ift ab eine Tangente des Kreifes bdce (IL. 37.), 
und hiernach iſt 

I[y=Le (I 32.) 
hierzu _x—= Lx 
gieb Ley Hd—mulc+Lrx 
da aber Lc+Lx=1 bda (. 32) 
fo it au Li(y+ x) = Lbda 
der Lꝙ 9 =Leba= La d.5.) 
daher u Lbda — La . 
und folglih it ba=bd (I. 6.) 
da nun ba==cd (p.c.) 
Pit bd=cd (I. 6) 
folglih Lce=Lx de.) 
Es war aber ud _Lc = Ly 
ao 2.Lc=Lek+y) 
naͤmlich it 2. Le= Labe=Lbac. 
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IV. Satz 11. Aufgabe. 


In einen gegebenen Kreis ſoll man eine gleichſeitige und gleich⸗ 
winklige fuͤnfſeitige Figur beſchreiben. 

Aufloͤſung. Beſchreibe ein gleichſchenkliges Oreieck &y0, in 
welchem jeder der beiden Winkel y und oͤ 
an der Grundlinie, zweimal ſo groß, als der 
derſelben gegenüber liegende Winfel x iſt (10.) 
In den gegebenen Kreis befchreibe ein Dreied 
acd, welches mit dem Aayö gleihe Wins 
kel hat (2.), fo daß 

Lacd=-LywLad=-138 
halbire die Winkel acd und adc durch ce | 
und db, und ziehe die Linien ab, bc, de, IN 
2 





ea, fo ift abcde die verlangte fünffeitige 
Figur. y 
Beweis. Vermoͤge ber Conftruction ift 
Icad=Lecd=L.ace = L_bda = [_cdb 
daher find auch die Kreisbogen, auf welchen dieſe Winkel ſtehen, 
einander gleich (III. 26.), und es ift alfo 
Bogncd=de=ca= ab bc 
und es find alfo auch die zu dieſen Bogen gehörigen Sehnen gleich 
groß (III. 29.) 
Folglich ift abcde gleichfeitig. 
Da nad dem obigen Bogen ab = Bogen de 
und s bed = =» bed 


fo ift auh Bogen abcd = Bogen bede 
und daher it Laed = Lbae (III. 27.) 
Da num aus gleichen Gründen auch feyn muß 
I[cba=l_dcb= Ledce = Laed 
fo ift abcde aud ON und fie iſt in ben Kreis befchries 
ben (3. €.) 


IV. Sas 12. ufgab e. 


Man ſoll um einen Kreis eine gleichſeitige und gleichwinklige 
fünffeitige Figur beſchreiben. 

Auflöfung Sind a,b, c, d, e bie Winkelfpigen. einer 
gleichfeitigen und gleichwinkligen fünffeitigen Figur, die in ben 
Kreid beſchrieben ift (11.), fo daß hiernach die Bogen ab, bc, 
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cd, de, ea gleich groß find, fo ziehe man durch dieſe Punkte bie 
Zangenten aß, By, yd, ds, gu an ben 
Kreis (III. 16. Zuf.), fo iſt æ6 66 bie 
verlangte Figur. 
Beweis. Ziehe die Linien ab, 
bc, cd, de, ea und die Halbmeffer 
ga, gb, gc, gl, ge. 
Da die. Bogen ab und bc gleich 
groß find, fo ift aud) 
ab = bc (ill. 29.) 
aber bg = bg 
und ga= gc 


folgih it AagbI Acgb dl. 8) 
und daher Ugba — I_gbe und Lgab = Lgcb 
nun it Lebß = Lgby=RLogaß = Lgey=R (pe) 
alfo it Labß = Leby und Lbaß = Lbcy (©. 3.) 
und da auh ab = bc 
fo fügt Aaßb ® Acypb, und es iſt daher 
Lß=-LyrwubB =by 
und aus gleichen Gründen iſt 
y=-Lld m coy=cd 








Lö=Ls: dö= ds 
s=-Le eg= er 
Leæ = LBß au = aß 


die fünffeitige Figur a60 ift alfo gleihwinklig, und jede Seite 
verfelben wird in dem Punkte, in welchem fie den Kreis berührt, 
halbirt. | 
Wegen ga = gbif_gba= Lgab (I.5.) 
ober I_gbß = Igaß=R 


folglich it au WLabß = Lbaß (©. 3.) 
und es iſt daher aß=bß_ cl. 6.) 
alfo it auch 2 (aß) = 2 (bP). 
Nach dem Dbigen aber iſt 2 (aß) = «ß und 2 (bf) = by 
folglich ift au aß = Py 
und aus gleihen Gründen Py = yi.= ds= Eu 
bie um den Kreis befchriebene Figur ey ds iſt alfo gleichfeitig, 
und alfo gleichfeitig und gleichwinklig, wie verlangt "wird. 
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IV. Sag 13. Aufgabe. 


In eine gegebene gleichfeitige und gleichwinklige fünffeitige Fi: 
gur abcde foll ein Kreis befchrieben werben. 

Auflöfung. Halbire zwei bez 
liebige Winkel a und b ber Figur 
mittelft der Linien ag und bg. Aus 
dem Punkte g, in welchem fie zufams 
men treffen, fälle die Normalen ga, 
gß, gY, gd, ge auf die Seiten der 
Figur, und beſchreibe aus g mit einer 
diefer Normalen den verlangten Kreis. 

Beweis. Dan ziehe gc, gd und ge, 

Da Lgab = |_gae (p- c.) 
ab=ae (ph) 
und ag = ag 
fit AgabD Agae,afopl_gba = Lgea 
nun it Labe= 2.1 gba (p.c) 
alſo ft au Labe= 2.Lgea 
abe Labe = Laed (p.h.) 
folglih Laed—= 2. Lgea 

Der Winkel der Figur bei e ift alfo durch eg halbirt, und 
aus gleichen Gründen werden bie Winkel bei d und bei c dur 
dg und cg ebenfalls halbirt. h 

Da Lgas= Lgae 

Lasg=-laag=-R (pc) 
und ag= ag 
fit Agas& Agae, alſo gs = ge 
und auf gleiche Weife folgt, dag auch ga — gß = gr = gi. 

Die aus g auf die Seiten der Figur gefällten Normalen find 
alfo glei groß, und es geht daher ber aus g mit einer diefer Nor: 
malen befchriebene Kreis durch die Punkte a, ß, Y, Ö, &, und da bei 
diefen Punkten rechte Winkel find, fo wirb ber Kreis von den Sei 
ten der Figur in biefen Punkten berührt, und berfelbe ift daher in 
bie Figur befchrieben (5. €.) 





IV. Sag 14. Aufgabe. 


Um eine ‚gegebene gleichfeitige und gleichwinklige fünffeitige Fi⸗ 
gur abcde fol ein Kreis befchrieben werden. 


u Bi 


Auflöfung. Halbire zwei Winkel a und b der Figur mits 
telft der Linien ag, bg, und befchreibe aus 
g, wo fie zufammen treffen, mit ga ober 
gb den verlängten Kreis. 

Beweis. Zieht man bie Linien gc, 
gd, ge, fo werden durch diefe Kinien die 
Winkel der Figur bei c, d und e ebenfalls 
balbirt, was fich, wie in dem vorigen Saße, 
beweifen läßt. | 

Hiernach it Lgba = L gab 

und folglich ga= gb "an 
und aus-gleichen Gründen ift gb = ge = gd = ge 
— Der aus g mit ga beichriebene Kreis geht ie durch die 
Winde a, b, c,.d, e, und ift daher um. die Figur befcprieben. 


IV. Sog 15. Aufgabe, 


An einer gegebenen Kreis fol man. eine gleichſeitige und wir 
winklige ſechsſeitige  Figur- befchreiben. 
Aufloͤſung. Biehe durch den Mittels 
punft g den Durchmeſſer eb, aus b bes 
— mit bg ben Kreis agch, aus a 
c ziehe durch den Mittelpunkt g die 
Ense ad, cf und ziehe ab, bc, cd, 
de, ef, fa, 13 iſt abedet die Me 
Big. ie 
Beweis. - Da in dem Kreiſe bfd 
ga-gb 
ui in dem Kreiſe agch bg = ba 
fo it Aabg gieicheitig 
und DR PR gleichwinklig, und es iſt daher 
Lagb = . 2RM, und wen ſo — 
Ebge» 2 Bu. max 
daher agb + Iibge S-% : R we Bi 
aber Ur ptzbte Hlcesd az (1,13) 4 
die folglich iſt auch edel R. 3° abi 
Da ſonach die drei Winkel-agb, bc, egäd gleichigröß find, 
. ab auch ihre Scheitelwinkel d g ey egt; fga- ebenfalls: gleich 
groß. Folglich find die ſechs, um g herumliegenden Winkel gleich: 
groß, und daher mich die Bogen, auf Welchen ſie ſtehen (EHE 26); 
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und die zu dieſen Bogen gehörigen Sehnen ab, bc, cd, de, ef, 
fa. Die Figur abcedef ift alfo gleichfeitig. 
Da nac) dem obigen Bogen fa = Bogen & 
und =abed= 's abed 


ſo ift aud Bogen fabcd = Bogen abcede 
* und daher I_fed = L afe art. 27.) 
und aus gleichen Gründen ift aub ILfab = Llabe — I_bcd 
= [_cde = L_def. Die Figur ift alfo aud) geiwintus und 
ſie iſt in den Kreis beſchrieben. 


Zuſatz. Hieraus folgt, daß die Seite einer in den Kreis zu 
beſchreibenden Figur mit ſechs gleichen Seiten dem Halbmeſſer des 
Kreiſes gleich iſt. Auch folgt aus dem, was von der Figur mit 
fünf gleichen Seiten gelehrt worden, daß wenn. man durch die 
Punkte a, b, c, d, e, f Zangenten an den Kreis zieht, hierdurch 
eine fechöfeitige Figur mit gleichen Seiten um ben Kreis befchrieben 
wird, - Ferner folgt auch, wie in und um eine Figur, mit ſechs gleis 
chen Seiten und gleichen Winkeln ein Kreis beſchrieben werben kann. 





IV. Sag 16. Zufgabe 

In einen gegebenen Kreis eine gleichſeitige und gleichwinklige 
fünfzehnſeitige Figur zu beſchreiben. | 

Auflöfung Es ſey ac bie Seite eines in den Kreis bes 
fchriebenen gleichfeitigen Dreieds (2.), und ab die Seite einer in 
den Kreis befchriebenen Figur :von fünf. . 5 —I 
gleichen Seiten (11.) ' Halbire den Bos 
gen be in e und ziehe be, fo iſt dieſe 
Linie die Seite der verlangten Zigur. 

Beweis, Wirb des Kreifes Um⸗ 
fang in 15 gleiche Theile getheilt, fo hält - N 
der Bogen abc, welcher der bitte Theil N 
des Umfanges ift, fünf, und der Bogen 
ab, als der fünfte Theil des Umfanges, drei von ben 15 gleichen 
Theilen des ganzen Umfanges, und der Bogen be hält daher zwei 
folde Theile. Da-bc in e halbirt ift, fo iſt be ein Fuͤnfzehn⸗ 
tel, und es läßt fich daher.die Seite be fünfzehnmal an einander 
im den Kreis eintragen ,-woburch eine gleichfeitige und gleichwinflige 
Figut von 15 Seiten in ben Kreis befchrieben wird, 
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Zuſatz. Aus dem, was von ber Figur mit fünf gleichen 
Seiten gelehrt worben, ergiebt fih, daß mittel der Zangenten 
durch ‚die 15 Theilpunkte des Umkreiſes eine Figur mit 15 gleichen 
Seiten und Winkeln um den Kreis befchrieben werden kann; und 
daß auch in und um eine gegebene Figur mit fünfzehn gleichen Sei: - 
ten und Winkeln ein Kreis fich befchreiben laͤßt. | 





Beilagen’ zu dem vierten Bude. 


— 


XIX. Das Wefen des vierten Buches der Elemente. 


Nachdem in: dem dritten Buche das Verhalten der Punkte, is 
nien und Winkel zu dem Kreife angegeben ift, bleibt jegt noch übrig, 
zu unterfüchen, wie gefchloffene - geradlinige Figuren überhaupt zu 
dem Kreife fich verhalten, und biefe Unterfuchung. bildet den Ges 
genftand des Aten Buches. Es iſt einleuchtend, daß dieſe Unters 
fuhung mit dem Dreied, ald der einfachfien Figur, beginnen. muß, 
für welches die Säge zugleich in der allgemeinften Form aufgeftellt 
werden fönnen. Bu dem Viereck Ibergehend, zeigt fich fogleich, daß 
nur: befondere Gattungen deſſelben in Betracht. gezogen werden koͤn⸗ 
nen, wie dieſes auch. bereitö durch. den 22ften Satz bes Sten Bus 
ches bekannt ift, und ed wirb daher, mit Uebergehung aller übrigen 
Formen; nur dad. Verhalten bed: einfachften der Dierede, nämlich 
des Quadtates zu dem Kreife, näher beflimmt. Dieſes Viereck, als 
eined gleichfeitig rechtwinkligen, führt zu dem Begriffe der gleiche 
feitig gleichwinkligen, alfo.der regulairen Figuren überhaupt; 
und. ed wird hierdurch bie Unterfuhung auf die allgemeine Frage 
zurüdgeführt: welches ift das Verhalten regulairer Figuren zu dem 
Kreiſe? Obgleich. nun Hierbei: zunäcft nur dad .regulaire Fuͤnfeck in 
Betracht gezogen: wird, fo erhält bie ‚Erörterung deſſelben doch eine 
fo allgemeine Form, daß die Zahl der Seiten, von welchen bie Figur 
eingefchloffen wird, nur ald untergeordnet erfiheint, und das Reſul⸗ 
tat, foweit eine geometrifche Ausführung überhaupt möglich ift, auf 
alle tegulairen- Figuren ohne Ausnahme fidy anwenden laͤßt. Nach⸗ 
dem hierauf noch zwei einzelne Aufgaben von dem regulairen 
Sechseck und Fuͤnfzehneck gelöf’t find, iſt hierdurch die Unterſuchung 


über die Abhängigkeit der: regulairen. Figuren vom dem Kreiſe, und 
über die Conftruction derfelben vollftändig erledigt. | 

Das vierte Buch überhaupt befteht nur aus 16 Sägen, bie 
ſaͤmmtlich Aufgaben find, und ed Ieht - v. 
die erfie, als Einleitung; dad Eintragen einer: gegebenen geraben | 
Linie ald Sehne in ben Kreis. ET | 

Die vier folgenden Aufgaben 2. bis 5. betreffen die Conſtruc⸗ | 
tion des Dreieds in dem Kreife, und umgefehrt. | 

Die bierauf folgenden vier Aufgaben 6. bis 9. beziehen ſich | 
blog auf das Verhalten des Quabrates zu bem Kreife. | 

Nachdem nun in den fuͤnf Aufgaben 10. bis 14. bie Eigen: 
thümlichfeiten des regulairen Fuͤnfecks und bie Abhängigkeit aller 
regulairen Figuren überhaupt von. dem Kreiſe ‚erörtert. find, wird 
noc) 
in ber 16ten Aufgabe bie Gonftruction des regulairen Sechsecs, und 
in der 16ten die deö regulairen Fuͤnfzehnecks gelehrt. 

Daß aber hierdurch nun. wirklich. die Lehre. von ben Grund» 
eigenfchaften ber regulairen Figuren überhaupt volftändig erfchöpft 
iſt, ergiebt ſich aus der folgenden Unterfuchung. über den Charakter 
der einzelnen Aufgaben des Aten Buches. 


1. Bon dem Dreied und bem Kreife. — 
Iſt ein Kreis gegeben, fo laͤßt ſich ſowohl in als sum denſel⸗ 
ben immer ein Dreieck von einer beſtimmten Form beſchreiben. Der 
Größe nach Fann das Dreieck natürlich nicht gegeben feyn , das in 
den gegebenen Kreis eingetragen, oder um denſelben beſchrieben wer⸗ 
den foll:: Die Aufgaben erhalten die allgemeinſte Fotm bereit das 
durch, daß es heißt, man fol in oder, um einen Kreis ein Dreied 
befchveiben, das mit einem gegebenen Dreieck die Winkel gleich hat, 
und. ünter- biefer Form werden diefe beiden‘ Aufgaben in.den Sägen 
2; und. 3.. gelöft. #7, | 
Iſt umgekehrt das Dreied gegeben, fo Tann man ſowohl in als 
um daſſelbe immer einen Kreis ziehen, von welchem in dem erſten 
Falle die Seiten des Dreiecks Tangenten und in dem zweiten Geh: 
— und dieſe Aufgaben: werden in: den Saͤtzen 4. und 5. 
geloͤſ't. * | 
Soll der Kreis. in dad Dreieck hineingegeichnet werben, jo muß, 
da der ganze: Kreis- in dem Dreieck liegt, auch der Mittelpunkt def 
ſelben innerhalb des Dreiecks liegen, und es laͤßt ſich Daher in biefem 
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Falle über die Lage bed Mittelpunftes nichtö weiter angeben. Wenn 
aber ein Kreis um ein Dreieck befchrieben wirb, fo hängt die Lage 
des Mittelpunftes von der befondern Form bed Dreiecks ab, und 
ed ergiebt fich bei der nähern Betrachtung, daß der Mittelpunkt des 
um ein Dreied befchriebenen Kreifed innerhalb diefes Dreiecks liegen 
muß, wenn das Dreied ein fpigwinkliges iſt; der Mittelpunft liegt 
in der einen Seite des Dreied3, wenn daffelbe-einen rechten Winkel 
bat, und er liegt außerhalb des Dreiecks, wenn es fumpfwinflig ift. 
Um zuglei bei ber Auflöfung der Aufgabe: „um ein gegebened 
Dreied einen Kreis zu befchreiben”» auf die verfchiedene Lage, die der 
Mittelpunkt haben kann, aufmerffam zu machen, werden bei dieſer 
Auflöfung in Sag 5. drei verfchiedene Falle unterfchieden, die wenn 
bie Lage bed Mittelpunftes unbeachtet bleibt, feinen Einfluß auf 
die Auflöfung felbft haben, und es läßt fich diefelbe daher einfacher 
in ber Art geben, wie bei Aufgabe 230, gefchehen ift. 


Bon dem Quadrate und dem Kreife.. 


Die vier Aufgaben von dem Quabrate und bem Kreife lehren: 
wenn ein Kreis gegeben ift, fowohl in als um bdiefen Kreis ein 
Quadrat zu befhreiben, Sat 6. und 7.5 und wenn umgekehrt ein 
Quadrat gegeben ift, wie fich in und um baffelbe ein Kreis be: 
fpreiben läßt, Sab 8. und 9. Indem nun hierdurch vorläufig 
darauf aufmerkfam gemacht wird, daß die gleichfeitigen und gleich? 
winkligen Figuren tıberhaupt wohl in einer nähern Beziehung zu 
dem Kreiſe ftehen mögen, erfieht man zugleich, daß es bei der nde 
hern Erörterung biefer Frage darauf ankömmt, bie vier Aufgaben 
zu löfen: 

1) in einen Kreis und 2) um benfelben eine gleichfeitige und 
gleichwinklige Figur zu befchreiben ; 

3) in eine gleichfeitige und gleihwinklige Figur, und 4) um 
biefelbe einen Kreis zu verzeichnen. 

Die Auflöfungen biefer — enthalten bie noch übrigen 
Saͤtze des dten Buches. 


Jede Figur, die gleichfeitig und gleichwinklig ift, wird regu: 
fair genannt; die noch übrigen Eäse des Aten Buched befchäftigen 
fih alfo mit dem Verhalten der regulairen Figuren überhaupt zu 
dem Kreiſe. 

24 - 
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Das regulaire Vieleck unb ber Kreis. 


In dem 10ten Sage wird die Aufgabe gelöftt, ein gleichfchenfs 
liges Dreied zu befchreiben, in welchem jeber Winfel an der Grund⸗ 
linie zweimal fo groß ift, ald der dritte Winkel. If nun ein Kreis 
gegeben und man befchreibt in denfelben ein Dreied, dad mit einem 
nah Sat 10. conftruirten Dreiede die Winfel gleich hat (2.), und 
werden bie Winfel an der Grundlinie dieſes Dreiedd halbirt, fo 
fchneiden die Halbirungslinien des Kreifes Umfang fo, bag durch 
diefe Durchfchnittspunfte und bie drei Spigen bed Dreiecks, bie 
ebenfalld in des Kreifes Umfang liegen, fünf Punkte von der Art 
erhalten werben, baß wenn man je zmei neben einander fiegende 
durch eine gerade Linie verbindet, hierdurch ein regulaires Fünfed 
in dem Kreife erhalten wird. Auf diefe Weife wird in Sag 11. 
die Aufgabe gelöf’t: „in einen Kreis ein regulaires Fuͤnfeck zu bes 
fchreiben, ” 

Die bei der Auflöfung dieſer Aufgabe angegebene Conftruction 
führt zundächft bloß zu dem Refultate, daß butch die in des Kreifes 
Umfang gefundenen fünf Punkte, der ganze Umfang in fünf gleiche 
Theile getbeilt wird; und bei dem Beweiſe wirb nun gezeigt, daß 
in Folge deſſen die hierdurch beflimmte Figur regulair ift, ohne dag 
hierbei die Zahl der gleichen Zheile, in welche der Umfang getheilt 
ift, irgend einen Einfluß bat. Die Auflöfung ber befondern Auf 
‚gabe von dem Fuͤnfeck führt baher zugleich zu dem ganz allgemeis 
nen Reſultate: 

Wird des Kreifes Umfang in irgend eine Anzahl 
gleiher Theile getheilt, und man verbindet je zwei 
neben einander liegenbe Punkte durch eine gerade Li— 
nie, fo erhält man hierdurch eine regulaire Figur von 
eben fo viel Seiten, in fo viel Theile des Kreifes Ums 
fang getheilt ift. | 

Der Beweis diefed allgemeinen Lehrs h 
fages ift durchaus nicht verfchieben von 
dem Beweife des 11ten Satzes, durch 
welchen die Gonftruction des regulairen 
Bünjeds gelehrt wird. Denn ift des Kreis 
feö Umfang abedn in irgend eine Ans 
zahl gleicher Theile getheilt, und find 
‚ab, bc, cd einige dieſer Theile fo, daß 

a 
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alfo dieſe Bogen gleich groß find, fo muͤſſen, weil zu gleichen Bo: 
gen gleiche Sehnen gehören (III. 29.), auch die geraden ‚Linien 
ab, bc, cd, welche die Endpunfte dieſer Bogen verbinden, gleich 
groß feyn. Daher ift die Figur, welche durch die Verbindung aller 
Theilpunkte, eines jeben mit dem nächfifolgenden, erhalten wird, 
gleichfeitig. i 

Da ferner der Bogen cd — Bogen ab (p. h.) 


:s and ⸗ and 


fo folgt, bag auch Bogen andc — Bogen dnab 
und da auf gleichen Bogen gleiche Peripheriewintel ftehen, fo ift 
bin _b=Lec. 

Und hieraus folgt, daß auch je zwei neben einander liegende 
Winkel der erhaltenen Figur gleich groß find. Die Figur ift alfo 
auh gleichwinklig. Sie ift daher gleichfeitig und gleichwinktig, 
und folglih regulair. 

Sol man alfo in einen gegebenen Kreid ein regulaires Vieleck 
befchreiben, fo koͤmmt ed bloß darauf an, des Kreifes Umfang in 
eben fo viel gleiche Theile zu theilen, fo viel Seiten dad Viele? 
haben fol. 

Die folgende Aufgabe, Sag 12., lehrt ein regulaires Fünfed 
um einen gegebenen Kreis zu befchreiben. Die Conftruction befteht 
darin, daß des Kreifes Umfang in fünf gleihe Theile getheilt wird, 
und daß man hierauf Tangenten durch bie Zheilpunkte an den Kreis 
zieht. Auch hier wird bei dem Beweife durchaus nicht darauf 
Kücficht genommen, daß der Umfang gerade in fünf gleiche Theife 
getheilt ift, fondern es ift bier bloß Vorausfegung, daß man den’ 
Umfang überhaupt in gleiche Theile getheilt hat. Diefe Aufgabe 
führt daher zu bem allgemeinen Refultate: 


Wird eines Kreifes Umfang in gleihe Theile ges 
theilt, und man zieht durch die Theilpunkte Tangen— 
ten an den Kreis, fo erhält man hierdurch ein regulai— 
res Vieled um ben Kreis, 


Iſt des Kreiſes Umfang abedn in irgend eine Anzahl 
gleicher Theile getheilt, und find ab, bc, cd einige diefer Theile, 
fo folgt, daß auch die zu gleichen Bogen gehörigen geraden Linien 
ab, bc, cd gleich groß find (III. 29.) 
und zugleich folgt 

24 * 


\ 


- 12 — 


Lagb=Lbgc—= Lcgd (III. 26.) 
Da nın Laab = Laba = '%.Lagb (l. 31. und 20.) 
Esbe = EUbeb = '%.. Lbge 
Lycd — Lyde — Legd 
fo find alle die Winkel gleich groß, welche die Linien ab, bc, cd 
mit ben Zangenten der Punkte a, b, c, d bilden. Daher ift jedes 
ber Dreiede 
Aacb, Abßec, cyö gleihfhenktig (I. 6.) 
und ed decken fich biefe Dreiede (I. 26.) 

Folglich it Le—= L$=Ly 
bie Figur um ben Kreis ift alfo gleidhs 
winklig, und eben fo folgt 

a—=meb=eb—=eße—eey—yd 
babe it aß — 2. bp 
und By =—=2.cß 
und folglich aß = By 
die Figur ift alfo auch gleichfeitig, und folglich regulair. 

Sol man alfo um einen gegebenen Kreis ein regulaires Vieleck 
befchreiben, fo braucht man bed Kreifes Umfang nur in eben fo 
viel gleihe Theile zu theilen, als Seiten dad Vieleck haben fol, 
und durch die Theilpunkte Zangenten an ben Kreis zu ziehen. 

In den Sägen 13. und 14. wird gezeigt, wie man in und 
um ein gegebenes vegulaires Fuͤnfeck einen Kreis befchreiben Tann. 
Man braudht zu dieſer Abficht nur zwei Winkel des Vieleds zu 
halbiren. Die Halbirungdlinien fchneiden fih in dem Mittelpunfte 
bed Kreifes, und ed wird, wenn man von diefem Punkte eine Nor 
male auf eine Seite fällt, diefe Normale ber Radius des Kreifes, 
der in das Fuͤnfeck hineingezeichnet werben fann. Verbindet mar 
den Durchſchnittspunkt der Halbirungslinien aber mit einer Ede 
der Figur, fo iſt dieſe Verbindungslinie der Radius bed Kreiſes, 
der um bad Fünfed fich befchreiben läßt. 

Auch bei diefer Conftruction hat die Zahl ber Seiten, welche 
das gegebene regulaire Vieleck hat, Eeinen Einfluß, und man lernt 
daher durch diein Sag 13. und 14. angegebene Auf— 
löfung das Verfahren fennen, durch weldes ſich, wenn 
irgend ein regulaires Bieled gegeben ift, fowohl im 
ald um baffelbe ein Kreis befhreiben läßt. 

Die Säge 11., 12, 13. und 14. geben alfo die Abhängigkeit 
eined regulairen Vielecks von den dazu gehörigen Kreifen, und um 





— 393 — 


gekehrt, an, und es bleibt, um dieſe Unterſuchung zu ergaͤnzen, nur 
noch die Frage zu beantworten: In wie viel gleiche Theile 
laͤßt ſich des Kreiſes Umfang überhaupt geometriſch 
theilen? Dieſe Frage nun iſt ebenfalls durch die vorhergehenden 
Saͤtze bereits zum Theil erledigt, und es wird das noch Fehlende 
durch die beiden Saͤtze 15. und 16. ergänzt. 

Zur Beantwortung biefer Frage bient: 

1) der 6fte Sat, aus welchen fich ergiebt, wie bed Kreifes 
Umfang in 4 gleiche Theile getheilt werben kann; 

2) der. 1ite Sag, durch welchen man das Verfahren Fennen 
Ternt, um des Kreifes Umfang in 5 gleiche Theile zu theilen. 

3) Nach der Anleitung in Sat 2, kann man in jeden Kreis 
ein Dreied befchreiben, das mit. einem gegebenen die Winkel. gleich 
hat, und es kann alfo auch ein gleichfeitiges Dreied in den Kreis 
eingetragen, und diefer dadurch in 3 gleiche Theile getheilt werben. 
Durch den 15ten Sat lernt man ein einfacheres Verfahren Eennen, 
‚um biefe Theilung zu bewerfftelligen; denn indem hier gezeigt wird, 
daß ber Radius bie Sehne eined Bogen ift, der dem Gfien Theil 
des Kreisumfanges beträgt, und baß baher hierdurch der Umfang 
in 6 gleiche Theile getheilt werden Fann, fo hat man hierdurch zu 
gleicher Zeit auch die Theilung in 3 gleiche Theile, die erhalten 
wird, wenn man je zwei Bogen, von welchen jeber '/; bed Umfan⸗ 
ges ift, zufammen nimmt. 

- 4) Durch den 16ten Sat endlich lernt man auch bie Theilung 
de Kreiſes in 15 gleiche Theile kennen. 

5) Wird hiermit nun noch die Aufgabe des :30ften Satzes im 
Sten Buche verbunden, welche bie Anleitung enthält, irgend einen 
Kreisbogen zu halbiren, fo ift hierdurch vollftändig -beflimmt, welche 
Theilungen des Kreifed bis zu ber neueften Zeit als bie allein. geo⸗ 
metriſch ausfuͤhrbaren angeſehen wurden. 

Es kann naͤmlich des Kreiſes Umfang getheilt werben : 

1) mit Hülfe der Säge 6. und IIE 30. 
in 4, 8, 16, 32 = » « in 2" gleiche _ 
2) durch die Säge 11. und IH, 30, 
in 5, 10, 20,40 =» s s Q,5 . 
3) durch die Säte 15. und IE. 30. 
in 3,6, 12, 24 » = = 21.3 ⸗ 
4) durch die Saͤtze 16. und III. 30 
in 15, 30, 60,120 * » = 22,3,5 = 
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Anmerkung, Sn ber neueſten Zeit hat man gefunden, daß noch einige 
andere Theilungen bed Kreiſes geometrifch ſich ausführen- Faffen, und daß na 
mentlich des Kreifes Umfang mit Hülfe ber Säge der Elementars Geometrie 
auch in 17 gleiche heile getheiit werben kann. 


m nn 


XX. Das Dreied und die dazu gehörigen Kreife. 


1) Man kann um jedes Dreied einen Kreis befchreiben, und 
der Mittelpunkt deffelben liegt in der Linie, bie irgend eine Seite 
des Dreied3 normal halbirt (Aufg. 230.) Eben fo kann man auch 
in jedes Dreied einen Kreis hineinzeichnen, deſſen Mittelpunkt in 
‚ber ‚Linie liegt, durch welche irgend ein Winfel des Dreiecks halbirt 
wird (4.) Die Mittelpunfte beider Kreife fallen baher nur in dem 
Galle zufammen, wenn die Linie, durch welche irgend "ein: Winkel 
bed Dreiecks halbirt wird, zugleich normal auf der gegenlber lie 
‚genden Seite ift und diefelbe halbirt, was nur bei dem gleichfeitigen 
Dreiede ftatt findet.. Iſt das Dreieck gleichfchenklig, fo liegen die 
Mittelpunkte beider Kreife zwar in ber Linie, welche von der Spitze 
normal auf die. Grunblinie gefällt werden kann, weil dieſe Linie 
zugleich den Winkel an ber Spige und die Grundlinie halbirt; fie 
fallen aber nicht. in einem Punkte zufammen, da die Linie, welche 
einen Winkel an ber Grundlinie balbirt, nicht normal auf dem ges 
genüber. liegenden Schenfel ift. 

2) Werden die Mittelpunfte ber beiden zu einen Dreieck ge 
hörigen Kreife durch eine gerade Linie verbunden, fo foll diefe Linie 
der Abftand der Mittelpunfte genannt und der Kürze wegen 
mit D bezeichriet werben. Der: Radius des Kreifes, der um das 
Dreied ſich befchreiben 1äßt, werde mit R, und ber Radius bes 
Kreifes, der in das Dreieck hineingezeichnet werden Fann, mit r be 
zeichnet; wobei dadurch nicht wohl eine Zweideutigkeit entfliehen kann, 
dag man auch den rechten Winkel. mit R bezeichnet, da in jedem 
Falle aus den Umſtaͤnden fich erfennen laͤßt, welche Bedeutung R hat. 
Indeſſen foll zur Unterfcheidung in ber Folge. der rechte Winfel durch 
I_R oder R° angebeutet werden. Die Unterfuhung, wie bie 
Linien R, r und D von einander abhängen, führt zu einem wich 
tigen Refultate, das aber dadurch auf eine einfache Weile ſich ab: 
leiten läßt, daß zuvor ermittelt wird, wie die beiden Radien R und 
r, und eine Seite bed dazu gehörigen Dreiecks von einander ab: 
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hängen, und dieſe Abhängigkeit wird durch die Auflöfung ber fols 
genden Aufgabe gefunden: | 

3) Aufg abe. Bon einem Dreieck Fennt man eine Seite C 
und die Radien ber beiden zu demſelben gehörigen Kreife R und r; 
es foll das Dreied verzeichnet werden, | 

Analyſis. .Da.R gegeben ift, fo tann, wenn man MN als 
den Mittelpunkt annimmt, der Kreis acb d befchrieben werben, in 
welhem das zu conftruirende 
Dreied abe liegt, und man 
ann nun die gegebene Seite ab 
— C als Sehne eintragen, It 
nun m der Mittelpunkt des Kreis 
ſes, der in das Dreieck ſich bes 
Schreiben läßt, fo wird, wenn 
man von,c durch m bie Linie 
cmd zieht, der Winkel ach 
durch cd halbirt (4.), und es 
find daher die Bogen ad und 
db gleich groß (111. 26.) Wer 
den ferner von m aus die Linien ma und mb gezogen, fo halbi⸗ 
zen dieſe die Winkel bac und abc des Dreiecks (4.) Man ziehe 
die Linien da und db. 

Gift Lbmd=Lmceb+ Lmbe (Il. 32) 
und da LmbeldoambL_mbe=-Lx 


fit Lbmd=Ldcea+Lx 
and weil: _dcea= Ly (Ill. 21.) 


fit ach LbmdeLly+Lx 
alfo I_bmd == I_mbd 
folglid it db = dm (I. 6.) 
und aus gleihen Gründen ift aud) 
da = dm. 
Es ift ao da= db = dm; 
der aus d mit db = da befhriebene Kreid geht alfo durch ben 
Punkt m, und es iſt daher der Bogen amb biefed Kreifed ber 
geometrifhe Ort für den Mittelpunkt des Kreifes, der in das Dreieck 
hineingezeichnet werden kann, und es iſt dieſer Bogen gegeben. 
Da aber auch r gegeben iſt, fo iſt auch die gerade Linie pq bee 
Lage nach gegeben, die in einem Abftande = r der ab parallel ges 
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zogen werben kann, und es iſt auch dieſe Linie der geometriſche 
Ort für den Mittelpunkt m, der daher der Lage nach gegeben ift. 

Auflöfung: Aus M befcreibe mit R einen Kreis und trage 
ab = O ald Schne ein. Den zu dieſer Sehne gehörigen Bogen 
adb halbire in d, ziehe da — db, befhreibe mit da aus d 
einen Kreis, und in einem Abflande —= r ziehe mit ab eine Pas 
rallele pq, melde den aus d befihriebenen Kreis in m fchneidet, 
Zieht man nun von d durch m eine Kinie, welche den mit R be 
fchriebenen Kreis in c trifft, und zieht ca, ch, ſo iſt abe das 
verlangte Dreieck. 

Beweis. Da Aabe in dem Kreiſe adbc des gegebenen 
Radius R befchrieben und ab — C ift, fo bleibt nur zu beweis 
fen, daß der Radius des Kreifes, der in’ Aabc bineingezeichnet 
werben kann, — r feyn muß. 

Da Bogen db —= Bogen da (p. c.) 
fit Ldcb= Ldca (II. 26.) 
ud Ldcea=Ly (II. 21) 
afo up Ldcb=Ly 
- aber Lmbe=lLmbe 
folgih ft Ldcb + Lumbe = ‚=Ly- -Umbe 
und weil L_dch + ILmbe=Lbmd (Il. _d. 32.) 
pi Liod=Ly+ Lmbc 
ba nun :L_bmd = I_mhd, weil db = dm 
: fit _mbd = = Ly +-L_mbe. 
und ba _Lmbd: = Ly + I_x 
pit Ly+ -Ink= —=LytLx 
folgih ft [| mbe = |_x 
ber Winfel abc wird alfo durch bin halbirt, und ed muß deher 
in bm der Mittelpunkt des Kreiſes liegen, der in A abc beſchrie— 
ben werben kann. Aber auch in cd muß dieſer Mittelpunft liegen, 
folglich iſt m der Mittelpunkt, und da m in ber Linie pq liegt, 
bie einen Abfland — r von ab hat, fo ift auch r der Radius dies 
fed Kreifes, 

Determination. Es darf nicht feon 1) ab >2 R, und 
verbindet man d mit m, wodurd) die Sehne ab in e halbirt wird, 
fo darf nicht feyn r > db — de, es darf alfo auch nicht feyn 
de > db, weil fonft der Bogen amb von der pq nicht 
getroffen wird. 


Anmerkung. Gine andere Auflöfung dieſer Aufgabe findet man bei 
Aufg. 395. - 
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4) Sind M und m bie Mittelpunkte der beiben mit R und 
r befchriebenen Kreife, und Mm der Abftand berfelben von einans 
ber, ift alfo Md — R, die Normale mn 
arfab — rund Mm — D, fo laßt fid 
bie Abhängigkeit der Größen R, r und D 
von einander auf folgende Art ermitteln: 

Es ſey ambk der aus d befchriebene 
Kreis, der durch m geht, alfo ab eine Seite 
bed Dreiedö; man verlängere die mn =1r, 
bis fie diefen Kreis in k fchneidet, und ziehe 
duch d und m bie dh und mg parallel 
ab, fo ift 





(Mm)? = (Mg)? + (gm)? (I. 47.) 
— (Me — mn)? + (en). 
Danın an X en + (en)? — (ae)? (Il. 5.) 
und daher (en)? — (ae)? — an X nb 
fo it auh (Mm)? = (Me — mn)? + (ae)? — an x nb 
und weil (Me — mn)? — (Me)? + (mn)? — 2(Mex<mn) 
fo folgt (Mm)? — (Me)? + (ac)? + (mn)? 
— an\nb — 2 (Mexx mn) 
und da (Me)? + (ae)? = (Ma)? —= (Md)? 
ſo iſ (Mm)? —= (Mdy2— anxnb—2(Me>Xxmn) + (mn)2, 
E it aber an nb = mn x nk (III 35.) 
alfo ift auch (Mm)? = 
(Md)? — mn x nk + (mn)? — 2 (Me X mn) = 
(Md)? — mn‘ (nk — mn) — 2 (Me x mn), 
Nimmt man aber ko — mn, fe it auh oh —=hn 
donk—mm—nk— ko — no — 2 (ah) 
und ed ift daher aud) 
(Mm)? = (Md)? — (mn) X 2 (nh) — 2 (Me X mn) 
— (Md)? — 2 (mn) X (nh) — 2 (mn) X (Me) 
= (Md)? — 2 (mn) x (nh + Me) 
und da nn + Me=ed+ Me-— Md 
fo it (Mm)? = (Md)? — 2 (mn x Md). 
Nun ift nach der angenommenen Bezeichnung 
Mm=-D, M=-Rwmen 
Kolgli it D? > R’— 2 ıR 
und daher auch R? = D? + 2rR, 
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Das Quadrat von dem Radius des Kreiſes, der 
um das Dreieck beſchrieben werden kann, beſteht daher 
aus dem Quadrate des Abſtandes der Mittelpunkte 
beider Kreiſe, ſammt dem zweifachen, unter beiden Ra— 
dien enthaltenen Rechteck. 


Anmerkung. Dieſe merkwürdige Abhängigkeit der Größen R, rum 
- D von einander hat man bisher bloß mit Hülfe eines großen Aufwandes von 
trigonometrifchen Formeln abgeleitet, und bie hier angegebene einfache geome⸗ 
triſche Ableitung beffelben ift von mir zuerft in dem Aten Bande bes Journals 
für reine und angewandte Mathematik von Grelle angegeben worben. 





5) Aus ber Gleichung R? = D? + 2rR 
folgt, daß wenn zwei von ben Größen R, r und D gegeben find, 
immer bie dritte gefunden werben kann, und ed Fönnen daher biefe 
drei Größen nicht ald eben fo viele Beftimmungsftüde eines Dreiedd 
angefehen werben. Soll ein entfprechendes Dreieck confiruirt wer: 
den, fo dürfen von diefen Größen nur zwei gegeben feyn, und außer 
dem muß man nod irgend ein anderes Beflimmungsftüd des 
Dreieds kennen, das von diefen Größen unabhängig ift. 

6) Da, wenn von einem Dreied eine Seite und ber ihr gegen» 
über liegende Winkel gegeben find, hierdurch der Kreis gefunden 
werden kann, der fih um biefed Dreied befchreiben läßt, fo folgt, 
daß auch die drei Größen C, Le und R nidt unabhängig von 
einander find, und daß daher auch von biefen nur zwei ald Bes 
fiimmungöftüde eines Dreieds vorfommen dürfen. 

7) Aus der in Nr. 4. gefundenen Gleichung folgt 

.D?=R? —2ırR 
und es iſt daher u DD = R(R — 27) 
und hieraus folgt, daß in feinem Falle 2 r > R feyn kann. Für 
R = 2rmwid D = o, bie Mittelpunfte beider Kreife fallen alfo 
zufammen, und ed ift alsdann das dazu gehörige Dreied gleich 
feitig. Ä | 

8) Ald ein wichtiges Nefultat diefer Unterfuchung verdient bier 
noch angeführt zu werden, baß wenn man in und um ein ge 
gebenes Dreied einen Kreis befhreibt, dieſe beiden 
Kreife immer eine foldhe Lage zu einander haben, daß 
wennman nun um ben fleinen Kreis irgend ein Dreied 
befhreibt, deffen eine Seite Sehne bed größern Kreis 
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ſes if,’ fo iſt dieſes Dreieck immer in dem größeren 
Kreiſe beſchrieben. Sind alſo die Seiten des Dreiecks 
Tangenten des kleineren Kreiſes, und iſt eine der Sei— 
ten Sehne des größern Kreiſes, ſo ſind die beiden 
übrigen Seiten ebenfalls Sehnen deſſelben. 


XXL. Aufgaben von geradlinigen Figuren 
und ben Dazu gehörigen Kreifen ... 


24 
Anwendung der. Gäße der vorigen Beilage, 


Aufgabe 351. Bon einem Dreieck find die Radien ber bei: 
den dazu gehörigen Kreife gegeben; man fol den Abftand der Mits 
telpunfte diefer Kreife von einander angeben. 

Gegeben Rwdr Geſucht D. 

Analyſis. Da D?—= R? — 2Rr 


ſo iſt ach DD=-R(R-—2n 
das unter R und R— 2r enthaltene Rechte iſt alſo dem Qua⸗ 
brate von D gleich. Da nun R wndr, alſo auch 2R— r ges 
geben find, fo ift D ebenfalls gegeben. 
Auflöfung Nehme Rund R— 2r als die Seiten eines 
Rechtecks und verwandele dafjelbe in ein Quabrat (Il. 14.), fo ift 
die Seite dieſes Quadrat = D. 


Aufgabe 352. Der Radius des Kreifes, der um ein Dreied 
befchrieben werben kann, ift gegeben, und’ auch der Abftand bes 
Mittelpunktes deffelben von bem Mittelpunfte des Kreifes, den man 
in dad Dreieck befchreiben lann; man ſoll den Radius des letzte⸗ 
ren finden. 

Gegeben Rund D. Geſucht r. 

Analyſis. Da D? — R? — 2Rr 
ſo it 2Rr= R?2 — D? 
und wel R? — D? = (RD) (R — D) (II 5.) 
fit 2Rx<xr=-(R+Dx<(RkR—D). 

Run iftR und D, alſo auch R-+- Dund R— D gege 

ben, und daher auch bad Redted (R--— D) G — D), und 
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da diefes dem Mechted:2 R>< r gleich ſeyn fol, von welchem bie 
eine Seite = 2 R gegeben ift, fo iſt auch r ebenfalld gegeben. 

Auflöfung. Befchreibe ein Rechte, deffen Seiten RD 
und R —. D find, und verwandele daffelbe in ein anderes, deſſen 
eine Seite = 2 R ift (Beilage X. Aufg. 3.), fo iſt die anber 
Seite dieſes Rechtecks = r. | 

Aufgabe 353. Bon einem Dreied kennt man den Radius 
des Kreifes, der in baffelbe befchrieben werben, kann, und ben Ab: 
ftand des Mittelpunftes dieſes Kreifed von dem des Kreifes, ver 
fih um dad Dreied befchreiben läßt; man fol den Radius diefes 
legteren finden. 

Gegebenrund D. Gefugt R. 

Analyfis. Es iſt R?—-D? + 2rR 


| alſo R? — 2r R= D? 

und daher R(R —2n) =D 

Nun ift D und 2 r gegeben, alfo kann R gefunden werben 
(Aufg. 327.)- 

Auflöfung Mit md = r befchreibe x 
aus m einen Kreis, ziehe an irgend einen Punkt \ 

d ded Umfanges die Tangente dx — D un 4 * 
von x durch den Mittelpunkt m bie Linie xb, 
fo ift diefe dem gefuchten Radius R gleich, 
Beweis, E it xa xXb = (xd)? (III. 36.) 
— und xd=D (p. a) 
. dp xa xb = D? 
und wel xa — xb — ah 
fo it aach xb (xb — ab) = D2. 
Da nun ma — mb =[r, alſo ab = 2r 
fo folgt xb(xb — 2 r) — D? 
es it abr- R(R — 2 r) = D? 
folglich ft xb = R. 

Aufgabe 354. Die Radien dev beiden zu einem gleich: 
ſchenkligen Dreied gehörigen Kreife find gegeben; man fol das 
Dreieck befchreiben. 

Aus R und r ſuche D Aufg. 351.), beſchreibe aus M mit 
Mc=R einen Kreis, ziehe den Durchmeffer md, nehme Mm 
= D und befchreibe aus m mit me = r einen Kreis, und ziehe 
durch e die ab normal auf cd, fo iſt ab die Grundlinie des gleich 
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ſchenkligen Dreiecks. Verbindet man nun a und b mit c, fo iſt 
das Verlangte gefcheben. 





Zuſatz. Da der Punkt e von allen Punkten des Umfanges des aus m 
mit me befchriebenen Kreifes ben größten Abftand von M hat, fo ift ab bie 
kleinſte Schne des größern Kreifes, die den Fleineren berührt. Jede ber brei 
Seiten eines ungleichfeitigen Dreiecks, dad um ben Heineren und in den größeren 
Kreis befchrieben werben Fann, ift alfo größer als ab, 





Aufgabe 355. Von einem rechtwinkligen Dreied ift der Ras 
dius des Kreifes gegeben, ber um baffelbe befchrieben werden kann, 
und der Abftand des Mittelpunktes dieſes Kreifes von dem Mittels 
punkte des Kreifed, der in das Dreied ſich befchreiben läßt; man 
fol dad Dreied verzeichnen. 

Analyfid. Da R gegeben iſt und bad Dreied rechtwinklig 
ſeyn fol, fo ift auch die Hypo⸗ | 
thenufe gegeben = 2 R (5.) 
Fur Ma=R if alfo ab — 
2 R die Hypothenufe Wird 
num ber Halbkreis in d halbirt, 
fo muß, wenn man aus d mit 
da = db einen Kreiöbogen amb 
befchreibt, in diefem Bogen ber 
Mittelpunkt des Meineren Kreifed 
liegen (Seite 375. Nr. 3.) Nun 
ift aber MI gegeben und auch 
Mm = D, folglih ift auch m gegeben. 

Auflöfung. Mit R befchreibe aus M einen Kreis, ziehe 
ben Durchmefjer ab, halbire ben Halbfreis ab in d, befchreibe aus 
d mit da den Bogen amb, und aus M mit D einen Bogen, ber 
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amb in m ſchneidet. Won d ziehe durch m die dm, bis fie ver: 
längert ben Kreis in c fchneidet. Verbindet man hierauf c mit a 
und b, fo ift Aabc das verlangte Dreieck. 


Aufgabe 356. Bon einem rechtwinkligen Dreieck ift bie 
Hppothenufe gegeben, und der Radius des Kreifes, der ſich in baf: 
felbe bineinzeichnen läßt; man fol dad Dreieck befchreiben. 


Aufgabe 357. Man Fennt von einem rechtwinkligen Dreied 
die eine Katete und den Radius des Kreifes, der um daſſelbe bes 
fohrieben werben kann; man foll das Dreied verzeichnen. 


Aufgabe 358. Bon einem gleichfchenkligen Dreied kennt 
man die Grundlinie und den Radius bed Kreifes, der in baffelbe 
befchrieben werben kann; es fol dad Dreied verzeichnet werden. 


| Aufgabe 359. Won einem gleichfchenkligen Dreied ift bie 
Grundlinie gegeben und ber Radius des Kreifed, ber um baffelbe 
ſich befchreiben läßt; man foll dad Dreieck befchreiben. 


Aufgabe 360. Von einem gleichfeitigen Dreied ift der Ra: 
bius des Kreifed gegeben, der in daffelbe befchrieben werben kann; 
eö foll die Seite des Dreieds gefunden werben. 
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Eonftruction des Dreiecks, wenn der Radius ded Kreifes, 
der um daffelbe befchrieben werden kann, zu den 
gegebenen Stüden gehört, 


Wie bereitö in der vorigen Beilage bemerkt worben ift, wirb 
der Radius des Kreife, der um ein Dreied fich befchreiben läßt, 
mit R bezeichnet. Die drei Stüde R, C und c, alfo der Radius, 
eine Seite und ber ihr gegenüber liegende Winkel find fo von 
einander abhängig, daß wenn zwei von diefen Stüden gegeben find, 
immer das dritte gefunden werben kann. Sf C und L_c gegeben, 
fo findet man R nad III. 33., C wird gefunden, wenn R unb 
I_c gegeben find, nach III, 34., und ift endlih R und C gege: 
ben, fo braudht man C nur ald Sehne in den Kreis einzutras 
gen (1.), und an dem einen Endpunfte berfelben eine Zangente des 
Kreifes zu ziehen, der Winkel, den diefe mit C einfcpließt, iſt — c. 
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* Hieraus geht alfo hervor, daß bie drei Größen R, C und [|_e 
nur zwei von einander unabhängige Beftimmungsftüde des Dreiecks 
abgeben, und daß auch dieſe drei Größen nicht alle drei beliebig 
angenommen werben fünnen, da es alödann nur Zufall feyn kann, 
wenn fie fammtlih in einem und bemfelben Dreied vorkommen 


follten. 
Aufgabe 361. Bon einem Dreied kennt man den Radius 


des Kreifes, der um baffelbe fich befchreiben läßt, und zwei Seiten; 
ed fol dad Dreied verzeichnet werden. 

Gegeben R,A,B. 

Aufgabe 362. Man Fennt von einem Dreied R eine Seite 
und einen an berfelben anliegenden Winkel. 

Gegeben R, A und b. 

Aufgabe 363. Von einem Dreied find außer R noch zwei 
Winkel gegeben; man foll dad Dreied verzeichnen, 

Gegeben R, La, Eb (2) 

Aufgabe 364. Es ift von einem Dreieck gegeben ber Ras 
bius R, eine Seite und bie zu biefer Seite gehörige Normale; 
man fol das Dreieck verzeichnen. 

Gegeben R, C und y. 

Aufgabe 365. Man kennt von-einem Dreied den Radius 
R, einen Winkel und die Normale, welche von dem Scheitel dies 
ſes Winkels auf die gegenüber liegende Seite gefällt werden kann. 

Gegeben R, Lc und y- 

Aufgabe 366. Bon einem Dreied ift gegeben ber Radius 
R, eine Seite des Dreied3, und die zu einer — Seite deſſel⸗ 
ben gehoͤrige Normale. 

Gegeben R, C und «. | 2 

Analyfi. Da ab= C und ) 
ad .« gegeben, fo ift das rechtwinklige d 
Dreied adb, und daher L_b gegeben; 
man kennt alfo eine Seite ab und einen 
an derfelben anliegenden Winkel b, und 
es ift außerdem auch R gegeben, alfo bie 
Aufgabe nicht verfchieben von Aufg. 362. 

Aufgabe 367. Don einem Dreied iſt ahien ber Rabius 
R, ein Winkel und die Normale, welche zu einer an biefem Winkel 
anliegenden Seite gehört. 

Gegeben R, Lc und «. 


bh a 
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Aufgabe 368. Es iſt von einem Dreieck gegeben der Ra⸗ 


dius R, eine Seite des Dreiecks und die zu derſelben gehoͤrige 


Halbirungslinie. 

Gegeben R, C und (y.) 

Analyfis. Da R gegeben ift und ab = 6, fo kann man 
ben Kreid befchreiben und G :ald Sehne in c 
denfelben eintragen. Durh ab — C ift r 
der Punkt d der Lage nach gegeben, in 
welchem biefe Linie halbirt wird, und da 
nun auh dc — (y), alfo bie Linie gegeben a 
iſt, welche den Halbirungspunft d mit der 
gegenüber liegenden Spitze c des Dreiecks | € 
verbindet, fo kann aus d mit (y) ein Kreis | 
befchrieben werden, und fchneidet diefer den Kreis easb in c, fo 
ift c die Spige des Dreiecks. 

Determination. Grrichtet man in d auf. ab eine Nor: 
male, und trifft diefe ben Kreid in e und &, fo darf nicht feyn 

de = (y) > de oder < de (Il. 7.) 


Aufgabe 369. Man Eennt von einem Dreied den Radius 
R, einen Winkel und die zu der gegenüber liegenden Seite gehörige 
Halbirungslinie. 

Gegeben R, Lc und (y.) > 


Aufgabe 370. Bon einem Dreied ift der Radius R gege 
ben, eine Seite, und bie zu einer ber übrigen beiden Seiten gehoͤ⸗ 
tige Halbirungslinie; es fol dad Dreieck befchrieben werden. 

Gegeben R, C und («). 

Analyfis. If g der Mittelpunkt des Kreifes, und man 
zieht gd, fo ift, weil bc in d halbirt wird, 
gd normal auf bc, und daher Agdb ein 
Dreied im Halbkreife, und da gb=R ge 
geben ift, fo ift auch der Halbfreis gdb ges 
geben, aber auh ba = C und ad = (a) 
ift gegeben, folglich der Punft d, in wels 
em der aus a mit (=) befchriebene Kreis 
den Halbkreis bdg fchneidet, und hierdurch 
die Seite bc des Dreieds der Größe und Lage nach. 

Auflöfung. Beſchreibe mit A einen Kreis, trage ab = C 
als Eebn ein, ziehe den Radius bg, beſchreibe über denſelben 
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einen Halbfreis und aud a mit (=) einen Bogen. Schneidet dies 
fer den Halbkreis in d, und man zieht von b durch d die bdc 
und verbindet c mit a, fo ift Aabc das verlangte Dreied. 


Aufgabe 371. Es ift von einem Dreieck gegeben ber Ras: 
dius R, ein Winfel und die Halbirungdlinie, welche zu einer an 
dem gegebenen Winkel anliegenden Seite gehört. 

Gegeben R, Lc und (e). 


Aufgabe 372. Man kennt von einem Dreied den Radius 
R, bie zu einer Seite gehörige Normale und Halbirungslinie; es 
fol dad Dreied befchrieben werben. 

Gegeben R, y und (y.) 

Analyfis Da die Normale cd = y und bie Halbirungss 
linie ce = (y) gegeben ift, fo ift das rechtwinklige Dreieck cde 
gegeben, und daher de, alfo ab der Rage nach, und es ift e der 
Halbirungspunkt diefer Linie. Errichtet 
man alfo in e auf de eine Normale em, 
fo muß in dieſer der Mittelpunkt des 
Kreifes liegen. Nun ift der Punkt c ge: 
geben und cg == R, alfo auch der Mit: 
telpunft g, folglid die Punfte a und b 
der Lage nach, und hierdurch das Dreieck 
abc. 





Auflöfung Man ziehe eine Linie, errichte in irgmd einem 
Punkte d berfelben die Normale de — y, aus c fihlage man 
einen Kreißbogen mit ce — (7), welcher die zu Anfang gezogene 
Linie in e fihneidet. Errichte in e auf de. eine Normale em und 
fhlage aus c mit R einen Kreiöbogen, ber dieſe Normale in g 
trifft. Befchreibt man nun aus g mit ge — R einen Kreis, und 
verlängert de,/ bis fie den Umfang bejjelben in a und b trifft, und 
zieht ac und bc, fo it Aabe das verlangte Dreied. 


Aufgabe 373. Es ift von einem Dreied gegeben der Nas 
dius R', die Summe zweier Seiten und ein an der dritten Seite 
anliegender Winkel. 

Gegeben R, (A 4 B) und Es 

Analyfis. Da R und L_a gegeben ift, fo ift auch A ge 
geben, und weil man A SB kennt, fo ift B ebenfalld gegeben. 

Aufgabe 374. Dan kennt von einem Dreied den Radius 
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R, bie Differenz: zweier Seiten und einen an der dritten Seite ans 
liegenden Winkel. Ä 

Gegeben R, (A — B) md [La (oder L_b). 
+, Aufgabe. 375. Bon einem Dreied ift gegeben der Radius 
R, die Summe zweier Seiten und die britte Geite; es ſoll das 
Dreieck beſchrieben werden. 

Gegeben R,(A+ B)und C. 

Analyfis. Da R und C gegeben ift, fo ift auch Ic gege: 
ben, und man fennt daher von dem Dreied A + B, C und Lc, 
wodurch dafjelbe fich conftruiren läßt (Aufg. 94.) 

Aufgabe 376. Man Fennt von einem Dreied den Radius 
R, die Summe zweier Seiten und den von dieſen Seiten einge 
ſchloſſenen Winkel. 

Gegeben R,(A+ B) und I_c. 

Aufgabe 377.. Es ift von einem Dreieck gegeben der Ra: 
dius R, die Differenz zweier Seiten und der von diefen Seiten 
eingefchlofjene Winkel. 

Gegeben R, (A — B) und F 

Analyſis. Da R und (_c gegeben find, fo iſt auch € 
gegeben, und man Fennt daher von dem Dreied GC, A — B um 
Le, woburd bdaffelbe confiruirt werden kann (Aufg. 97.) 

Aufgabe 378. Don einem Dreied iſt gegeben der Radius 
R, die Differenz zweier Seiten und die dritte Seite; man foll das 
Dreieck befchreiben. 

Gegeben R, (A — B) und C. 

Aufgabe 379. Es ift von einem Dreied der Radius R ge: 
geben, eine Seite und die Differenz der beiden an. berfelben anlies 
genden Winkel. | 

Gegeben RR, C und a — b. 

Analyſis. Da R und C gegeben find, fo iſt auch |_c ge 
geben, folgid auh a -+ b. Da nun a — b- ebenfalld gegeben 
ift, fo kennt man a und b. 

Aufgabe 380. Bon einem Dreied ift gegeben ber Radius 
R, der Umfang des Dreiecks und ein Winkel; man fol das Dreicd 
beichreiben. 

Gegeben RB(A+-B + C) und |_c. 

Analyfis. Da R und I_c gegeben find, fo ift auch CG ge 
geben, ber auch A+B + C, alfo auch A B, und man 
fennt daber A F B, C und |_c (Aufg. 94.) 


ui: RE 
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Conftruction des Dreiecks, wenn der Radius des Kreifes, 
der in daffelbe befchrieben werden kann, zu den 
gegebenen Stüden gehört. 


Der Radius des Kreifes, ber in ein Dreieck befchrieben werben 
fann, wird mit r bezeichnet; und ed liegt der Mittelpunkt biefes 
Kreifes immer in der geraden Linie, bie einen Winkel bes Dreiecks 
halbirt. 


Aufgabe 381. Ein Winkel c ift gegeben und ein Kreis 
den beide Schenkel des Winkels berühren; man foll einen Punft x 
in dem Umfange ded Kreifed von der Art finden, daß. wenn man 
durch diefen Punkt eine Tangente zieht, der Theil ab berfelben, 
welcher zwifchen den Schenteln des gegebenen Winkels liegt, einer 
gegebenen geraden Linie m gleich ifl. 

Analyfis. Beruͤhrt der 
Kreis bie Schenkel des gegebenen 
Winfeld in p und q, fo iſt cp 
== cq gegeben, und es iſt 

bp=bx 
und aq = ax 


afo bp Faq=ax+ bx 
—-ab, und da ab=—=m geges 
ben ift, fo ift bp + aq ebenfalld 
gegeben, aber auch cp + cq 
ift gegeben, alfo auch die Summe 
der Größen, 
nämlih bc + ac. 

Hiernach kennt man von bem Dreied abe 

die Summe zweier Seiten bo +ac=cp+cegy+ > 
— 2 x p) + m 
die dritte Seite ab = 

und ben derfelben gegenüber liegenden intel c c 
und ed Fann daher das Dreieck befchrieben werben (Aufg. 94.) 

Auflöfung. DBerlängere cp bit ecd — ?2(cp) + m, 
von c ziehe durch den Mittelpunft g des Kreifes die Linie cgm 
und fhneide diefelbe von d mit einem Radius dm — m. Sieht 
man hun dm und von m aus die mn parallel bc, nimmt hier--uf 

25* 
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ca — nd und zieht von a bie axb parallel dm, fo iſt das Ber: 
langte gefchehen. 

Beweit. Da ca 
—nd, cb parallel! nm 
und ab parallel dm 
fo it Acab ® Andm 
(I. 26.) | 
und. baber ab = dm 

und da dm = m (p.c.) 

ffitab= m 

und da in Adnm ift dn 

nm =dn+nce= 

2 (cp) + m (Aufg. 94.), 

fo it au in Aach | \ 

ac eb = 2 (cp) / — 

—m==2(cp) + ab / “ 

‚und weil 2 (cp) = c p / — 

+ eg, fo if | Y 


Aacteb=ceptegqtab 
folgih it ap + +be = =ab 
Man ziehe gp, 8% ga, gb; und gx normal auf ab, fo if 
gp = gg, und ed find diefe Linien normal auf ca und ch. 
Nimmt man nun an, daß gx größer fey als BP» und alfo 
auch als gq, fo folgt 
ba (ag)? = (ep)? ++ (ap)? = (an? + an! 
weil feyn foll_ (gp)? <_(gx)? 
(ap)? > (ax)? 
alſo ud) ap >ax 
und aus gleichen Gründen bq > bx _ 
afo ap Fbg>ab 
was dem Bewiefenen, wonach ap + bg — ab ift, wibderfpridt. 
Eben fo kann auch nicht feyn gx Meiner als gp. Folglich ifi gx 
= gp = 89, und daher ab — m eine Tangente des Kreiſes. 
Zuſatz 1. Die Sonftruction kann auf folgende Art etwas einfacher aus: 
arführt werden: 
Man nehme cd = 2 (cp) + m, verlängere eg, ſchneide dieſe Linie aus 
d mit dn = m, ziehe dm, fälle auf biefelde aus g die Mormale ge und 


siche durch ben Punkt =, mo dieſe Normale ben Kreis fchneibet, die ab pa⸗ 
rallel dm, 
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Zuſat 2. Soll bie Linie, wie «ß, den Kreis fo beruͤhren, daß derſelbe 
unterhalb biefer Linie Liegt, fo ift, wie in ber c 
Aufgabe cp = cq gegeben, und auch 
ptag=fßa—=m / 
foigtig ift * tea=cp+cq— fa ; 
= 2 (cp) — m 
— gegeben, und man kennt daher von 
NAcaß, wie in dem erſten Falle, die Grund: 
linie «8 = m, den gegenüber liegenden Win: 
kel c und die Summe ber beiden übrigen Sei: 
ten = ca+ cß. 


Zuſatz 8. Gind bie Linien cp und 
yq parallel, und fol ab — m fo eingetras 
gen werben, daß fie ben Kreis berührt, fo 
sieht man an einen beliebigen Punkt m bie 
mn = ab, und von dem Mittelpunfte g 
die gd normal auf mn, dann fchneidet biefe 
den Kreis in bem gefuchten Beruͤhrungs⸗ 
punlte x. 





Aufgabe 382. Bon einem Dreieck Fennt man ben Nabius 
r des Kreifes, ber in daſſelbe befchrieben werden Bann, eine Seite 
und den ihr gegenüber liegenden Winkel; es foll das Dreieck vers 
zeichnet werden. 

Gegeben, Cub Lc. 


Aufloͤſung. Befchreibe mit r einen Kreis, ber die Schenkel 
des Winkeld c berührt (Aufg. 216.), und ziehe nun eine Zangente 
— C fo an den Kreis, daß die Endpunfte derfelben die Schenkel 
des Winkels c treffen (Aufgabe 381.), fo ift das Verlangte ges 
ſchehen. 

Aufgabe 383. Von einem Dreieck kennt man den Radius 
r, eine Seite und einen an derfelben anliegenden Winkel. 

Gegeben r, A undf_c. 

Auflöfung. Mit r befchreibe den Kreis, welcher die Schens 
fel des Winkels c berührt (Aufg. 216.), nehme den einen Schen- 
kel — A und ziehe von dem Endpunkte defielben eine Tangente an 
den Kreis, biß fie dem zweiten Schenkel trifft. 
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Aufgabe 384. Von einem Dreieck kennt man ben Radius 
r und zwei Winkel; es fol das Dreied en. werben. 

Gegeben r,l_a, L_b. 

Auflöfung. Mit r befchreibe einen Kreis, ziehe an irgend 
einen Punkt deffelben eine Tangente von beliebiger Länge, trage an 
bie beiden Endpunfte derfelben die beiden Winkel a und b an, fälle 
auf den zweiten Schenkel eines jeden diefer Winkel aus dem Mittels 
punkte des Kreiſes eine Normale, und ziehe durch die Punkte, wo 
diefe Normalen den Kreis fchneiden, Parallelen mit den Linien, auf 
welche man die Normalen gefällt hat, und verlängere diefe Paralles 
len, bis fie fi und bie anfangs gezogene Tangente fchneiden ; fo 
ift das Verlangte gefchehen. 


Aufgabe 385. Don einem Dreieck ift gegeben ber Radius 
r, eine Seite und bie zu einer andern Seite gehörige Normale; 
man fol dad Dreieck befchreiben. 
Gegeben r, A und ß. c 
Analyfii. Dacb —= A | 
und bd — ß gegeben ift, fo ift d 
das vechtwinflige Dreied bed ges 
geben, alfo auch ber Winkel c. Folg⸗ 
li kennt man von dem Dreied 
abc eine Seite be — A, den an bh a 
berfelben anliegenden Winkel c und 
ben Rabius r, und daher dad Dreied (Aufg. 382.) 


Aufgabe 386. Es find von einem Dreied gegeben ber Ras 
dius r, ein Winkel und die zu einer an biefen Winkel anliegenden 
Seite gehörige Normale. 

Gegeben r,|_c und ß. 


Aufgabe 387, Bon einem Dreied ift gegeben ber Radius 
r, ein Winkel und bie zu der gegenüber liegenden Seite ‚gehörige 
Normale. 

Gegeben r,|_c und y. 

Analyfid.. Man befchreibe 
in den |_c mit r einen Kreis, der 
beide Schenkel berührt und verbinde 
e mit dem Mittelpunfte g biefes 
Kreifes, fo ift cg ber Größe und 
Lage nach gegeben. Da nun cy 


c 
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"== y und ge — r ber Größe nad gegeben, unb beide normal 
auf ab find, fo ift auch, wenn man gd parallel ab zieht, cd 
= y9 — r ebenfalld der Größe nad gegeben, und man kennt 
daher von dem rechtwinfligen' Dreied cgd bie Hypothenufe cg 
der Größe und Rage nach und die Katete cd der Größe nad), alfo 
ift das Dreieck gegeben, und daher cd ber Lage nad, wodurch nun 
cy ber Größe und Lage nach beftimmt ifl. 


Aufg abe 388. Won einem Dreied ift der Radius r geges 
ben, eine Seite und die Summe der beiden übrigen Seiten; man 
fol das Dreied verzeichnen. 

Gegebenr, C und (A + B). 

Analyfis. Werden von dem Mittelpunkte g an die Berüh: 
sangspunfie die Radien gp, gq gezogen, fo iſt 

bp+taqg= ba = C gegeben, 
aber auch cb-+ca— A +B ift gegeben, 

folgich ud cep+eg=-A+B— C 


und weil cp — cq, fo ift jede biefer Linien — „22° 
gegeben. 
Da nun auch gp = gg = r c 


gegeben ift, fo find die Tongruenten 
rechtwinkligen Dreiede cgp and cggq | 
gegeben, und daher der Winkel ach » 
des zu conftruirenden Dreieds, von wels 
chem alfo gegeben ift eine Seite ab- 
== (, ber ihr gegenüber liegende Wins h — 
kel c und bie Summe ber beiden uͤbri⸗ 
gen Seitncb+ca= A B, und folgli iſt das Dreieck 
gegeben (Aufg. 94.) 
Aufgabe 389. Man kennt von einem Dreieck den Radius 
r, eine Seite und die Differenz ber beiden übrigen Geiten; es fol 
das Dreieck befchrieben werben. 
Gegebenr, Aw (B — C). 
Analyfis. Da gegeben ift A und B.— C, fo ift auch 
gegeben AB. — C = cb + ca — ab (Fig. Aufg. 388.) 
— cb+ca— (bp + ay) 
=cp-+cq=2(cp) 
folglich ift cp gegeben, aber auch gp = r, alfo das rechtwinklige 
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Dreied cpg und das bemfelben congruente Dreied cqg, wodurch 
der Winkel ach bed Dreiedd abc gegeben if. Man Eennt alfo 
von diefem Drekeck einen Winkel c, die an benfelben anliegente 
Seite A und die Differenz ber -beiden übrigen Seiten B— C, 
wodurch das Dreied beflimmt ift (Aufg. 96.) 


Aufgabe 390. Bon einem Dreied kennt man ben Rabius 
r, die Summe zweier Seiten und den von biefen Seiten einge: 
fchloffenen Winkel. 

Gegeben, (A 4 B) und I_c. 

Analyfid. Da |_c und r gegeben find, fo ift (Fig. Auf: 
gabe 388.) auch cp und cq gegeben, man Eennt aber auch cb + 
ca= A-+B, folglid ift bp + aq gegeben, und weil bp + 
ag = ab, fo ift ab gegeben, und daher das Dreied (Aufg. 94.) 

Aufgabe 391. Man Fennt von einem Dreied den Rabius 
x, bie Differenz zweier Seiten und den der einen biefer Seite ge: 
genuͤber liegenden Winkel, 

Gegeben, (C — A) und La 

Analyſis. Da (Fig. Aufg. 388.) La und r. gegeben ift, 
fo kennt man auch ax und aq 

ap axa—pag= act ab — bc 
; -B-+-U-—A 
ed ift aber auch C — A gegeben, 
folglich B. Man kennt ao BBC—A und l_a, und baber 
dad Dreier (Aufg. 96,) 

Anmerkung. Sind bie gegebenen Stüder, A— Cund [| a, fo if 

bie Auflöfung biefelbe, und es wird bie Aufgabe auf Aufg; 95, zurücgeführt. 


_ Aufgabe 392. Von einem Dreieck ift ber Umfang gegeben, 
bes Radius r und eine Normale; man fol bad Dreieck befchreiben. 
Begebenr, (A - B 4 C) un a. 





Analyfis. Es iſt Aabe — Aabg + Aacg + Abcg 
md dahe 2. Aabe — 2. Aabg +2. Aacg + 
2.Abcg 
ed it aber 2. Aabg=abxgr =abxr 

2. Aacg=acxgq=m=ac r 
2. Abeg =be xgp=bce<r 
dit ud 2. Aabe=—=(ab+ac+be)x<r 
— (C-+B-+ A) X r gegeben. 
Nun ift aber 
2.ANAabe=AxXoa (l. 41.) 
folglich iſt auch 
A+B+C).r=Axae. 

Da nun (A+ B + C),r und « gegeben find, fo ifl auch 
A gegeben, und folglich auh B + C. Man kennt alſo von dem 
Dreied eine Seite A, die Summe der beiden übrigen Seiten 
B-+ C und den Radius r, wodurh dad Dreied beftimmt ift 
(Aufg. 388.) 

Aufgabe 393. Bon einem Dreied ift der Umfang gegeben, 
ein Winkel und der Radius r; man foll das Dreied befchreiben. 

Gegeben, AFB+C)wm Le. Ä 

Analyfis. Da Le und r gegeben find, fo Fann man ben 
Kreis in den Winkel hineinzeichnen, und es ift hierdurch gegeben 
A+B — C. %eraud APB+C ifi gegeben; folglih auch 

A+HB+O—-(A+B—0=26C, al C 
daber kennt man eine Seite C, den ihr gegenüber liegenden Winkel 
c und r, wodurch das Dreied beftimmt ift (Aufg. 382.) 


Aufgabe 394. Es if von einem Dreied der Radius r, 
eine Seite und die zu derfelben gehörige Normale gegeben. | 
Gegeben r, A und =. 
Analyfis. Nah Aufg. 392. ift 
Axa=(A+B+ÜC)r. 

Da nun A und « und auch r gegeben ift, ff tA+B+C 
gegeben, und man Eennt daher auch von dem Dreied A + B+ 
V-A=B-+C. | 

Folglich ift eine Seite A gegeben, die Summe ber beiden übris 
gen Seiten B + C und der Radius r, und dadurch iſt ba6 
Dreied gegeben (Aufg. 383.) 
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Aufgabe 395. Bon einem Dreied find gegeben die Radien 
der beiden Kreife, von welchen ber eine in und der andere um das 
Dreieck befchrieben werden Fann, und eine Seite; man foll das Dreied 
verzeichnen. 

Gegeben r, Rund C. 

Analyſis. Da R und C gegeben find, fo ift auch I_c ge 
geben, folglich Fennt man von dem Dreied eine Seite C, ben ihr 
gegenüber liegenden Winkel c ‚und den Radius r; ed fann alfo das 
Dreied befchrieben werden (Aufg. 382.) 


Anmerkung. Man vergleiche hiermit bie Auflöfung biefer Aufgabe in 

Nr. 3. der Beilage XX, | 
— 

Aufgabe 396. Bon einem Dreieck find die Radien der bei⸗ 
ben dazu gehörigen Kreife gegeben und ein Winkel; man foll bas 
Dreieck befchreiben. 

Gegeben r, R und Le. 

Analyſis. Da R und Le gegeben find, fo ift auch C 
gegeben (Ill. 33. )ı und daher bad Dreied, wie bei der vorigen 
Aufgabe. 


. mM. 
Aufgaben von dem Viered im Kreife. 


Die wefentlichfte Eigenfchaft ded Vierecks im Kreife iſt bie, 
daß je zwei einander gegenüber liegende Winkel zufammen 2 I° 
betragen (III. 22.), und es ift durch dieſe Eigenſchaft ein Beſtim⸗ 
mungsftüd der Figur gegeben. Während daher bei einem Viereck 
überhaupt 5 Beftimmungsftüde gegeben feyn müffen, um baffelbe 
zu conftruiren ( Seite 130. $. 5.), find für ein Viereck im Kreife 
nur noch deren 4 erforderlich, unter welchen jeboch nicht zwei Seiten 
und der von bdenfelben eingefchloffene Winkel fich ‚befinden dürfen, 
wenn der Radius des Kreifes gegeben ift, weil, wenn zwei neben 
einander liegende Seiten in den Kreis ald Sehnen eingetragen wer: 
den, hierdurch der von denfelben eingefchloffene Winkel von felbfl 
fih ergiebt, und da durch einen Winkel zugleich der demfelben ge: 
genüber liegende gegeben iſt, fo dürfen, wenn der Radius gegeben 
ift, auch nicht 2 neben einander liegende Seiten und der von ben 
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beiden übrigen eingefchloffene Winkel gegeben feyn. Der Radius 
des Kreifes, der um dad Viereck fich befchreiben läßt, ſoll mit KR 
bezeichnet werben, die Seiten und Winkel, 
wie in dem beiftehenden Schema mit A, B, 
C, D und a,b, c, d. Die Diagonale, 
welche bie Winkelfpigen a und c verbindet, 
alfo ac fol = E und die Diagonale bd 
— F fon. Der Winkel, unter welchem 
beide Diagonalen fich fehneiden, und der ben 
Eeiten A und C gegenüber liegt, iſt = 9, 
fo daß alfo der den Seitm B und D ——— liegende Winkel 
op zu 2 R® ergänzt. 

Aufgabe 397. Bon einem Biered im Kreife ift der Radius 
R gegeben, zwei neben einander liegende Seiten und der Winfel, 
der an einer diefer Seiten anliegt, ohne von beiden eingefchloffen 
zu feyn; man foll das Viereck verzeichnen. 

Gegeben R,A, Bund I_d. 

Auflöfung. Befchreibe mit R einen Kreis an irgend einen 
Punkt d, trage die da — A ald Sehne ein, 
und an abdie ab B. Wird nun in dan m 
ad der Winkel ade = d angefeht und c mit 
b verbunden, fo ift dad Verlangte gefchehen. d 

Determination. Es darf feine ber 
beiden Seiten A und B> 2R feyn, und 
wenn eine diefer Seiten = 2 R ift, muß bie 
andere Kleiner feyn, ald 2 R. Zieht man fers s 
ner an d die Zangente dm, fo it Ladm > L_d, und es muß 

daber feyn I_d Ladm. 


Aufgabe 398. Von einem Viered im Kreife ift der Radius 
Ti gegeben, zwei einander gegenüber liegende Seiten und ein Wins 
tel; man foll dad Viereck befchreiben. 

Gegeben R,A, C und La. 


Aufgabe 399. Man Fennt von einem Viereck im Kreife ben 
Radius R, eine Seite und die beiden an berfelben anliegenden 
Winkel, | 

Gegeben R, A, La und Ld. 


Aufgabe 400. Es ſind von einem Viereck im Kreiſe ge⸗ 
geben der Radius Ri, eine Seite und zwei neben einander lies 
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gende Winkel, von welchen nur der eine an der. gegebenen Seite 
anliegt. 
Gegeben R, A, La und [_b. 


Aufgabe 401. Bon einem Viereck im Kreife ift gegeben der 
Radius R, eine Seite und zwei neben einander liegende Winfel, 
von welchen Feiner an ber gegebenen Seite anliegt. 

Gegeben R, A, Eb und Lc. 

Analyſis. Lat L_c=2R° (Il. 22.) und Lc 
gegeben ift, fo ift auch L_a gegeben. 

Aufgabe 402. Man Eennt von einem Viereck im Kreife 
den Radius I und brei Seiten; es fol das Wiered verzeichnet 
werben. 

Gegeben R,A,B,C. 

Aufgabe 403. Man kennt von einem Viereck im Kreiſe 
drei Seiten und einen von zwei diefer Seiten eingefchloffenen Win: 
fel; es fol der Radius des dazu gehörigen Kreifes gefunden 
werben. 

Gegeben A, B, C und La. 

Analyſis. Da A, B und [_a gegeben find, fo iſt das 
Dreied abd gegeben (Aufg. 1. S. 102.), und daher der Radius 
R des Kreifes, der um tiefes Dreieck befchrieben werden kann (5.), 
und biefes ift zugleih ber Radius des Kreifed, der auch um das 
Viereck ſich befchreiben läßt. 


‚Aufgabe 404. Bon einem VBiered im Kreife find brei Sei⸗ 
ten gegeben und ein Winfel, der an der vierten ımbefannten Seite 
anliegt; man fol das Viereck befchreiben. 

Gegeben A, B, C und lc. 

Analyſis. Es iſt a 4.c = 2R° (TU. 22.) und |_c ge 
geben, alſo auch |_a und daher R Sa 403. a und folglich das 
Viereck. 

Aufgabe 405. € find bon einem Biered im. Kreife zwei 
neben einander liegende Seiten gegeben und zwei neben einander 
liegende Winkel, von welchen der eine von den gegebenen Seiten 
eingefchloffen iſt; man foll das Viereck verzeichnen. 

Gegeben A,B, Là und b. 

Aufgabe 406. Man kennt von einem Viereck im Kreiſe 
zwei neben einander liegende Seiten und zwei neben einander lie⸗ 


ua 
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gende Winfel, von welchen Feiner durch bie gegebenen Seiten eins 
geſchloſſen ift. 

Gegeben A, B, Eb mod lL_c. 

Aufgabe 407. Es find von einem Viereck im Kreife zwei 
gegenüber liegende Seiten und zwei neben einander liegende Wins 
kel gegeben; es foll das Viereck befchrieben werden. 

Gegeben A, C, La und I_b. 

Analyfi. Dala+l_c=2R° und [_a gegeben ift, 
fo ift auch |; c gegeben, folglich find von dem Viereck drei Winkel 
und zwei einander gegenüber liegende Seiten gegeben; und es kann 
daher das Biere befchrieben werden (Aufg. 62. Seite 132.) 


Aufgabe 403. Die vier Seiten eined Vierecks im Kreife 
find gegeben; es fol der Radius des Kreifes gefunden werden, der 
um bafjelbe befchrieben werden kann. 

Gegeben A,B, C, D. 

Analyfis. Iſt abcd das Viered, 
fo muß fonl_a+l_deb=2R°, 
und es ift daher | a = | _dcy. Iſt das 
bep a<R°’, piftl_deb>R’, 
und fallt man alfo von d Normalen d« 
und dy auf ab und bc, fo trifft die 
Normale da die ab zwiſchen a und b, 
und bc wird von dy in ber Verlänges 
zung getroffen. 

Man ziehe bd, fo ift 
in Aabd (bd)? = (da)? + (ab)? — 2 (ab) (a«) (II. 13.) 
in Acbd (bd)? = (cd)? -— (bc)? + 2 (bc) (cy) (IE 12.) 

Folglich ift auch 
(da)? 4 (ab)? —2(ab)(aa) = (cd)? (be)? + 2 (be) (ey) 
und hieraus folgt unmittelbar 
(da)? + (ab)? — (cd)? — (bc)? = 2 (ab) (ax) + 2 (be) (cy). 

Nun find da, ab, cd und bc, die Seiten des Vierecks alfo 
gegeben, und daher auch die Quadrate derfelben, folglich iſt auch 
das Quadrat gegeben, welches erhalten wird, wenn man vom ber 
Summe der Quadrate der beiden erften Seiten die der beiden letz⸗ 
ten abzieht, und fegt man bie Seite diefes Quadratd = Q, fo if 
Q? gegeben, und es ift nun 

Q? = 2 (ab) (ae) +2 (be) (cy). 
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Man nehme ad’ = cd und ay = cy, fo iſt, weil auch 
La — I_dey, wenn man d’y' zieht, Ad’ay' X Adey, und 
daher bei y' rechte Winkel. Zieht man alfo 
dd’, fo liegen « und y’ in dem Umfange 
des Halbkreifes, defjen Durchmeffer dd- ift 
- (IH. 31.), und es ift daher * 

(ac) (ad') = (ay') (ad) (III. 36.) 
alfo (ae) (cd) = (cy) (ad). 
Da nun aber Q? =2(ab)(a«) + 2(be) (ey) „ 
fo ift auch | 
Q? (ad) = 2 (ab) (ac) X (ad) + 2 (be) X (ad) (cM) 
folglih da. (ad) X (cy) = (aa) X (cd) 

Q? (ad) = 2 (ab) (aa) (ad) 4 2 (be) (a«) (cd) 
nämlich es ift 

Q? = 2 (ab) (ac) + - un 
und hieraus folgt 


Q? = 2 (ac) x [cab) + 8] 


ba nun ab, bc, cd, ad und Q gegeben find, fo iſt aud a« 
gegeben, folglich La u daher das Viereck, und alfo auch R. 

| Auflöfung. 1) Man fee da= A und ab=B mtr 

einem rechten Winfel an einander, ziehe die Hypothenuſe des hier 

durch beflimmten rechtwinkligen Dreiedö und fege diefe = m, 

2) Eben fo fege man be = C und cd =D unter einm 
rechten Winkel an u. und feße bie Hypothenuſe dieſes recht 
winkligen Dreiecks — 

3) Man — das rechtwinklige Dreieck, von welchem die 
Hypothenuſe = m und bie eine Katete = n iſt, fo iſt die zweite 
Katete diefes Dreiecks = Q. 

4) Aus be = C und cd = D befchreibe man ein Redted, 
unb vermandele baffelbe in ein anderes, deffen eine Seite = al 
= A ift, und fege die zweite Seite dieſes Rechtecks — p. 

9) Beſchreibt man nun ein Rechteck — Q2, deffen eine Seite 
man =p-+ ab=p-+B annimmt, fo ift die zweite Geite 
biefei3 Rechtecks = 2 (am), und es ift alfo hierdurch a« gefunden. 

6) Wird num endlid ein rechtwinkliged Dreieck conftruirt, von 
mweldyem die Hypothenuſe = da=A ift und eine Katete = an, ſo 
ift ber an biefer Karte anliegende Winkel = a, alfo en Winkel 
des Vierecks und dieſes hierdurch beſtimmt. 


d 
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3ufag. Iſt in einem befondern Falle m —.n, alfo A? + B? — 6? 
+ D?, fo ift von dem gefuchten Viereck a = |_e ein rechter Winkel. 


Aufgabe 409. Von einem Viereck im Kreiſe iſt der Radius 
R gegeben, die beiden Diagonalen und der Winkel, unter welchem 
diefelben ſich ſchneiden; man foll das Viereck verzeichnen, 

Gegeben R,E,F und |_p. 

Auflöfung. Befchreibe mit Bi einen Kreis, trage die eine 
Diagonale bd=F ald Sehne 


m 
ein, verlängere biefelbe und 2 
ziehe an einen Punkt m ber: \ 
felben eine Linie mn unter — d = 
dem gegebenen Winkel ꝙ. Bon — 


Pd 


dem Mittelpunkte g fälle die ⸗ 
Normale gh auf mn, und 
fchneide auf dieſer Normale a 
ein Stüd ge ab, welches dem 
Abftande der der Größe nach h 
gegebenen Sehne = E von 

dem Mittelpunfte gleih ift. Zieht man hierauf durch e die ca 
parallel mn, fo find die hierdurch, und durch die gegebene bd = F 
beftimmten Punfte a, b, c, d des Umfanges, die Winfelfpigen des 
zu befchreibenden Vierecks. 


Aufgabe 410. Man Eennt von einem Viered im Kreife den 
Radius R, die beiden Diagonalen und eine Seite; ed fol das 
Diered befchrieben werden. 

Gegeben R,E,F und A. 

Determination. Wenn jede der beiden Diagonalen <2 R 
ift, fo find drei verfchiedenen Vierecke moͤglich, in welchen die ges 
gebenen Stüde vorfommen. ' 


Aufgabe 411. Es ift von einem Viereck im Kreife der Ras 
dius R gegeben, eine Diagonale und zwei einander gegenüber lies 
gende Seiten. 

Gegeben R,E, A und C. 

Aufgabe 412. Bon einem PViere im Kreife ift gegeben ber 
Radius R, eine Diagonale, eine Seite und ein Winkel, der an diefer 
Seite anliegt, und durch deſſen Scheitel die gegebene Diagonale geht. 

Gegeben R,E, A und La. 






Aufgabe 413. Es ift von einem Viered im Kreife gegeben 
der Radius R, eine Seite, eine Diagonale und ber Winfel, unter 
welchem beide Diagonalen ſich fchneiden. 

Gegeben R, A, E und |_g- 

Aufgabe 414. "Bon einem Biered im Kreife ift gegeben der 
Radius A, eine Diagonale, der Winkel, dur deſſen Spige die 
gegebene Diagonale geht, und ber Winkel, unter welchem beide Dia: 
gonalen fich ſchneiden; es foll das Viereck befchrieben werden. 

Gegeben R, E, La und p. 

Analyfis. Da von dem Dreied abd ber Radius R de 
Kreifes, der um daffelbe befchrieben werben kann, gegeben ift, und 
der Winfel bad = a, fo ift auch die Seite bd = F deſſelben ge: 
geben (III. 34.) Folglich kennt man von dem zu befchreibenden 
Viered R, E,F und p, und es ift deſſen⸗ daher gegeben Auf: 
(gabe 409.) 

Aufgabe 415. Bon einem Viered im Kreife Fennt man 
den Radius K, zwei neben einander liegende Seiten und den Bin 
kel, unter welchem die beiden Diagonalen fich fchneiden. 

Gegeben R,A,Bun |_y. 

Aufgabe 416. Bon einem Biered im Kreife ift der Radius 
R gegeben, eine Seite, ein an berfelben anliegender Winkel, und ber 
Winkel, unter welchem beide Diagonalen ſich fehneiden. 

Gegeben R, A, La und |_p. 


Aufgabe 417. Man kennt von einem Viereck im Kreiſe den 
Radius R, eine Seite, einen Winkel, der nicht an der gegebenen 
Seite anliegt, und den Winkel, unter welchem beide Diagonalen 
ſich ſchneiden. | 

Gegeben R, A, Eb und |_g. 

Analyfis. Da R und [_b gegeben find, fo ift auch E ge 
geben, alfo Eennt man auch R, E, A und L_Yp, wodurch das 
Viereck ſich conftruiren läßt. 


Aufgabe 418. Bon einem Viereck im Kreife find drei Geis 
ten und eine Diagonale gegeben; man foll das Viereck befchreiben. 

Gegeben A, B, C und E. 

Analyfis. Durh B, C und E if Aabc beftimmt, alfe 
auch der Kreis, in welchem dieſes Dreied liegt, und in eben diefem 
Kreife liegt auch das Viereck. 


Aufgabe 419. Es ſind von einem Viered im Kreife zwei 
Seiten :gegeben, der Winkel, den diefe Seiten einfchließen, und bie 
von ber Spitze diefes Winkels ausgehende Diagonale. 

Gegeben A, B, La und ° °. 


Aufgabe 420. Bon einem Viereck im Kreiſe kennt man 
* Seiten, den von. dieſen Seiten eingeſchloſſenen Winkel, und ben 
Winkel, unter welchem die Diagonalen ſich IDRDEN 

Gegeben A,B, La und!l. 9. 


"Aufgabe 421. Man kennt von einem Viereck im areiſe zwei 
neben einander liegende Seiten, einen an ber einen Seite anliegen⸗ 
den, aber nicht von beiden eingeſchloſſenen — und die dieſem 
Winkel gegenuͤber Ba Diagonale. * 

Gegeben A, B, Eb md E. 

Analyſis. Dur E und Ib läßt fih R x finden all. 83, ) 
und daher auch das ganze Viereck. 


Aufgäbe 422, Zwei neben einander liegende Seiten eines 
Diereds im Kreife find gegeben, ber von den beiden übrigen Seiten. 
eingefchloffene Winfel, und bie burch bie IM dieſes Winkels 
gehende Diagonale. 

Gegeben A, B, Lc und E. 


Analyſis. DSLatlc—=2Rt m (ec gegeben 
ift, fo ift auch La gegeben, daher Aabd und folgli R. 


Aufgabe 423. Zwei neben einander liegende Seiten eines 
Vierecks im Kreife find gegeben,‘ der von ben beiden übrigen Seiten 
eingefchloffene Winkel, und ber Winkel, unter welchem die beiden 
Diagonalen ſich fänefden. 

2 Gegeben A, B, Le: und L9 he 


Auf; gabe 424. Es find von einer Biere im Kreife gege⸗ 
ben zwei einander gegenüber liegende Seiten, ein Winkel und bie, 
diefem Winkel ge en liegende en 

Gegeben 9* und E 

Analyfis. =. E,C ud Ub it Aach — 
und daher R, alſo auch das Vierea 

Aufgabe 425. «Bon einem Viereck im Kreife find zwei tes 
ben einander liegende Seiten und die beiden —— gegeben. 

zb Gegeben Ayb, Emb-F — dry 
56 
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Aufgabe 426. Es find von einem Biere! im Kreife bie 
beiden Diagonalen gegeben, eine Seite und ein an iz anlie⸗ 
gender Winkel. | 3 59 

Gegeben E,F, A md La. 152* 


Aufg abe 427. Man kennt die beiden — eines Bier⸗ 
ecks im Kreiſe, eine Seite und einen Winkel, de v¶ hu ae 
Seite anliegt. 

Gegeben E, F, A und Lb., 


Aufgabe 428. Don einem Viered im Kreife find. die Keiden 
Diagonalen gegeben, der Winkel, unter welchem. fie ſich fchneiben, 
und ein Winkel des Vierecks; man foll dafjelbe verzeichnen. 

Gegeben E,F, Lo und La. 

Analyſis. Da F und |_a gegeben ift, fo ift auch R gege: 
ben (III. 33.), und es läßt fih das Viereck * beſchreiben, wie 
bei Aufg. 409. 


Aufgabe 429. Es find von einem Viereck im Kreife gege: 
ben eine Diagonale und zwei neben einander liegende Winkel, und 
der Winkel, unter welchem die Diagonalen ſich fchneiden. 

Gegeben E,l_a,|_b und [_. 

Analyfis. Da E und |_b gegeben find, fo ift R gegeben, 
md durch R und La ift F der Größe nad beftimmt, 





NS 2% . 4 
Aufgaben von dem Viereck um den Kreis. 


Beſchreibt man um einen Kreis ein Viereck, ſo daß die Seiten 
beffelben Tangenten des Kreiſes find, fo iſt die Summe zweier 
einander gegenüber liegender Selten’ diefes Vierecks eben ſo groß, 
als die Summe ber ‚beiden Übrigen. 

Beweis. Berühren die Selten bed Vierecks abcd ben 
Kreis in den Punkten «, ß, 7, d, fo if 

aöd — ar 
bB =ba 
ER ‚u 19 
dör=:- dy 
folglich (bA+ GFÄFRFI = ya be) + Een 
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naͤmlich es iſt u 
bepad=ab+ cd. d Y._e 
Verbindet man den Mittelpunkt g dis \ 
ſes Kreifes mit den Eden a, b; c, d des B 


Vierecks, fo werben durch diefe Linien die 6 
Winkel des Vierecks halbitt, denn es ift, 
wenn man ga und gß zieht, in den bei « 


4 


und ß rechtwinkligen Dreieden gab und gb — 
ge =gß (I: 15. €) 
gb = gb 
Le=LPß 


babe Agab ® Agpb 
und folglich I_gbe = L_gbP 


‚ und aus gleichen Gründen ift auh [|_geß = |_gcy ic 


Hieraus folgt zugleich, daß wenn man in irgend einem Viered 


zwei neben einander liegende Winkel a und b halbirt, die Halbis 
rungslinien in g ſich fo fehneiden, daß der Punkt g von den drei 


' Seiten da, ab, bc, die diefe Winkel einfchließen, gleich weit ab- 


fteht, und es muß daher der aus g mit diefem Abftande befchriebene 
Kreis -diefe drei Seiten beruͤhren. | Ä 

Der Sag, daß bei einem Viered um dem Kreid zwei eitlander 
gegenüber liegende Seiten zufammen fo groß, als die beiden übrigen 
find, gilt auch umgefehrt: If in dem Viereck abed die Summe 
der Seiten ab + cd — be + ad, fo muß fich in diefes Viered 
ein Kreis befchreiben laffen, ber alle vier Seiten berührt; 

Beweid. Man halbire die neben 
einander liegenden Winkel a und b, und 
befchreibe aus dem Durchfchnittspunfte g 
der Halbirungdlinien mit dem Abftande 
ga berfelben von ab eirien Kreis, fo bes 
rührt diefer die drei Seiten da, ab, be. 
Wird nun die Ate Seite de von diefem 
> nicht berührt, fo kann man von 

d eine Tangente dy an den Kreis ziehen (1III. 10.), welche ver⸗ 
laͤngert die be in c’ treffen mag, fo ift nun 
dy=d3 
ey, Pe 
alſo de == dd + fe 
26 * 
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hierzu cc= ca 
giebt de LTec=dEtc 
Nun iſt aber nach der Vorausfegung 
ab+-dce=ad+ be 
und ab = aß +! bp 
folgig de = dd - gi TE 
Es muß aber auch fen 
de +cece=dö+ch 
folglich if de= de + cc 
alfo ift in dem Dreieck dcc! bie eine Seite dc fo groß, als die 
beiden übrigen zufammen, was nicht möglich ift. Folglich Fann von 
dem Punkte d aus Feine Tangente an den Kreid gezogen werden, 
bie verfchieden von dc ift, und ed muß daher dc den Kreis be 
rühren. 
Anmerfung Bei einem Viereck um ben Kreis werben ebenfalls die 
4 Seiten der Reihe nah mit A, B, C, D, und bie Winkel mit a, b, c,d 
bezeichnet, fo daß | a von A und B, |_b von B und C ac. eingefchloffen wirt. 
Der Radius des Kreifes, der fi in das Viereck hineinzeichnen läßt, fol mit r 
begeichnet werben. 














Aufgabe 430. Bon einem Viereck, in welches ein Kreis 
befchrieben werden kann, find drei Seiten gegeben und ein Winkel 
.ber von zwei biefer Seiten eingeſchloſſen wird; man ſoll das Viereẽ 


beſchreiben. 
Gegeben A, B, C und l a. | \ 
Analyfis. Da in das Biere ein d D 

Kreis befchrieben werben kann, fo ift — 


Nun iſt A und C, alſo au A+ C Ä C 
gegeben, folgli Fennt man auch B-+D, 
und da B gegeben ift, fo ift D ebenfalls ge & 
geben. Man kennt alfo von dem Viereck B 
alle 4 Seiten und einen Winkel, _—, das 
Viereck beftimmt ift. 

Aufgabe 431. Don einem Viered, in welches ein Kreis ſich 
befchreiben läßt, find drei Seiten gegeben und ein Winkel, der an 
ber 4ten Geite anliegt; es fol das Viereck befchrieben werben, 

Gegeben A, B, C und Lc 


— 
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Aufgabe 432. Von einem Viereck, in welches ſich ein Kreis 
sefchreiben läßt, ift der Radius r gegeben, zwei Seiten und ber 
yon diefen Seiten eingefchloffene Winkel; man fol das Viereck ver 
zeichnen. 

Gegebenr, A,Bun |_a. 


Auftöfung. Setze an ab = A ben Winkel bad= La, 
nehme ad — B, halbire den Winkel 
bad durd ae, errichte in irgend einem 
Punkte ım ber ab oder deren Berläns 
gerung eine Normale mn — r und 
ziehe durch n eine ber ab parallele 
Linie, fo fchneidet diefe die ae in bem 
Mittelpunfte g des Kreifes, der in das 
Viereck befchrieben werden fann. Be 
fchreibt man bdiefen Kreis und zieht von b und d Zangenten an 


denfelben, die fi in c fchmeiden, fo if nun abed das verlangte 
Diered. 


Aufgabe 433. Bon einem Biere, in welches ſich ein Kreis 
bineinzeichnen läßt, Fennt man den Radius r, zwei Seiten und ben 
Winkel, der an einer biefer Seiten anliegt, aber nicht von beiden 
eingefchloffen wird. 

Gegeben r, A,B und [_b. 


Analyfis. Halbirt man den Winfel b (Fig. Aufg. 432.), 
fo liegt der Mittelpunkt g bed Kreifed in diefer Linie, und ba 
mn=r gegeben ift, fo iſt's auch g und daher der Kreis der Größe 
und Lage nah. Da nun auh ba = A gegeben ift, jo ift ber 
Punkt a. gegeben, alfo die Tangente ad, welche von a aus an, bem 
Kreis gezogen wird, der Lage nah, und weil ad = B feyn 
muß, fo ift auch der Punkt d und daher die Zangente dc der Lage 
nach gegeben. Aber durch |_b ift au) be der Lage nach gegeben, 
folglich auch der Punkt c und daher das Biered. 


Aufgabe 434. Es find von einem Biere, das um einen 
Kreis ſich befchreiben läßt, vier neben einander liegende Stüde, alfo 
zwei neben einander liegende Seiten, der von denfelben eingefchlofs 


fene, und ein an der einen Seite anliegender Winkel gegeben; man 
fol das Viereck befchreiben. 


Gegeben A, La, Bund _b. | 
Analyſis. | Halbirt man | a und |_b, fo fihneiden ſich 
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die Halbirungslinien in dem Mittelpunkte bed Kreifes, ber daher 
der Lage nach gegeben ift, und folglich ift auhr gegeben, und das 
ber dad Viered. 


Aufgabe 435. Man kennt von einem Biere, in bad ein 
Kreis ſich befchreiben läßt, zwei neben einander liegende Seiten, den 
von benfelben eingefchloffenen Winkel, und den Winkel, der von den 
beiden übrigen Seiten eingeſchloſſen wird; ed fol das DViered bes 
fchrieben werden. 

Gegeben A,B, La und [c. 

Analyſis. Da in das Viereck ein Kreis fich befchreiben Lt, 
fo ift 

ab+cd=be +ad — d C 
und daher auch | 
ab — ad = be — cd. - 

Nunift ab= Bund ad = A gegeben, 
alſo auch ab — ad — B — A, folglich ift a 
hc — cd ebenfalld gegeben. h 

Da ad = A, ab = B und [a gegeben find, fo ift Aabd 
und folglich auch bd gegeben, Es ift aber auch [|_c gegeben, man 
Eennt alfo von Ahbcd die Geite bd, den ihr. gegenüber liegenden 
Winkel c und die Differenz der beiden übrigen Seiten be — cd 

= B — A, folglich ift dad Dreied gegeben (Aufg. 97. ER 143.), 
und bierburd das ganze Viereck. 


Aufgabe 436. Zwei rechtwinklige Dreiede haben bie eine 
Katete gemein, und es find bie Winkel gegeben, welche in diefen 
Dreieden der gemeinfchaftlichen Katete gegenüber liegen. Außerdem 
kennt man die Differenz der beiden unbekannten Kateten; es follen 
die Dreiede verzeichnet werben, 

Auflöfung Es ſey mab ber n 
gegebene Winkel des einen und nab 
des andern Dreiecks; man nehme ad 
gleidy der gegebenen Differenz der uns 
bekannten Kateten, ziehe durch d bie 
dx parallel ma und fälle von x bie h y da 
xy normal auf ab, fo ift axy das eine und dxy das andere ber 
beiden zu conftruirenden Dreiede, 


Aufgabe 437, Bon einem Viereck, das um einen Kreis 
fich befchreiben laͤßt, kennt man zwei neben einander liegende Sei— 


m 
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ten und die beiden an diefen Seiten anliegenden Winkel, von wels 
chen jeboch Feiner durch diefe Seiten eingeſchloſſen wird; man fol 
Das Viereck befchreiben. 

Gegeben A,B, 1Ib und L_.d. 

Analyfis. Da ab = Bund ad = A gegeben find, fo iſt 


auch gegeben 
und weil ax = ad, fo iſt 
eb —-dd=B— A gegeben, 

Iſt g der Mittelpunft des Kreis | 
ſes, fo wird der gegebene Winfel b 
durch bg und [_d durch dg halbirt; 
ed find alfo auch gegeben die Winkel 
gb« — ',b w gdö = d, 
Nun ift aber ge = gö, folglich haben 
die vechtwinkligen Dreiede bag und 
dög bie eine Katete glei ga=gd, 
die diefen Kateten gegenüber liegenden Winkel b und 4 d 
find gegeben, — 
und man kennt außerdem bie Differenz ber beiden andern Kateten 
be — dd = B — A, 
folglich Eönnen die Dreiede befchrieben werben (Aufg. 436.), und es 
ift daher ge = 80 = r gegeben, alfo Fennt man von dem Viereck 
A, B, I_b und r, woburd) daſſelbe beftimmt ift (Aufg. 433.) 

Aufgabe 438. Bon einem Viereck, in welches ein Kreis bes 
ſchrieben werben kann, ift ber Radius r gegeben, zwei einander ges 
genüber liegende Seiten und ein Winkel; man foll das Viereck vers 
zeichnen. 

Gegeben , A, C und _ a 

Analyfis. Da [_a gegeben ift, fo ift auch bie Linie ag 
der Lage nach gegeben, durch welche bies 
fer Winkel halbirt wird, und es liegt in 
diefer Linie der Mittelpunkt g des Kreis 
fe. Nun ift der Radius gö = r geges 
ben, folglich der Punkt g, und der Kreis 
tann daher befchrieben werden. Da ad 
— A gegeben ift, fo kennt man ben 
Yunkt.d, und. daher de ber Lage nach, und auch ab ift ber Lage 
nad) gegeben. Wird nun in des Kıeifes Umfang der Punkt x fo 








ei 
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beftimmt, daß die Zangente biefes Punktes bc = C wird (Auf 
gabe 381.), fo erhält man hierdurch das gefuchte Viereck. 
Aufgabe 439. Man Eennt von einem Viereck, in das ein 
Kreis befhrieben werden kann, zwei einander gegenüber liegende 
Seiten, nnd bie beiden an ber einen dieſer Seiten anliegenden 
Winkel. 
Gegeben A, C, Law I_d 


Aufgabe 440. Don einem Viereck, ‘in welches ein Kreis 
befchrieben werben Eann, iſt der Radius r gegeben, eine Seite und 
zwei neben einander liegende Winfel, von welchen der eine an ber 
gegebenen Seite anliegt. 

Gegebenr, A, La und b. 

Analyſis. Durch [| a und r ift der Ditteigunkt g des 
Kreiſes geneben, und man kann daher den Kreis beſchreiben. Wird 
nun an irgend einen Punft der ab der Winfel bh angefegt umd 
man fällt auf den zweiten Schenkel dejfelben von g eine Normale, 
fo fchneidet diefe den Kreis in dem Punkte, in welchem die bc den 
Kreis berührt, und es ift daher be ber Lage nach gegeben. Da 
aber ad — A gegeben ift, fo iſt de ebenfall3 ber u nad ge 
geben, und folglich das gefuchte Viered, 


Aufgabe 441. Es ift von einem Biere, in das ein Kreis 
fi befchreiben läßt, der Radius r gegeben, eine Seite und zwei 
einander gegenüber iiegende Winkel, 

Gegeben r, A,[ aund|[_c. 

Analyfis. Durch | a und r iſt der Kreis ber Größe und 
Lage nach gegeben, und durch A auch’ ber Punkt d, und daher 
die Tangente de der Lage nach, und da nun auch [_c gegeben 
ift, fo ift, wie bei der vorigen Aufgabe, aud ch der Lage nad 
gegeben. 


Aufgabe 442. Bon einem Viereck, in bad ein Kreis Bes 
fhrieben werden kann, ift der Radius x 
gegeben, eine Seite und die beiden. Wins 
kel, welche an ber diefer gegenüber liegen: J 
den Seite anliegen; man ſoll das Viereck 
beſchreiben. 

Gegebener, A, Ibh und Le. 

Auflöfung. Mit r befchreibe einen, ., $ 
Kreis, ziehe eine Zangente mn an denfel: 





ben, trage an biefe. Linie in m ben Winkel c und in n ven I_b 
an und fälle die Normalen gg und gp. Durh die Punkte d 
und ô, wo bdiefe Normalen den Kreis fchneiden, ziehe ba und cd 
parallel den Linien mp. und mgq,. Hierauf fuche in dem Umfange 
des Kreifes den Punkt x von der Art, daß die Tangente a.d dies 
ſes Punktes A wird (Aufgabe 381:), fo iſt dad Verlangte 
geſchehen. — 


—Aufgabe 443. ‘Bon eimem Viereck um einen Kreis iſt eine 
Seite gegeben und brei Winkel; man foll das Biere befchreiben: 
Gegeben A,ALa, Eh und i_e 
Analyfis. Da drei Winkel gegeben find, fo ift auch der 
vierte gegeben; man kennt alſo A, La und L.d, und baher r, 
und folglid von dem Biere A, I_b, Lic und r, wodurch die 
Figur beflimmt iſt (Aufg. 442.) 


Aufgabe 444. Bon einem Biered um einen Kreis ift ber 
Radius r gegeben und drei Winkel; man ſoll das Viereck ber 
ſchreiben. 


Gegeben r, La, Lb und |_c, 


Aufgabe 445. Es find drei ‚gerade Linien gegeben; man 
fol ein Viereck befchreiben, von welchem dieſe Linien Seiten find, 
und es fol dieſes Viere die Eigenfchaft haben, daß fih ſowohl in 
old um dafjelbe ein Kreis befchreiben läßt. 

Gegeben A,B, C. | 

Analyfis. Da fich in das Viered ein Kreis 5 fot befchreiben 
laffen, fo ift dvurh A, B und. GC audy die vierte Seite D beftinmt, 
indem fon ug AG —=B+D, ap D=A+C—B. 
Tolglic Eennt man daher alle vier Seiten und baher den Radius 
R des Kreifes, der um dieſes Viereck ſich befchreiben läßt (Aufg. 408,), 
und alfo auch die Figur, 

Aufgabe 446. Bon einem Viereck, in und um weldes ein 
Kreis fich befchreiben laßt, find zwei Seiten gegeben und der von 
denfelben eingefähloffene Winkel; man fol das Viereck verzeichnen, 

Gegeben A,ABwund La. 

Analyfis, Da ein Kreis um das Biere befchrieben werden 
Bann, fo ia e == 2 R (IN, 22), und da l_a gegeben ift, 
fo: ift: ach Ic gegeben. Folglich kennt man von: dent Viered, in 
weiches ein: Kreis ſich befchreiben laͤßt, A, B, a und c, und das 
her das Vierer felbit (Aufg. 435.) ur ı 


— 40 — 


Aufgabe 447. Dan kennt von einem Viereck, in und um 
welches ein Kreis fich befchreiben läßt, zwei neben einander liegende 
Seiten und einen Winkel, ber an einer diefer Seiten anliegt, aber 
nicht von beiden eingefchloffen wird; man foll das Viereck befchreiben. 

Gegeben A, B und I_b. 

Analyſis. Weil ein Kreis um das Viereck ſich beſchreiben 
laͤßt, ſo it AL b + Id 2 R, alfo d gegeben, und daher von 
dem Viered A, B, I_b und Id, woburch dafjelbe fich conſtrui⸗ 
en läßt (Aufg. 437.) 


Aufgabe 448. Bon einem Viered, in und um das ein 
Kreis ſich beſchreiben läßt, iſt der Radius A gegeben und zwei nes 
ben einander liegende Seiten; man foll: das Viereck befchreiben. 

Gegeben R, A und B. 

Analyfis. Durch R, A und B ift auch La und folglid 
L_c gegeben, und daher das Viereck (Aufg. 435.) ’ 

‚Aufgabe 449. Dan Fennt von einem DViered, in und um 
das ein Kreis fich befchreiben läßt, den Radius R, eine Seite und 
einen an berfelben anliegenden Sinteij es ſoll dad Viereck verzeich⸗ 
net werden. 

Gegeben R, A und La 

Analyſis. Da K, A und La gegeben find, fo iſt auch 
B und Le gegeben. 

Aufgabe 450. Bon einem Viereck, in und um welches ein 
Kreis ſich beſchreiben laͤßt, iſt der Radius r gegeben, eine Seite 
und ein an derſelben anliegender Winkel; man ſoll dad Viereck be 
fchreiben. 

Gegeben r, A und La. 

Analyfis. Weil um dad Viered ein Kreis ſich befchreiben 
läßt, fo ift durch a auh ce == 2R° — a gegeben, und man fennt 
daher r, A, a und c, folglich das Viered (Aufg. 441.) 

Aufgabe 451. Es find von einem Viered, in und um das 
ein Kreis fich befchreiben laͤßt, gegeben ber Radius r, eine Geite 
und ein Winkel, der nicht an diefer Seite anliegt, - 

Gegeben r, A. und L_b. 

Aufgabe 452. Bon einem PBiered, in und um das ein 
Kreis ſich befchreiben läßt, ift der Radius r gegeben und zwei neben 
einander liegende Winfel; man foll das Viereck verzeichnen. 

Gegeben, Lam Eb. 


— 41 — 


Analyfis. Da um dad Viered ein Kreis fich befchreiben 
läßt, fo ift durch La auch L_c gegeben, folglih Fennt man 3 
Winkel und r, und daher das Viered. 

Aufgabe 453. Don einem Viereck, in und um weldes ein 
Kreis fich befchreiben Iäßt, ift der Radius r gegeben und zwei nes 
ben einander liegende Seiten; man foll dad Viereck verzeichnen, . 

Gegeben r, A und B. 

Analyfis. Es fey abcd bad 
Biered ge = pgß—r, da — A, 
ab — B,. man nehme ad — ad, fo 
ftbö=B— A gegeben. 





Da ad — ad 
und a« — aß 
fo it 30 = od 
aber gß — gu 


und  Iß=Le=R° 
folglich ft AgBö > Agad, und daher L göß — I_gde. 

Da um das Viered ein Kreis fich foll beſchreiben, laſſen, fo ift 
ıd+Lb=2R?°, und da diefe Winkel durh gd und gb 
balbirt werden, fo ift 

I g8da+1Lgbß = BR’ 
aber I_gdae —= 1 gIß 
folgih | göß £ Ugbs — R° 
aber auch gdB +1 Bed = R° 
es iſt alſo gb —| Bel. 

Wird daher um Agbd ein Kreis befcprieben (5.), fo berührt 

Bg diefen Kreis in g (III. 32.), und es ift daher 
(Bg)? = Bd X ßb (III. 36,) 
= Bd [Bd + Ob). 

Nun it Bg = r gegeben und uh db = B— A, alfo 
kann BO gefunden werben, wobei ed nur darauf ankoͤmmt, die ges 
gebene Ob fo zu verlängern, daß das unter der verlängerten Linie 
und der Verlängerung derſelben enthaltene Rechte dem Quadrate 
der gegebenen Bg glei wird (Seite 207. Aufg. 1.) 

Da hiernah bB gefunden wird und ba = B gegeben ift, fo 
kennt man auch Ba; ed ift num aber auch Bg = r gegeben, folglich 
das rechtwinklige Dreied Bag, und daher | Bag = '/, 3; folglich 
ift [|_a gegeben, und man kennt alfo von dem Viereck A, B, La 
und r, wodurch bafjelbe beftimmt ift (Aufg. 446.) 





— < 
$. 283. 
Einige Aufgaben von den Vielecken. 


Aufgabe 454. Die Zahl der Seiten, von welchen ein Vieleck 


eingefchlofjen wird, ift gegeben; man fol hieraus beflimmen, wie 
groß. die Summe. aller Winkel dieſes Vielecks iſt. 

Auflöfung Nimmt man innerhalb der Figur beliebig einen 
Punkt an und verbindet diefen mit allen Eden derfelben, fo erhält 
man eben fo viel Dreiede, ald Seiten die Figur hat. Da nun bie 
Summe aller Winkel eined Dreiecks = 2 R°, fo ift die Summe 
ber Winkel aller diefer Dreiede = n x 2 R°, wenn die Figur 
von n ©eiten begrenzt iſt. Werben hiervon alle die Winkel abgezo: 
gen, welche um den angenommenen Punkt herum liegen und bie zu« 
fammen 4 R° betragen, fo bleibt die Summe aller Winkel der Fis 
gur übrig, welhe daher n x 2 RP’ — 4R’ an x<2R°’ — 
2x2 R’ = (n — 2) 2 R°® beträgt. 

Aufgabe 455. Die Größe eines jeben Winkels von einem 
vegulairen Viele foll beflimmt werben, 

Auflöfung. Wird das regulaire Vieled von n Seiten be 
grenzt, fo ift die Summe aller Winfel = (n — 2).2 R°. Da 
nun bei einer regulairen Figur alle Winkel gleich groß find, fo it 


« o 
jeder Winfel — n—23.2R = & =. am, 
n n 





Zufag. Man theilt den rechten Winkel in 90 Grab — 90° und jeden 
Grad in 60 Minuten — 60° A 60 Gecunden — 60”. Der Winkel eins re 


—_ {9 
gulairen Vieles ift daher auch = (—) . 180°, und «8 ift daher ber 


Winfel von bem regulairen 


Dreick — 4.2R? = ZRI— 60° 
Bird = 2.2RP =: RI m 90° 
Fünfet = 3.2RP = RP = 108° 
Sechseck = #.2R’ = HR’ — 120° 
Sichnd = $.2 RP = Ko — 128° 343° 
vo Ahed ="$.2R° = RP 135° 
Rund = 5.2 R° = '# RP —= 140° 
Zehnect — 13. RP = zB = 144° x1. 





Aufgabe 456. Es foll angegeben. werben, wie viel Diagos 
nalen in einem Vieleck gezogen werden: fönnen. 


j 


| 
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Aufloͤſung. Bon jeder Ede ber Figur können Diagonalen 
an alle übrigen Ecken gezogen werden, nur an bie beiden zunächft 
anliegenden Eden nicht, weil biefe mit ben Seiten zufammen fallen. 
Iſt die Figur alfo ein ned, fo können von jeder Eden — 3 
Diagonalen gezogen werden, und von allen. n Eden zufammen n > 
(n — 3) Diagonalen. Hierbei iff aber jede Diagonale zweimal 
gezogen; denn find z. B. a und d zwei durch eine Diagonale ver: 
bundene Eden, fo ift diefe einmal. gerechnet, indem man Jie als 
von a nad d gezogen annimmt, und einmal ald von d nach a ges 
zogen. Die Anzahl aller Diagonalen ift daher halb fo groß, als 


der gefundene Ausdruck, und fie beträgt daher u kr — Die 


Zahl der Diagonalen wird alſo erhalten, wenn man die Zahl der 
Seiten der Figur mit der um 3 verkleinerten Zahl multiplicirt und 
von dem Producte die Hälfte nimmt. ' 





Aufgabe 457. Es fol angegeben werden, wie viel Diagos 
nalen von verfchiedener Größe in einem regulairen Vieleck gezogen 
werden fünnen. 

Auflöfung. Bon einer Ede a aus koͤnnen immer zwei 
Diagonalen, eine. recht8 und eine links, von gleicher Größe gezogen 
werden. Da nun die Anzahl aller von einer Ede ausgehenden 
Diagonaln=n —3 ift (Aufg. 456.), fo würde die Zahl der Dias 
gonalen von verfchiebener Größe, die von einer Ede aus gezogen 


werben fünnen = feyn, wenn nicht für eine gerade Zahl — 


n ber Ausdruck ZI einen Bruch gäbe, Bei einem folchen Vieleck 


aber geht eine Diagonale durch ben Mittelpunkt des Kreiſes, und 
dieſe koͤmmt bei jeder Ede nur einmal vor, daher erhält man. bei 
einem vegulairen Viele! mit einer geraden Anzahl Seiten von. jeder 


Ecke Diagonalen von verſchiedener Größe, und außerdem 


noch eine, welche die größte von. allen ift und die. durch den Mittels 
punkt des Kreifes geht. Hiernach ift die Zahl. der Diagonalen von 
verfchiedener Größe, die von einer Ede aus in einem regulaisen 
Diele gezogen werden Fönnen, wenn: 

ö 


n eine ungerade Zahl iſt = 
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und für eine gerade Zahl n = — +1 
und dieſes ift überhaupt die Zahl der verfchiebenen Diagonalen, 
weil diefelben Diagonalen bei jeder Ede wieder vorkommen. 


Aufgabe 458. Wie viel Diagonalen von einer jeden Größe 
koͤnnen in einem regulairen Viele gezogen werden? 

Auflöfung Wird die Figur von n Seiten begrenzt, und 
ift n eine ungerade Zahl, fo ift die Anzahl aller Diagonalen von 
derfelben Größe, welche gezogen werben fünnen, = n, wennn >23. 
Sft n aber eirie gerade Zahl und > 4, fo ift, mit Ausnahme bet 
größten Diagonalen, ebenfalls die Zahl der "Diagonalen von berfels 
ben' Größe = . die Anzahl der möglichft größten Diagonalen 
aber beträgt nur z 

Aufgabe 459. Von einem regulairen ned ift der Radius 
R deö Kreiſes gegeben, der um daſſelbe befchrieben werden kann; 
man foll die Seite finden. 

Auflöfung. Befchreibt man mit R ven Kreis und theilt 
ben Umfang beffelben in n. gleiche Theile, fo ift die Sehne, welde 
zwei neben einander liegende Zheilpunkte verbindet, die gefuchte 
Eeite. 


Aufgabe 460. Der Radius r des Kreifes ift gegeben, ber 
in ein regulaires ned befchrieben werben kann; man foll das Vieleck 
befchreiben. 

Auflöfung. Beſchreibe mit r den Kreis, theile den Umfang 
defjelben in nm gleiche Theile und ziehe durch die Theilpunkte Zans 
genten an den Kreis, fo ift dad Verlangte gefchehen. 


Aufgabe 461. Die Seite eined vegulairen mecks ift gege: 
ben; man foll die Radien der beiden dazu gehörigen Kreife finden: 
—  Auflöfung Mit einem beliebigen 
Radius ga befchreibe einen Kreis, theile, den 
Umfang defleiben in fo viel gleiche Theile, 
als Seiten das Vieleck haben foll, und vers 
Binde je zwei neben einander liegende Theil⸗ 
punkte, wodurd ein regulaires Vieleck abe de 
erhalten wird. Auf der einen Seite ab def 
felben nehme man am = m fo groß, als 
die gegebene Seite des Vielecks if, ziehe ga, 





- 
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gb, und durch m eine Parallele mit bg, bis fie bie ag inx 
fchneidet, fo it xa = xm ber Rabius des Kreifeö, der um das 
gefuchte Vieleck fich befchreiben läßt, und fällt man von x eine Nors 
male auf am, fo ift diefe der Radius von dem Kreife, der in das 
Vieleck beſchrieben werben kann. 

Anmerkung. Die drei letzten Aufgaben laſſen ſich nut inſofern loͤſen, 


in wiefern es geometriſch moͤglich iſt, eines Kreiſes Umfang in die —————— 
Anzahl gleicher Theile zu theilen. 





Auf gabe 462. Die Diagonale eines regulairen Fünfecks ift 
gegeben; man ſoll die Seite deffelben finden. 
Aufloͤſung. Man befchreibe 
mit einem beliebigen Radius einen 
Kreis und in denfelben ein regulaires 
Fünfeck abcde, ziehe die Diagonale 
ac ımd nehme auf derfelben am m 
fo groß, als die ‘gegebene Diagonale 
if. Durch m ziehe man mx parallel 
der Seite. ch, bis fie die ab ın x | 
fhneidet, fo ift xa = am bie gefuchte Seite des Fünfeds. 
Aufgabe 463. Eines Kreifes Umfang ift in 9 gleiche Theile 
getheiltz:. es fol derſelbe hierdurch nun auch in 45 gleiche Theile 
getheilt werben. bh. 
Auflöfung. Iſt der Bogen ab ber 9te 
Theil des Umfangs, ſo trage von a aus bie a 
Seite ac des regulairen Fünfeds in den Kreis 
hinein (10) und. theile den Bogen bc in 4 
gleiche Theile, fo ift das Verlangte gefcheben ; 
denn es ift 





ac =t= des Umfangs 
- ab — 3 — 5% : ss 
daher, a ab - ET = 74 
sind folglich der * Theil von be = zZ de Umfangs. 

Aufgabe 464. Eines Kreifes Umfang ift in 9 gleiche Theile 
getheiltz man fell denfelben dadurch nun auch in 360 gleiche Theile 
theilen. 

Aufloͤfung. Theile den Umfang in 45 gleiche Theile und 
durch fortgefegtes Halbiren (ILL. 80.) jeden diefer Theile wieder in 
8 gleiche Zheile, fo ift das Verlangte gefchehen; 
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‚ »» Aufgabe 465. Eines Kreiſes Umfang iſt in 17 gleiche Theile 
getheitz man fol nn — nun auch in 51 gleige Theile 
theilen. 

Auflöfung. Ninmt man '6 * BIC, von welchen jeber 
= 27 des Umfangs ift, fo erhält mm „ir von bem Umfange; 
und wird bed Kreiſes Umfang nun in 3 geid⸗ Theile geteilt ‚Pb 
erhält many = 37 Diefes von jenem abgezogen giebt — 4— 
= 57 des Kreisumfangs. 


Aufgabe 466. Der Umfang eines Kreiſes iſt in 17 gleiche 
Theile getheilt; es ſoll derſelbe hierdurch nun auch in 85 gleiche 
Theile getheilt werben. 

Aufldfung. Dan theile denfelben ir An 5 gleiche heit, und 
ziehe 2 folhe Theile = 5, von 7. Tpeilen, beren ieder :7®, Ale. alſo 
von „ ab, fo iſt der unterſchied — ‚55 von, dem Umfange. 


Aufgabe 467. Der Umfang: eined- Kreifes.ift- in. 17. gleiche 
Theile getheilt; man foll denfelben hierdurch * = in 15 x 17 
= 255 gleiche Theile theilen. 

Auflöfung Nimm 5* (Aufg. 465.) mi os und ziehe das 
von 3r.= zir ab, fo ift der Ref = 5 

Aufgabe 468: In einem Kreife iſt ein — äbc rn 
ſchrieben; man ſoll ein anderes; demfelben tongruentes Dreied «By 
fo hineinzeichnen, daß bie Selten deſſelben Br Een des erſteren 
parallel ſind. 

Auflöfung Durch die Spiteh ab; c 
des gegebenen Dreiecks ziehe die Durchmeſſer 
ac, bß, cy, fo find &, ß und — die en 
des gefuchten Dreiedd. 








Ayı ——— —— — Fig.3. 
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XXI Lehbrfäße, 


Lehrfag 146. Das Quadrat der Seite eines regulairen 
Vielecks und das Quadrat von dem Durchmeffer des Kreifes, ber 
in das Diele befchricben werden. Fan, find zufammen dem Qua: 
drate von bem Durchmefjer des Kreifes gleich, der. um dieſes Vieleck 
ſich befchreiben läßt. 

Beweis (Il. 47.) 


Lehrfag 147. Beſchreibt man in und um ein regulaires 
net einen Kreis, fo iſt das unter dem Durchmeffer des größern 
Kreifes und der Differenz der Radien beider Kreife enthaltene Rechted 
dem Quabrate ber Seite eines regulaiten 2 mecks gleich, das mit 
dem ned.im demfelben Kreife liegt. 

Beweis. Iſt (ig. 1. Seite 416.) cd die Seite des regu: 
lairen necks, und man halbirt diefe Linie in e umd zieht durch e 
und den Mittelpunkt g den Durchmeffer ab, fo ift, wenn nun ac 
gezogen wird, diefe Linie.die Seite des 2 ned. Zieht man nun 
cb, fo ift in Aacb 

(be)? —= (ab)? + (ac)? — 2 [ae X ab] (II. 13.) 
und da (ab)? = (bc)? + (ac)? (II. 31.) 


(be)? —= (be)? + 2 (ac)? — 2 [ae X ab] 
folglich it 2 (ae x ab) = 2 (ac)? 
alfo ae ab — (ac)? 
und daher auh (ga — ge) X (ab) — (ac)? 

Es iſt aber ga — R, ab — 2 Rund ge — 
folglich iſt auch (ad? — (R—r).2R. 

Lehrſatz 148. Beſchreibt man in einen Kreis ein regulaires 
ned und ein regulaired Z ned, fo ift dad unter dem Durchmeffer 
diefes Kreifes und der Summe der Radien von diefem Kreife, und 
des Kreifes, ber in das ned befchrieben werden Fann, enthaltene 
Rechteck dem Quadrate von dem Durchmeſſer des Kreifes gleich, 
ber in dad 2 ned fich befchreiben laßt. 

Beweis (Lhrf. 146.) und (Lhrf. 147.) 


Lehrſatz 149. Der Abftand der Seite eines regulairen 
Dreiecks im Kreiſe von dem Mittelpunfte deffelben ift halb fo groß, 
ald der Radius dieſes Kreifes. 


Beweis (15.) 
Lehrſatz 150. Das Quadrat: der Seite eines regulairen 
27 
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Dreiecks im Kreife ift 3 mal fo groß, ald das Quadrat von bem 
Radius diefed Kreifes. 
Beweis (Lhrf. 149.) und (I. 47.) | 

Lehrfag 151. Das Quadrat der Seite eines regulairen 
Dreiedd im Kreife ift 3 mal fo groß, ald dad Quadrat von dem 
Durchmeſſer des Kreifes, der in diefes Dreieck befchrieben - wers 
ben Fann. 

Beweis (Lhrf. 149.) und (Lhrf. 150.) 

Lehrfag 152. Wird ein regulaired Dreied in und um einen 
Kreid befchrieben, fo ift bie Seite des letztern 2 mal fo groß, als 
bie des erſtern. 

Beweis (III. 32.) und (I. 6.) 

Lehrſatz 153. Das regulaire Viereck im Kreife ift halb fo 

groß, ald dad Duadrat von dem Durchmeſſer dieſes Kreifes. 
Beweis (Il. 47.) 

Lehrfag 154. Der Radius des Kreifes, der in ein regulais 
res Viereck befchrieben werben kann, ift der Hälfte der Seite diefes 
Vierecks gleich. | 

Beweis (8.) | 

Lehrfag 155 Wird um und in ein regulaires Viered ein 
Kreid befchrieben, fo ift das Quadrat von dem erfieren Kreife 2 
mal fo groß, ald von dem letzteren. 

Beweis (I. 47.) j 

Lehrfag 156. Die Seite des regulairen Sechsecks im Kreife 

iſt dem Radius dieſes Kreifes gleich. 
Beweis (15.) | 

Lehrſatz 157. Das Quabrat von dem Durchmeſſer des 
Kreifes, der in ein regulaires Sechseck befchrieben werden fann, if 
3 mal fo groß, als das Quadrat der Seite diefes Sechsecks. 

Beweis (Lhrf. 146.) und (15.) 

Lehrfag 158. Das vierfache Quadrat der Seite eines ge 
gulaiven Sechsecks in dem Kreife ift dem dreifachen Quadrate ber 
Seite des Sechsecks um diefen Kreis gleich. 

Beweis (Lhrf. 157.) 

Lehbrfag 159. Werden in einem regulairen Fuͤnfeck zwei ſich 
ſchneidende Diagonalen gezogen, ſo iſt der groͤßere Abſchnitt einer 
jeden dieſer Diagonalen der Seite des Fuͤnfecks gleich. 

Beweis (11.) 
kehrſat 160. Wenn man die Endpunkte einer Seite eines 
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zegulairen Behneds im Kreife mit dem -Mittelpunkte bes Kreiſes 
verbindet, fo erhält man ein gleichſchenkliges Dreied, von welchem 
jeber ber beiden Winkel an der Grundlinie 2 mal fo groß iſt, als 
der Winkel an der Spike. 

Beweis EII. 27.), (I. 32.) und (I. 15. Zuf.) 

Lehrfag 161. Wird der Radius eines Kreifes fo gefchnitten, 
daß das Quadrat des einen. Theils dem unter dem andern Theile 
und dem Radius enthaltenen Nechted gleich ift (LI. 11.), fo ift 
der größere Abfchnitt die. Seite des regulairen Zehnecks in dem 
Keeife. 

Beweis (10.) ü 

Lehrſatz 162. Befchreibt man. in einen Kreis ein. vegulaires 
Fünfet und ein regulaires Sehne, fo ift die Seite des Zehneds 
und der Radius ded Kreifed zufammen dem Durchmeffer des Kreis 
feö gleich, der in dad regulaire Fuͤnfeck hineingezeichnet werden kann. 

Beweis. Wenn (Fig. 2. Seite.416:) ab die Seite des 
Zehneds ift, fo wird für cd — ab auch bd = ab (10.), alfo 
Aabd gleichfchenklig, und nimmt man num den Bogen ag = ab 
und zieht bg, fo iſt diefe Linie die Seite des regulairen Fuͤnfecks 
im Kreife, und ed wird ad von der bg normal geſchnitten, folglich 
it ae — ed und ce der Radius des Kreifes, der in das Fünfed 
befchrieben werben fan. Nun ift 

cd = ab 
und de = ae 


alſo ce=ab- ae 


und ce — ec 


folglich 2 (ce) = ab 4 ac 
was bewiefen werden follte, | 
Lehrfag 163. Das unter der Seite des regulairen Zehnecks 
und dem Radius des Kreiſes, der um bafjelbe befchrieben werben 
kann, enthaltene Rechte ift eben fo groß, ald die Differenz ber 
Dwadrate diefed Rabius und der Seite des Zehnecks. 
Beweis. Für cd = ab ifi Fig. 2. Geite 416, 
(cd)? = ac ad (10) 
alfo auh (ab)? = ac x ad 
= ac X (ac — cd) 
= ac X (ac — ab) 
und daher (ab)? = (ac? — ac X ab 
27° 


3 
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und, hieraus folgt unmittellbdblaaaaa =... 

— ac x ab = (ac)? — (ab)% 

Lehrſatz 164. Befchreibt man in, einen Kreis ein. regulaires 
Fünfel und ein regulaireö Zehned, fo ift das Quadrat der Seite 
des Fünfed eben fo groß, als das Quadrat des Radius, fammt 
dem Quadrate der Seite des Zehnecks. 

Beweis. Es iſt (Fig. 2 .Seite416.)ad=eac—cd= ac—ab 
und ad = 2 (ae) 
ac — abı 
2, 
Nun iſt (be)? = (ab)? — (ae)? 


r ac — ab\? 
folglich auch - (be)? = (ab)? — (=>) 





alſo ae = 


und 4 (be)? = 4 (ab? — 4, m 
und weil bg = 2 (be), fo ift (bg)? ='4# (be)? 
folglich wird (bg)? = 4 (ab)? — (ac — ch)? 
und da (ac — ab)? = (ac? — 2 (ac X ab) + (ab)? 
fo ift auch 
(bg)? = 4 (ab)? — (ac)? + 2 (äc X ab) — (ab)? 
alſo (bg)? = 3 (ab)? — (ac)? + 2 (ac X ab). 
Da nun ac X ab= (ac)? — (ab)? (£hrf. 168.) 
fo wird 
(bg)? = 3 (ab)? — (ac)? +2 [lac? — (ab)2] 
= 5 (ab)? — (ac)? + 2 (ac)? — 2 (ab)? 
folglich ift (bg)? = (ab)? + (ac)? 
was bewiefen werben folte. 


Lehrſatz 165. Befchreibt man in einen Kreis ein regulaires 
Fimfeck, ſo iſt das Quadrat der Seite und ber einen Diagonale 
deſſelben zufammen 5 mal fo groß, als das Quadrat des Rabdius. 


Beweis. Es fey (Fig. 3. Seite 416.) abede das regu: 
laire Zünfed, aa ein Durchmeffer und g der Mittelpunkt des Krei: 
feö, fo ift, wenn man ca und ca zieht, ca bie Diagonale des 
Fuͤnfecks und ca bie Seite des vegulairen Zehneds im Kreife, 

folglich if (ga)? + (ca)? = (ed)? (Ehrſ. 164.) 
und (ac)? = (ac)? 


daher (gr)? + (ac)? + (ca)? =, (cd)2-+ (ac)?. 


— Mi = 


Nun ift aber ac ein rechter Winkel’ (III. 31.)' 
und daher (ac)? + (co? = (am) =, ga)? = 4 (ga)? 
folglich iſt auch 

(ga)? #4 (ga)? = (ed)? £ (ad? 
"alfo- 5 (ga)? = (cd)? ++ (ac)?. - 

Lehrfas 166. Befchreibt man im einen und denfelben Kreis 
ein regulaires Fuͤnfeck und ein regulaires Zehneck, fo ift bad Qua» 
drat der Diagonale des Fuͤnfecks und: das Quadrat der Seite des 
Zehnecks zuſanmen dem Quadrate von dem Durchmeijer ded Kreis 
fes gleich. 

Beweis (Lhrf. 164.) und (Lhrf. 165.) 

Lehrfag 167. Beſchreibt man in einen Kreis ‘ein regulaires 
Dreieck, Viereck und Fuͤnfeck, ſo ift das Quadrat: der Seite und 
das der Diagonale des Fuͤnfecks zuſammen eben fo groß, ald daß 
Quadrat ded Dreiecks, fammt dem Quadrate des Vierecks. 

Beweis (Ehrſ. 165.), Ehrſ. 150.) und (khrſ. 153.) 

Lehrfag 163. Die Fläche eines regulairen Vielecks ift einem 
Dreieck gleich, von welchen der Umfang des Vielecks die Grundlinie 
und der Radius: des der in daſſelbe beſchtieben werden 
kann, die Hoͤhe iſt. 

Beweis (I. 38.) 

Lehrſatz 169. Wenn man in und um einen Kreis ein re 
gulaires Dreied befchreibt, fo iſt das letztere 4 mal fo groß, als 
das erſtere. 

Beweis (Lhrf: 152.) 

Lehrſatz 170: Wird ein regulaired Dreied und Sechseck in 
demſelben Kreife befchrieben ; fo iſt das Sechseck 2 mal fo groß als 
das Dreieck. 

Beweis (14.) und (Tl. 8.) 

Lehrſatz 171. Befchreibt man in einen Kreis ein regulaires 
Dreied, fo ift dafjelbe 3 mal fo groß, ald das gleichfeitige Dreieck, 
deſſen Seite der Radius iſt. 

Beweis (chrſ. 170.) 

Lehrſatz 172. Wird in und um einen Kreis ein Quadrat 
beſchrieben, fo iſt das letztere 2 mal ſo groß, als * erſtere. 

— Beweis (6.), (7.) und (I. 47.) 

Lehrſatz 178. Jedes Viereck iſt halb ſo groß, als das — | 
lelogramm, welches aus dem beiden: Diagonalen deffelben unter dem 
Winkel, unter welchem fie ſich ſchneiden, befchrieben werden kann. 
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Beweis. Zieht man durch die Ecken des Vierecks Pas 
rallelen zu den Diagonalen, ſo folgt die Richtigkeit des Satzes als⸗ 
dann aus I. 34. 

Lehrſatz 17% Wenn die Diagonalen eines Vierecks unter 
rechten Winkeln fich fchneiden, fo ift das Mechted der beiden Dias 
gonalen doppelt fo. groß ald das Vierer. 

Beweis (Lhrſ. 173.) , | 
Lehrſatz 175. Beſchreibt man ein —— 3 Bmötfet in 
einen Kreis, fo. ift daffelbe 3. mal fo. groß, als das Quadrat des 
Radius dieſes Kreifes. 

Beweis (Lhrf. 174,) r 

Lehrſatz 176. Wenn man die > Seit eines viereds 
zu beiden Seiten verlängert und hierauf, vier außerhalb des BVier⸗ 
eds liegende Kreife .befchreibt, von: welchen - jeder eine‘ Seite des 
Vierecks, und von ben beiden anliegenden Seiten ihre Verlängeruns 
gen berührt, fo liegen die. Mittelpunfte. biefer 4 Br in dem Um⸗ 
fange eines und befjelben Kreifes. 

Deweis (Lhıf. 47. Seite 81.). und (I. 22, - 

Lehrfag 177. „Wird irgend eine Figur von einer ‚geraden 
Anzahl Seiten um einen Kreis befchrieben, fo daß alle Seiten, ders 
felben Zangenten des Kreifed find, fo ift immer, wenn man von 
irgend einer Seite zu zählen anfängt, die Summe der Item, ten, 
Sten Seite ıc. der Summe der 2ten, Aten, 6ten ıc, gleich. 

Beweis. Diefer hängt von dem Sage ab, daß die beis 
ben Zangenten, welche von einem Punkte an ben Kreis gezogen 
werben koͤnnen, immer gleich groß. find (Anmerkung ©. 178.) 

Lehrſ atz 178. Beſchreibt man- irgend- eine geradlinige Figur 
um einen Kreis, fo daß alle Seiten berfelben Tangenten des Kreis 
fes find, fo ift diefe Figur einem Dreied gleih, das den Umfang 
der Figur. zur Grundlinie.und den Radius des Kreifes, um ben * 
beſchrieben iſt, zur Höhe hat, 

Beweis (I. 37.) 

Lehrfag 179. Befchreibt man in cs Kreis ein Dreied und 
ein anderes um benfelben, fo daß die Seiten dieſes Dreiecks den 
Kreid in den ‚Punkten berühren, in welchem die Spitzen des erften 
Dreieds liegen, fo wirb jeder Winkel: des Dreiecks um den Kreis 
durch dad Sweifache beö. gegenüber liegenden Winkels des Dreiecks 
in den Kreis zu zwei rechten Winkeln ersaͤnzt. 

Beweis (UI. 32.) 
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Lehrfag 180. Beſchreibt man ein Dreieck in einen Kreis 
und durch bie Spiten deffelben Tangenten, fo bilden diefe nur in 
dem Falle ein Dreied um den Kreid, wenn das in ben Kreid be: 
fohriebene Dreied ein fpiswinfliges if. 

Beweis (Lhrf. 179.) 

Lehrſatz 181. Befchreibt man um einen Kreis ein Dreied, 
fo ift der zwifchen je zwei Berührungspunften liegende Bogen bes 
Kreisumfanges kleiner als der Halbkreis. 

Beweis (Lhrf. 179.) und (5.) 

Lehrſatz 182. Wenn irgend eine gerablinige Figur um einen 
Kreis bejchrieben wird, fo ift der zwifchen je zwei neben einander 
liegenden Berührungspuntten enthaltene Bogen des Umfangs Fleiner 
als ber Halbfreis. | 

Beweis (Lhrf. 181.) 
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Das fünfte Bud d der. ‚Elemente, | 


Ertiärungen. 


1) Eine Größe ift ein Theil.von einer andern, die Eleinere 
von ber größeren, wenn fie die größere genau mifft. 

2) Die größere aber ift von ber Fleineren ein Vielfaches, 
wenn fie von der Fleineren genau gemeffen wird. 


Erläuterung. Iſt die Linie a zwei⸗, breis ober viermal, ober über 

haupt eine gewiffe Anzahl mal fo groß als b, fo — 
a ein Vielfaches von b, und - 
b ift ein Theil von a. 

Eben fo ift, wenn bie Figur A zweis ober breis 2c. mal fo groß als bie 
Figur B iſt, 

A ein Vielfaches von B, und 
B ein Theil von A. 

Jede Zahl ift ein Vielfaches von einer anderen, wenn fie biefelbe als Fac⸗ 
tor enthält, und es ift umgekehrt jede Zahl, bie Factor einer anderen ift, ein 
Theil berfelben. Daher ift z. B. 36 ein Vielfaches von 8 

und 8 win Theil von 86. 
Wenn von zwei Zahlen Eeine ein Factor ber anderen ift, fo ift auch keine 
von beiben ein Theil oder ein Vielfaches der anderen; wohl aber können alsdann 
beide noch ein Theil oder ein Vielfaches von einer dritten ſeyn. So find z. B. 
5 und 4 jede für fich ein Theil von 40, 
und jebe ber Zahlen 15 und 27 ift ein Vielfaches von 8. 





3) Verhältniß iſt die zweien gleichartigen Größen in Rüds 
fit ihrer Größe gegen einander zukommende Befchaffenheit. 

4) Ein Berhältnig zu einander haben Größen, die ver: 
vielfältigt einander übertreffen können. 
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Erlaͤuter ang. Ein Verhältniß überhaupt iſt die Vergleichung zweier 
Groͤßen mit einander, und es wird das Reſultat dieſer Vergleichung der Ver⸗ 
haͤltnißname genannt, Sieht man bei ber Vergleichung bloß darauf, wie 
bie sine ber beiden Größen aus der andern durch Addition erhalten wird, fo 
nennt man das Verhaͤltniß arithmetif ch, und der Verhaͤlthißname iſt die 
Differenz beider Groͤßen. Wird bei ber Vergleihung aber darauf gefehen, wie 
die eine Größe durch Multiplication aus ber anderen entſteht, To iſt das Wer: 
haͤltniß geometriſch, und es wird alsdann ber Verhaͤltußname der @rs 
ponent des Verhältniffes genannt. In ber Geometrie werden nix die Vers 
bälträffe ber -Iegtern Gattung berädfiätigt. J — — 

Ein Verhaͤltniß kann nur zwiſchen gleichartigen Grohen ſtatt finden, da un: 
gleichartige ſich gar nicht mit. einander vergleichen laſſen. — 

Der Exponent eines geometriſchen Verhaͤltniſſes kann nicht in allen Faͤllen 
durch ganze oder gebrochene Zahlen vollſtaͤndig angegeben werden. 3. B. 

1. Beſchreibt man in und um einen Kreis ein gleichſeitiges Dreieck, ſo iſt 
die Seite des legteren zweimal fo groß als bie des erſteren, und bie Flaͤche iſt 
viermal fo groß. Der Exponent des Verhaͤltniſſes ber Sciten en Drriecke iſt 
alſo = 2 und ber: ihrer Flaͤchen — 4. 

2. Beſchreibt man in und um einen Kreise ein — Secheea, ſo iſt 
bie Flaͤche des letztetn 1*/, mal fo groß, als die des erſteren. Der — 
des Verhaͤltniſſes ber Flaͤchen beider Figuren iſt daher = 1 '/,. Ä 

3. Wird in und um einen Kreis ein Quadrat befchrieben, fo laͤßt fich ber 
Grponent des Verhältniffes der Seiten dieſer beiden Quadrate durch ganze oder 
gebrochene Zahlen nicht‘ angeben (dieſer Erponent iſt irrational); beffen un: 
geachtet findet ein Verhältnig zwiſchen — — denn beide ſind Linien 
und alfo gleichartig. 

Das Merkmal, woraus ſich erkennen läßt, ob zwiſchen zwei gegebenen Groͤ⸗ 
fen ein Verhaͤltniß ſtatt findet, wird durch die 4te Erklärung angegeben. 

Ein Verhaͤltniß findet immer zwiſchen zwei gegebenen Größen ſtatt, wenn 
von der einen ein. Vielfaches genommen werden kann, welches größer ald bie 
andere ift. Zwiſchen einer Linie und einer Fläche kann daher kein Verhältniß 
ftatt finden, da Fein Vielfaches einer Linie eine Fläche geben Eann. 


Ein Berhältnig wird nie allein betrachtet, fonbern es werden immer zwei 
Berhältniffe mit einahber. verbunden, und daher hat es auch ‘keinen Einfluß; 
wenn in einem beſondern Falle der Erponent bes Verhaͤltniſſes nicht vollſaͤndig 
angegeben werden kann. So unterliegt es keinem Biveifel,. baß wenn man zwei 
Kreife mit verſchiedenen Rabien befchreibt, und fowohl in ald um jeden biefer, 
Kecife ein Quadrat befchreibt, die Seiten ber beiden Quadrate bes einen Krk 
ſes daſſelbe Verhaͤltniß zu einander haben, wie bei dem anderen. 
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5) In einerlei Verhaͤltniß find die Größen A, B, C 
und D zu einander; ed verhält ſich alfo die erfie A zu der zweis 
ten B, wie eine dritte C zu ber vierten D fich verhält; wenn von 
beliebigen Gleichvielfachen der erften und britten A und C, und be 
liebigen Gleichvielfahen ber zweiten und vierten B und D, bie 
Dielfahen der erſten und dritten zugleich, entweder Fleiner, oder 
eben fo groß, oder größer find, als die Vielfachen der zweiten und 
vierten, nach ber Orbnung mit einander verglichen. . | 

6) Proportidnirt heißen Größen, bie in einerlei Verhaͤlt⸗ 
niß find. 

Erläuterung. Hängen die Größen A, B, C, D fo von einander ab, 
daß für zwei ganz beliebig angenommene Zahlen m und n, wenn man bad fache 
ber erften und brikten, und das nfache ber zweiten und vierten nimmt, alfo 
Hs mA .- »m6 or 
— Er 
und es iſt, welche Zahlen m und n auch feyn mögen, 

wenn mA < nB zugleih auch m& <{ nD 

ts mA nB B , mC = nD 
' .«ı mA > nB ⸗ :» mC —> uD Dr 
fo find bie Verhältniffe von A gu B und.C zu D einerlei, und bie. vier Sroͤßen 
find proportionirt. PSP TE 

Die Größen A, B, C unb D find alfo proportionirt, wenn 

| bei der VorausfegungG mA zZ nB 
gleich aud iſt mC ZuD.. . 

Gewoͤhnlich giebt man bie Erklärung: es iſt das Verhaͤltniß von A zu B 
mit bem von C zu D einerlei, wenn beibe Verhältniffe denfelden Erponenten ha⸗ 
ben. Dieſe Erklaͤrung iſt eine nothwendige Folge von der obigen; ſie iſt aber 
nicht fo allgemein wie jene, ba, wie bereits bemerkt worden iſt, Fälle vorkom 
men, wo ber Exponent ſich nicht vouftändig angeben läßt. Ein Mehreres bier: 
über, fo wie über die Tte Erklärung, enthält die Beilage XXIV, 


nD 


/ 





7) Ein größeres Verhaͤltniß hat von ben vier Größen 
A, B, C, D die erfie A zu der zweiten B, als die dritte C zu 
ber vierten D, wenn von ben bei der 6ten Erklaͤrung angegebenen 
Vielfachen das ber erſten A wohl das Vielfache der zweiten, dage⸗ 
gen nicht das Vielfache der dritten das der vierten uͤbertrifft. 


Erläuterung, Nimmt man das m fadhe von A und C, und das n fache 
von B und D, alfe 
mA F mC 
nB nD 
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und es ift zwar mA > nB- . 
aber nicht zugleih mC > nD 
fo tft das Verhaͤltniß von; A zu B größer, als bas von C gu D. Diefes iſt 
alfo immer der Fall, wenn, während mA > nB 
zugleih it mC = nD, oder mC <nD. 





8) Proportion iſt die Gleichheit der Verhältniffe. 
9) Eine Proportion befteht zwiſchen drei Gliedern wenigſtens. 


Anmertung. Sind bie vier Größen A, B, C, D proportionirt, vers 
hält fich alfo A zu B, wie C zu D, fo bezeichnet man dieſes durch 
' AıB=C:D 
(Seite 18. Nr. 15.), und es. bilden biefe Größen alfo eine ———— Die 
Größen, weiche die Proportion bilden, find bie Glieder derfelben, und es beſteht 
alfo eine jebe Proportion aus vier Gliebern. Bon biefen Gliebern können jedoch 
zwei einander gleich ſeyn, und namentlidy ‚bie beiden a eife GB, 


wo denn bie Proportion ift 
:B=B:D 


und biefes ift eine — von brei Gliedern. 

Eine ſolche Proportion wird ftetig oder zufammen hängend genannt. 

Bei einer ftetigen-Proportion verhält ſich alfo das erſte Glied zu dem zwei⸗ 
ten, wie das zweite zu dem. britten ſich verhält, 

Auch mehr als brei Glieder können in ftetiger Proportion Ken; biefes iſt 
der Fall, wenn je zwei unmittelbar auf, einander folgende Glieber bafjelbe Vers 
haͤltniß zu einander haben. Iſt z. 8. 

A:Be=B:C=C:D 
fo find A, B, C, D vier ſtetige Proportionalgrößen. 





10) Sind drei Größen A, B, C ftetig proportionict, fo wirb, 
das Verhältnig der erſten zur dritten (A : C) das Zweifade 
des Verhältniffes der erften zur zweiten (A : B) genannt. Es ift 
alddann A: C = 2 (A : B), Man vergleiche hiermit Seite 13, 
Mr. 16. und’ 17. 

11) Sind die vier Größen A, B, C, D ftetig proportionirt, 
fo wird das Verhaͤltniß der erften zur vierten (A : D) das Drei: 
fache bed Berhältniffes der erflen zur zweiten CA : B) genannt, 
und fo nac einander immer um Eins’ mehr, fo lange noch an 
einander haͤngende Proportionalgrößen vorhanden find. 

Anmerkung StArBmB: C | 
fo fiat na der gegebenen Erllärumg ° 

h A:C m (ki 8* 
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Aus A:D—-B:C#cCıD 
flgt A:D=8(A:D) 
und au A:B—=B:Cı €: Dis ıD': EB“ L 
Ar ET=4la: B) 
fr fi 





12) Gleichnamig find a... mit — und 
— mit Hintergliedern. 5 


Anmerkung. Die beiden Glieder eines Verhoͤltniſſes müffen gleich, 
— (Homogen) feyn, was nicht verwechfeltwerben darf mit gleichnamig 
(yomolog), eine Benennung, welche den’ Gliedern beigelegt wirb, bie in den 
Verhaͤltniſſen eine gleiche Stellung haben, und es iſt hiemady das erſte Glic 
des einen Verhältniffes dem erſten Gliebe des — — Hat man 
3. B. bie Preopottion A:B=G:D - — 
ſo find A und C gleichnamig, unb eben fo B und D, 

StA:B=-C:D=E:F * 
fo find A, C, E gleichnamig, und eben fo auch B,D u Fx« 





1) Verw chf elt wird ein Verhallniß, wenn man in einer 
Proportion fest dad Vorderglieb zu dem Vordergliede, wie has 
Hinterglied zu dem Hintergliede. So folgt 

aus derProportion A:B=—=C:D 
buch Berwedfelung A: C—=B:D. 

14) Umgekehrt wird ein Berhältnig, wenn man bas Hinter: 
glied zum Vordergliede und das Vorderglied zum Hintergliede macht. 

Aus dem Verhaͤltniſſe A: B 
wird alfo durch Umkehrung B: A. 

15) Die Verbindung eines. Verhaͤltniſſes entſteht, wenn 
man ſetzt: das Vorderglied und das Hinterglied zuſammen als Ein 
Glied zu demſelben Hintergliede. Hiernach erhaͤlt man aus 

: B 


durch VBerbindung A En B:B. 


16) Die Trennung eines Verhaͤltniſſes entſteht, wenn man 
ſetzt: der Ueberſchuß, um welchen das ee bad Hinterglied 
übertrifft, zu demfelben Hintergliede.. 

Es giebt alfo das Verhältnig. A B 

durch Trennung A— B::B. 
17) Die Zurückk ehrung eines Verhaͤltniſſes entftcht, wenn 
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man feßt: dad DVorberglieb zu dem Ueberfchuffe, um welchen das 
Vorderglied dad Hinterglied übertrifft. 
Hiernach giebt dad Verhaͤltniß ArB: 
durch Zurüdfehbrungg A: A — B. 


Anmertungen, . Die Verwechſelung entſteht, wenn in’ einer Pro: 

pertion bie beiden mittlern Glieder ihre Stellen vertaufchen‘, wenn alfo aus 
A:B=cC:D 
gemacht wird A:C=B:D.: . 

Ob man zu biefer Umformung wirklich berechtigt iſt ober nicht, muß erft 
bewisfen werden; es hat biefes aber- auf die Erklaͤrung, die als biofe Wort: 
erftärung daſteht, Beinen Einfluß, wie aus bem in $. 5. der Einleitung (©. 6.) 
Geſagten hervorgeht. 2. 

Die Erklärungen 14., 15., 16. und 17. Taffen ſich kurz auf folgende Art 
überfehen : ne 
Man erhält aus dem Verhälni A: B 
1) buch Umkehrung B:A 
2) duch Verbindung A-+B:B 
$) duch Trennung A—B:B 
4) buch Zuruͤckkkehrung A:A— 





18) Aus dem Gleichen entfteht ein Verhältnig, wenn meh⸗ 
tere Größen A,B,C,D,E 
mit eben fo. vielen anderen a,b, c,d, e 
je zwei von jenen mit je zwei von diefen proportionirt find, und 
wenn nun mit Weglaffung aller mittleren, die äußeren von jenen 
mit den äußeren von biefen ebenfalld proportionirt find. 

Iſt z. B. bei den angegebenen Größen 


A:B=a:b 
B:C=b:c 
G:D=c:d 


md D: E — d:e 
bo folgt aus dem Gleichen A: E =a: e. 
Anmerkung. Auch diefe ift, wie bie Erklärung 13,, eine bloße Wort: 
erflärung, und es ift daher noch zu beweifen, inwiefern man zu einer ſolchen 
Solgerung berechtigt ift, 





19) In geordneter Proportion find mehrere Größen 
A,B,C,D,E 
mit eben fo vielen anderen 
a,b,c;, d,e 
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wenn die beiden erflen von jenen, mit ben beiden erften von dieſen 
proportionirt find, und bei jenen bad Hinterglied zu der nächftfol: 
genden Größe, wie bei biefen dad Hinterglied zu der nächftfolgenden 
Größe fi verhält. Wenn die obigen Größen alfo in der Art von 
einander abhängen, daß 


A:B=a:b 
B:C=b:c 
' G6G:D==c:d 
und D:E=d:e«. 
20) In zerfireuter Proportion find mehrere Größen 
A,B,C,D, 


mit eben fo vielen anderen 
a,b,c,d,e 
wenn bie beiden erflen von jenen mit den beiden letztern von biefen 
proportionirt find, und bei jenen dad Hinterglied zu ber naͤchſtfol⸗ 
genden Größe, wie bei biefen, die nächftvorbergehende Größe zu 
dem DVordergliede fih verhält. Wenn alfo die obigen Größen in 
der Art von einander abhängen, daß 
A:B==d: 
B:C=c: 
CGC:D=b: 
und D:E=a: 
fo find A, B, C, D, Emit a,b, c,d, EN Een 
portion. 


en mu 





| V. Satz 1. Lehrfag. 

Iſt von mehreren Größen A, B, C und eben ſo vielen ans 
bern a, b, c, jede ber erſtern von jeder der letztern, alſo A von 
a, B von b und C von c ein Öleichvielfaches, fo find auch die 
erftern zufammen von ber legten, A4+ B-+- C von a +b +c 
daſſelbe Vielfache. 

Beweis. A iſt ein fo Vielfaches von a, als B von b und 
C von c iſt. So viele der a gleiche Größen A enthält, eben fo 
viele der b gleiche Größen find in B und der c gleihe Größen in 
C. Theilt man baher die Größe 
A in ihre der a gleiche Theile a’, a”, a’, 

Bs > sb ⸗ ⸗br, b, be⸗, und 
Cs s sc ⸗ ech, ch, cm, 


fo ift die Menge der gleichen Theile bei allen gleich. 


— — 


Da nun aa 
b — b' ſo iſt be ma+rb+ec 
e ==cC 
und aus gleichen Gründen it a Fb" ce" = arbrec 
| au L br et —_atb+tc 
So viele der a gleiche Größen folglich A enthält, eben fo viele 
ber a— b+ c gleihe Größen find n A B-+ C enthalten, 
und es iſt daher A B + C von a + b + c daffelbe Viel⸗ 
fache, das A von a ifl. 


Erläuterung Sf A=5a 
fit B=5b (ph) 
und C=5c ⸗ 
fisch AB +FC= 5a +5b +50 
und da 5a +5b+5c=5(a+b+ e) 
fo ft AFBFC=5(la +b + co) 
Iſt ferner ganz allgemein 
A= ma 
und daher B == mb (p. h.) 
und C = mc 
ft AFB+C=ma+tmb + me 
und da ma+tmb+me=m(a+b+ ce) 
ff A+B+C=mAarb+ ec) 





V. Satz 2. Lehbrfagp. 


Iſt eine erſte Größe A’ von einer zweiten a, und eine dritte 
B’ von einer vierten b ein Gleichvielfaches; ferner eine fünfte A“ 
von der zweiten, und eine fechffie B” von der vierten wieder ein 
Gleichvielfaches, fo ift verbunden die erfie und fünfte zufammen 
(A' +,A') von ber zweiten a; und bie dritte und fechfle zufammen 
(B* + B) von der vierten b auch ein Gleichvielfaches. 

Beweis. A! ift ein fo Vielfaches von a, wie B’ von b. 
&o viele der a gleiche Größen alfo in A’, eben fo viele ber b 
gleiche Größen find in B’ enthalten: Aus gleichen Gründen find eben 
fo viele der a gleiche Größen in A", als der b gleiche Größen in 
B" enthalten. Folglich ift auch a in A’ und A" zufammen eben 
fo vielmal enthalten, ald b in B’ und B’ zufammen, und es iſt 
daher A’ + A“ ein eben fo Vielfached von a ald B' + B” von b, 
dolglih find A’ A" vona, und B'-- B" von b, Gleichvielfache. 
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Erläuterung Sf A=5a,pitP=5%b (p.h) 
und fir AM — 8a, iſt B — 8 b 
folglich A’ + A” = Ba und B+B“ =-8 b 
alſo A 4 A" ein eben fo Vielfaches von a, als B’ + B” von b. 
Iſt ganz allgemein 
A/ = ma, | ſo iſt = mb (p.h) 
und wenn A’ — na s BY — nb 
alfo A AY—= ma + na nd B + BY” = mb + nb 
und da ma + na = en mb+nb= (m + n)b 
ft AA” = (mt on)amdB +3” = (m+ n)b, 


—— —— — 


V. Satz 3. Lehrſatzz. 

Sit eine erſte Größe a von einer zweiten «, und eine dritte b 
von einer vierten B ein ©leichvielfaches; ferner eine fünfte A von 
der erfien a, und eine.fechfte B von ber dritten b wiederum ein 
Gleichvielfaches; fo ift aus dem Gleichen die fünfte A von ber 
zweiten & und bie fechfte B von ber vierten B x ein Gleichviel⸗ 
faces. 

Beweis. A ift von a ein fo Vielfaches wie B von b. So 
viele der a gleiche Größen A enthält, eben fo viele der b gleiche 
Größen enthalt B. Xheilt man daher die Größe 

A in ihre der a gleiche Theile a’, a’, a’, und 
Bs s :sb 5 se b‘, b", bu⸗ 
fo ift die Menge ber Theile in beiden gleich. 
Da nun a von « und b von ß ein Gleichvielfaches ift, aber 
a — a und b'’—b, fo if 
a’ von « und b’ von ß ein Sleichvielfaches 
und ebenfoa" s & « b" . ß . 
aus & s bW = 6 
folglich iſt auch verbunden 
a’ 4 a“ + al von a, und b’ + b"  b' von B ein Gleich⸗ 
vielfaches (2.) 
Es ift aber a + a’ > a" —A und b + b4 +»bU—B, 
alfo ift A von « und B von ß ein Gleichvielfaches. 

Erläuterung Für a=5. ift b=5ß (p.h) 

und fr A= 8a iſt B—838b 

folglich ft A= 3.(5 «6) und B— 8.6 4) 
und da 3. (6ß x) — 15 g und 33. (EP = 15 6 
ſo iſt acch 4 — 15 4 und B-—= 15 4. 
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Es iſt alfo A von c und B von 4 ein Glelchvielfaches. 
Iſt ganz allgemein a = me, fo ift e mß (p. k.) 
und fr A — na ft Benß 2 





alſo auch A=n.(ma) md B=n.(mf) 
und da n., (ma) = nm.a und n.mß) = nm, ß 
ſo iſt A=nm,«a und B=nm,ß, 





V. Satz 4 Lehrſatz. 


Hat eine erſte Größe m zu einer zweiten 8, und eine britte p 
zu einer vierten 5 einerlei Verhaͤltniß (ift alfa: B=—=y: 0), 
fo haben bei beliebiger Vervielfältigung die Gleichvielfachen der ers 
ſten und dritten a und ce zu den Gleichvielfachen der zweiten und 
vierten, zu b und d nad) der Ordnung genommen, auch einerlei 
Verhaͤltniß, und ed ift allo auch a:b == c:d. 
Beweis. Von a und c nimm bie Gleichvielfachen A, C, 
und von b und d die Sleichvielfahen B und D. 
Nun ift a von @ und c von y ein Gleichvielfaches (p. h.) 
md A von s UÜsc = ⸗ (vbp. e.) 
folglich iſt auch A von « und C von » ein Gleichvielfaches (3.), 
und aus eben benfelben Gründen ift 
B von B und D von Ö ein Sleichvielfaches. 
Dann @:ß=y:Ö6 (ph) 
fo folgt, wenn AZBah GC ZD (E. 5.) 
Nun find aber A und C Gleichvielfache von a und c (p. c.) 
und B und D s »bundd ⸗ 
folglich ft a:b=c:d (E. 5.) 
Zufag. Da nad dem Bewiefenen 
wenn AZBadhCzD 
fo ift nothwendig auch, 
wenn BZA, zugleib DC. 
Da nun B und D Gleichvielfache von b und d 
und A und C a :s aundc 
fo ft b:a=d:c (E.5.) 
Au a:b=c: . 
folgt ao u b: ad: 
vier proportionirte Groͤßen ſind alſo oe umgekehtt proportionirt. 
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V. Satz 5. Lehrſatz. 


Iſt von zwei Größen die erſte A — A’ + A“ von ber 
zweiten a a’ 4 a", und ein Stüd ber erflen A’ von einem 
Stud ber zweiten a’ ein. Gleichvielfaches, fo iſt auch jemer Reſt 
A — A' — A von biefem Reſte a — a! = a” baffelbe Viel: 
fache. 

Beweis. Man nehme x, fo daß 

A' von a’ 
und A“ von x ein Gleichvielfaches ift, 

fo iſt auch A’ + A“ von a! + x daſſelbe Vielfache (1.) 
welches A' von ar iſt. 
Aber auch A’ + AU von a’ 4 a“ iſt eben dieſes Vielfache (p. h.) 
folglich ift A’ + A" von a’ x und von a’ + a ein Gleich 
vielfaches, und es ift daher 
a a — a 4 *x (G. 6.) 

und daher iſt a’ ze x (©. 3.) 

Da nun A! von a! und A“ von x ein Gleichvielfaches ift, 

fo it auh Al oe a! = AU. a ein Gleichvielfaches 
und es ift daher A’ daffelbe Vielfache von a’, welches A’ von a’, 
und alfo auch, welches A von a ift. 

Erläuterung Es iſt Am AA”, alſo A—A— AN 

und a — a’ + a” alfo — — 
Iſt nin A— 5 a4 
md A — 50 
ſo ft A A —5 a — 5 a 
und da 6a — 5 —25 (0 — 49 
A- Aa2 5 (0 — a) 
und daher u 256 ar, 
Iſt Allgemein A = ma 
und A’ == ma’ 
fo folgt AN -ma—m'-m(a—e) 
alfo Ar = m at, 
Sit alfo A von 
und das Stüd A’ von bem Stüde ni daſſelbe Vielfache 
ſo iſt der Reſt A— A’ von dem Reſte a — a’ eben dieſes Vielfache. 





V. Satz 6. Lehrſatz. 
Sind zwei Größen A—=A' + At und B—=B'+.B" 
Gleichvielfache von zwei andern a und b, auch gewiſſe Stüde A’ 


ie: ME 


und B’ ber erſtern Gleichvielfache von biefen andern, fo find bie 
Reſte A— A! — A" und B— B’ = B“ entweder biefen 
andern glei, oder auch Sleichvielfache derfelben. 

Beweis. Erfter Fall. Es ſey der Ref A — a, fo 
wirb auch der Reft B — b feyn. Es fey x — b, 

” Dann Al=a und x — b 

und A’vona und B’ von b Gleichvielfache (p. h 
fo find auh A’ A“ von a und B' -+ x von b ebenfalls Gleich⸗ 
vielfache (2.) 

Es ift aber auch B’ -+ B’' daffelbe Vielfache von b, welches 

A' + A’ von a iſt, alſo find 
B' + x und B' + B'' Gleichvielfache von b 
und daher B' x = B' + B" 
fogig ft = Bu 
de z= bb (pc) 
alfo au) Br — .b 

Sft alfo A" — a, fo ift auch B' b. 

Zweiter Fall. If A" ein Vielfaches von a, fo wird auf 
eine ähnliche Art, wie bei dem erften Falle, bewiefen, dag auch Br 
ein eben fo Vielfaches von b feyn muß. 

Erläuterung St A= 8a, afo B 8b 

und A — 5 a . B—5 b 
fo ft A— —3 
af ga m Mb 
wenn alfo A und B Gleichvielfache von a und b, und bie Stüde 
A’ und B’ 5 . 0» find 
fo find die Reſte A — A’ — A’ und B — B’ — B“ ebenfalls Gleichviel- 
fache von a unb b, 





V. Satz 7. Lehrfap. 


Gleiche Groͤßen a und b haben zu einer und derſelben Größe 
c, und eine und digfelbe Größe c hat zu gleichen Größen a und b 
einerlei Berhältniffe. 

Beweis. Erfier Theil. Jede ber beiden gleichen Größen 
a und b hat zu c daſſelbe Verhaͤſtniß. 
Man nehme von a und b die Gleichvielfahen A und B, und 
von c ein anderes beliebiges Vielfache C. 

DZ a b, ſo iſt auch AB. 
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und daher; wem AZ C, u BC 
folglid) a:rc=bre (€. $.) 
Zweiter Theil. c hat zu jeder der beiden gleichen Grö: 
fen a und b daſſelbe Verhaͤltniß. Denn 
da nach dem Obigen A — B, fo if, 
wnn E ZA, au C>B 
und folgih c: a= == c:hb (E%5) 





V. Satz 8. Lehrfasp. 


Bon zwei ungleichen Größen A und B hat zu einer und. der: 
felben Größe:D die größere A ein größeres Verhaͤltniß als die Hei: 
nere, B; und eine und biefelbe Größe D hat zu der Fleineren B 
ein größeres Verhaͤltniß ald zu ber größeren A, 

Beweis. DaA> B, fo kann man fegn A—=B'’ a 
für B — B, und es giebt nun ein Vielfaches des Eleineren der 
beiden Stüde B' und a, aus welchen A befteht, welches größer 
als D ift. Es ift aber entweder a oder B'-das kleinere Stüd 

- von A. 

Erfter Fall. Es ſey a das kleinere Stuͤck und irgend ein 
Vielfaches deffelben, 3. B. dad mfahe > D. Man nehme das 
eben fo Vielfache von B’ und von B, von D nehme man da3 
Zweifache, das Dreifache und fo nach der Ordnung immer 'weiter, 
bis zu einem DVielfachen, das zuerft größer ift als mB, fo daß das 
vorhergehende Vielfache noch größer ift als mB. Es fey hiernach 
dad nfache von D = nD nody nicht größer, wohl aber fey das 
(an + fache, alfo (n +1) D= nD +D größer ald mB. 

Da A—=B'+ta 
ffit m A=mB’ + ma (1) 
und weil B’=B (p.h.) 
fo it au) mA = mB + ma. 
Nun it mB nicht Eleiner ald nD 





und ma m D Xp. c.) 
folglich ift mB+ma > >oa+t1)D 
—ñ—Ni el 
alfo ‘mA _ (n+1) D 
während mB <(a+1)D (p. c.) 
Don den vier Größen A, D, B, D 
ift alfo daS mfache der 1ften und 3ten mA mB 


und dad (n I) fache der 2ten und Atn (n+1) D (n+1)D 
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fo von einander. ‚abhängig, daß zugleich 
mA .>.(n Fit) D und mB<(n + 1) D 
folglich ft A:D >B:D (€. 7) 
und dba fonah (n + 1) D> mB, u {a 7 1) D <mA 
ſo folgt D:B>D: 
Die Richtigkeit des Lehrſatzes alſo fuͤr den Fall bewieſen, 
wenn für A = B’-+a das Stud a ber kleinere Theil von A iſt. 
Zweiter Fall, Es fey für A = B' + a das Eleinere 
diefer beiden Stüde B’ und das ınfache deſſelben größer als D. 
Man nehme dad eben. fo Bielfaghe von a und von B. Von D 
nehme man das Zweifache, das Dreifache, und fo nach der Orb: 
nung immer weiter, bis zu einem Vielfachen, das zuerft größer ift 
als ma. Es fey hiernadh dad nfahhe von D —= nD nod nicht 
größer, wohl aber fey das (a +1) face, alſo nD+D=(n +1)D 
größer ald ma. \ 
Da Aa + B' 
fit mA = ma + mB“. 
Nun it ma nicht Feiner ald an D 
um mB >». De.c) 
folglich ft mamB > (h+1)D 
—— — — 3 
alſo ma >(n+1)D 
" und ba mä <@a+1nD 
mb a. > B, fo ift um fo mehr 
mB<d(n + 1) D. 
Da num fonach wieder ift 
mA>(n+1)D 
aber mB<(a+1)D 
fo folgt, wie bei bem erſten Falle ©. 
A:D>B:D_. 
‚md D:B>D:A 


Erläuterung. Hängen bie: Größen A, B, C; D fo von einahber ab, 
daß von Gleichvielfachen der erften und britten.mA, mC- und — 
der zweiten. und vierten mB, nD zugleich if | 

mA > nB, aber nit mC > nD ° 
fo ift nach der Tten Erflätung 'A:B>C:D. 

Sind num von vier Größen bie ziveite und: vierte einander gleich, aber ‚die 
erfte und britte ungleich, fo daß die erfte größer, als die.dritte iff, ſo giebt es 
immer ein Vielfaches der erften und britten von der Art, dafı man ein Viel: 
faches der zweiten und vierten Auffinden Tann, fo daß das Bielfache ber erften 
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zwar größer, als bas der zweiten ift, aber nicht das der dritten groͤßer, als bas 
der vierten, unb hieraus folgt nad) ber EEE: daß für A > C feyn muß 
A:D>C:D 
Hat. man 4. B. die Bahlen » ec 
17, 28, 14,28 
fo muß ſeyn 17: 23 > 14 : 28. 
Denn es iſt 17-14 +3 und 8.82 238 
ferner ft 8.14 = 112 
4,23 92 und5. — 
hiernach it 8.14 >4. 
md 8. cn 
ad 8.17 >5.23 
während 8. 14x56. 23 
und es iſt dahes nach der 7ten Exflärung. 2 
17.23 14: 28. 





V. Satz 9. Lebrfas. 


Haben zwei Größen A und B zu einer britten D vbaffelbe 
Verhaͤltniß, oder hat eine dritte D zu den beiden Größen A und 
B daſſelbe Verhältniß, fo find diefe Größen gleich groß. 

Beweis. Wären A und B ungleih, fo fy A >B 

alsdann ft A:D>B:D G.) 
und D:B>D:A | 
was der Borausfegung widerfpricht, wornach die Verhältniffe gleich 
feyn follen. Folglich koͤnnen A und B nicht ungleich feyn, und es 
ift daher A — B, 





V. Satz 10. Lehrfag. 


Bon zwei Größen A und B ift die, welche zu einer und ber 
felben britten Größe D ein größeres Verhaͤltniß hat, die größere; 
bie aber, zu welcher ein und bdiefelbe Größe D ein größeres Ber: 
haͤltniß bat, iſt die kleinere. | 

Beweis. Erfter Theil. SEA:D>B:D, fo muf 
* A> B. Denn wäre dieſes nicht, fo würde ſeyn entweber 

 Am=B, flieg A:D=B:D (7) 

ober A<B : A:D<B:D 6) 
was Beides der Vorausfegung wiberfpricht, Ä 

Es ift alfo weder A— B no A << B, und daher A > B. 


Zweiter Theil. 3D:B>D:A, fo muß fen 
B< A. Denn wäre biefed nicht, fo wuͤrde feyn 
entweder BA, folglich B:D—A:D (7) 
ode B>A » D:B<D:A 6.) 
wo ebenfalls Beides der Vorausfegung widerfpricht, und es iſt da⸗ 
her weder B— A noch B > A, folglich muß feyn B< A. 





V. Sap 11. % ehrſatz. 


Sind zwei Verhaͤltniſſe A : B und a : b einem dritten Der: 
haͤltniſſe C : D gleich, fo find fie felbft einander gleich. 
Beweis. Nimm beliebig Gleichvielfahe der Vorberglieder 
A, C und a, und beliebig Gleichvielfache der — B,D 
und b, 
alſo mA mÜC ma \ 
und nB nD .nb. 
Danın A:B==C:D, fo if, wenn mAZnB, auch mC nD 
und da C:D=a:b : s mCZnD > maZnb' 
wenn alfo .mA — nB, fo ift auh ma Z nb 
und daher A:B=a:b (E5.) . 





V. Satz 12. Lehrſatz. 


Sind mehrere Größen A’, B’, A’, B", At, B proportioniet 
(At 2 Be — AU: BU — AM: Be), fo verhalten ſich alle Bor: 
derglieder zufammen A! + A’ + A“ zu allen Hintergliebern zu⸗ 
fammen B‘ -p B + B"', wie ein Vorderglied A zu feinem Hin⸗ 
tergliebe B’. 


Beweis. Nimm beliebig Steichvielfache ber Vorderglieder 
At, Ar, A’ und Sa — der .... B’, B", 
B, alfo | ur ih, 
mA’ mA“ . mar — 

und nB’ | aBt. nBr _ 
fit mA’ + mA’ + mA = m, (A' +A" AN) das 
eben fo Bielfahe von A’ + A + A’ als mA' von A’ (1.) 
und nB’ + nB” + nB = n (B' +.B" + B") ift das fo 
Bielfache von B' + B“ + B'" wie nB‘ von B (1.) 
Da nun Al:Bi— Al: BU —Al: B (p. h.) 
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fo ift, wenn mA' > nB' 
auch mA" ZZ nB’ 
und mA’ Z nB'' 
alfo ift au, mA’ + mA“ + mA” ZnB’ + nB“ + nB“ 
wenn. mA’ ZZ nB' 
naͤmlich m (a AU Am >n(B' + B“ + B«r) 
wenn mA' ZZ nB’ 
folglich ft (A'+ A" FA): (BI +BU HB) = A':B (65) 





V. Satz 13. Lehrfap. 


Hat eine erfte Größe A zu einer zweiten B baffelbe Verhält: 
niß, wie eine dritte a zu einer vierten b, aber die dritte zu der 
vierten ein groͤßeres Verhaͤltniß, als eine Fünfte C zu einer fechften 
D, fo bat auch die erſte zu der zweiten ein größeres Verhaͤltniß, 
ald bie fünfte zu der fechften. 

Beweis, Da a:b>C:D 
fo giebt eö Zahlen m und n von der Art, daß 
zwar ma > nb, abe nidt mC > nD. 

Nimmt man nun aud von A dad mfache und von B ba} 
n fache, fo ift, da 
a:b=A:B 

wenn ma > nb au mA > nB 
da nun für ma > nb nidt it mC > nD 
fo it auch fr mA>nb nicht mC >nD 
und bieraus folgt 
* | A:B>C:D (8. 7.) 





V. Satz 14. Lehrſatz. 

Hat eine erfle Größe A zu einer zweiten B bafjelbe Verbält: 
niß, wie eine dritte C zu einer vierten D, und ift die erſte ent 
weber größer, ober eben fo groß, oder fleiner ald die dritte, fo if 
auch. bie zweite im erſten Falle größer, im zweiten eben fo groß, 
‚und in dem dritten Falle kleiner als die vierte. 
| Beweid. It A>C 

fit A:B>C:B 6) 

— da nun A:B=-C:D (p.h) 

ſo iſt aach C:D>CG:B (13) 

folglich it DB (10.). 
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Sf alſo A>C, ſo folgt B>D. 
Auf gleihe Art wird erwiefen 
vnnA=CadB=D. 
und wenn A<C s B<D fon muß. 





V Soap 15. Lehrfap. | 
Zheile a und b find mit ihren Gleichvielfachen A, B in einers 
lei VBerhältnig. 
Beweis. Man zelege A in feine der a gleiche Theile‘ 
a’ = a = a" und B in die der b gleiche Theile b' = b" = bw 
fo hat A eben fö viele gleiche Theile = a, als B gleiche Theile 
= b hat, — iſt nun 
:b’ en al; + bh’ = a: pi (7.) 
folglich auch : b = (a! al par): (bi +b” + bin (12.) 
Nun iſt a + a pataAuımdb' +b"+b"—=B 
es in alſo auch a:b'=A:B 
und weil = a und b b 
ſo iſt a:b=A:B. 





V. Satz 16. Lehrſas. 


Sind vier Groͤßen proportionirt, ſo ſind ſie auch verwechſelt 
proportionitt. Wenn aoA:B= C:D, ſo iſt auch A: C 
=B:D E. 13. | | 

Beweis. Bon A und B nimm die Gleichvielfahe mA, mB, 
und von C und D die Gleichvielfahe nC, nD, fo iſt 

 A:B=mA:mB (15.) 
de A:B=C:D Ä 
do C:D=>mA:mB (11.) 
Nun iſt C:D=nC:nD (15.) 

folglich ft mA:mB=nC:nD, 

Sf daher mA ZnC, ſo iſt auch mB ZnD (14) 

Die vier Größen A, C, : D 
hängen alfo in ber Art von einander ab, daß wenn von ben Gleiche 
vielfachen mA mB 
und den Gleichvielfachen nC nD 

mAzZnC ab mBz2nD if 
folglich A:CG=B:D (E.5.) 
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V. Satz 17. Lehrfag. 

Sind verbundene Größen (A+B), B(C+D)D 
proportionirt, fo find die getrennten A, B, C, D ebenfalls 
proportionirt. 

Beweid. Nimm von A, B, C und D die Gleichvielfachen 
mA, mB, mC, mD; beögleidhen von B und D bie beliebigen 
Steichvielfachen 8 nD, fo ift 
mA + ınB =-m(A +B) vn A+B ein eben fo Vielfaches 
adädmC+mD = m(C+D)on C+D. 

Ferner ft mB +nB= (m + n) B ein eben fo Vielfaches 
von B, ap mD+-nD=(m+n)DonD. 

Nun iſt ArB:B=-C+D:D 
folglich iſt, wenn 
m A+BZ(m+n)Badm(C+DZ(m+n)D 
nämlich ed iſt, wenn 
mA+mBzZmB+nBabdmC+HmDZmD+nD 
und da mB = mB und mD = mD 
fo ift, wenn mA ZnB aub mC ZnD 
und hieraus folgt 

A:B=-tC:D 





V. Soap 18. Lehrſatz. 

Sind getrennte Größen A, B, J D proportionirt, fo 
find auch bie verbundenen (A + B), B ‚(C+D), D pro 
portionirt. 

Beweis. Verhaͤlt fih nicht AB zuB wie C+D 
zu D, fondern wie C + D zu einer anderen Größe X, fo müßte 
diefed X entweder Pleiner ober größer feyn ald D. 

Es ſey erfien X D und 

A+B:B=C+D:X 
ſo iſt aach A:B=C+D-—X:X (17) 
Nun iſt aber A:B=-C:D (ph. 
do C:D=-C+D-X:X (11.) 
Nun ift nach der Annahme D> X . 
folglich ach C>C+HD — 5 (14,) 
und da X = 
pt C+X>C+D 
ao X>D 
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was der Vorausſetzung X < D widerſpricht. Demnach kann nicht 
ſeyn x D. 

Es ſey zweitens X D, fo folgt auf gleiche Art, daß 
auch dieſes unmoͤglich ſey. 

Da ſonach wer X D noch XDPD fen kann, fo iſt 
X = D, und da nun 

A+B:B=C+D:X 

ſo ift auch BISSL D. 





V. Sag 19. Lehrfasp. 


Verhalten fih Ganze (A + B) und (C + D) wie die Stüde 
A und C bderfelben, fo — ſich auch die Reſte B und D 
wie die Ganzen. 





Beweid. Da A+B: C+D= A:C 
fo it verwedfelt AB: A =C+D:C (16) 
folglich getrennt B:A = D:C (7) 
alfo verwecfelt B:D - = A:C 
da nun. A:C- = A+B:C+D (p.h.) 
fo folgt B:D = A+B:C+D (11) 


es verhalten fich alfo die Reſte wie bie Ganzen. 
Zufag. Es ift bemiefen worden, | 
daß wen A+B:C+DeA:C 
ab A+B:C+D=B:Dfw, 
daher ift verwehfelt A+ B: B C+-D:D 
ed find alfo verbundene Größen proportionirt.. 
Es iſt aber ach AFB:A=C+D:C 
naͤmlich (A+B): (A + B) — B=(C+D):(C+D)—D 
alfo find die Größen auch zurüdfehrend proportionirt (E. 17.) 
Hieraus folgt, daß wenn Größen verbunden proportionirt 
find, fie zur uͤkkehrend ebenfals proportionirt find. 





V. Sa 20. Lehrſatz. 


Sind mehrere Größen A, B, C mit eben fo vielen anderen 
a, b, c in geordneter Proportion (E. 19.), und iſt von jenen 
die erfte A entweder größer, oder eben fo groß, oder Kleiner als 
die fette C, fo ift auch von dieſen die erfie a im erften Falle größer, 
im zweiten eben fo groß, und int dritten fleiner, als die legte c. 
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Beweis. Erſter Fall. Es ſy A>C 
ſo it A:B>C:B (. 
aber A:B=a:b E. 10. 
alſo a:b.>C:B dd). 
Nun iſt C:B= c:b (4 Zuſ.) 
folglich u a:b>c:b (13) . - 
und daher a > c 10.) 
| Iſt alfo A —? O, ſo iſt auch . 

Zweiter und dritter Fall. Auf dieſelbe Art wird bewie⸗ 
fen, dag wenn A=C auch a=c, und daß, wenn A <C 
auch a <c ſeyn muß. 

Anmerkung. Der bier gegebene Beweis bezieht ſich zunaͤchſt bloß auf 
den Ball, wenn drei Größen mit eben fo viel anderen in geordneter Proportion 
find. Daß der Lehrfag aber auch für mehr ald brei Größen feine Gültigkeit 
behält, ergiebt fic) auf folgende Art: 

&ind bie Gröfn A,B, GC, D, E . 

mit a, b,c,d,efn georbneter Proportion 
fit A:B=a:b, alfo auf EN (16.) 
B:C=b:e . ⸗ :b=C:c s 

daher Ara—=Gı:eo (i.) 
frne C:D=e:d, alfo auch G:e G:c=D:d (16. 
folgih Ara A:;a=D:d (11) 
ud. D:E=d:e, alſo auch D:id=E:-e (16.) 
und erg era th 

Iſt nun A>E, ſo iſt auch a>e (14) 

fr A=E if. a — 6 ⸗ 
und fuͤr A<E ⸗⸗ a<[ e » 


— nie, 
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V. Sp 21. Tehrfas. 


Sind drei Größen A, B, C mit eben fo vielen anderen 
a, b, c in zerfireuter Proportion, und ift von jenen die erfie 
A entweder größer, oder eben fo groß, oder kleiner als die legte 
C, fo ift aucd von diefen bie erfle a im erften Falle größer, im 
zweiten eben fo groß, und in * dritten Falle kleiner als die 
legte c 
Beweis, Erfter Fall. Es ſey A>C, fo if 
A:B>C:B (6) 
und ba A:B=b:c (ph. 
ſo iſt ach b:c>C:B (13. 


Nun iſt B:C=a:b (p.h) 
ao C:B=bi:a (4 uf) 
folglich ft b:c>b:a (13. 
und daher c <a (10.) | 
SAaoAa>C, fo it auh a > c. 
Zweiter und dritter Fall. Auf eben die Art wird be⸗ 
wieſen, daß wenn A= Calha=c 
und wen A<C s»s a<ec fon muß. 





V. Sa 22. Lehrfap. 

Sind mehrere Größen A, B, C, D, E, mit eben fo vielen 
anderen geordnet, proportionist, fo find fie aus dem Gleichen 
proportionirt. 

Beweis. Man nehme 

von A und a in beliebigen Gleichvielfachen «A und «a 


s Bsb=s ⸗ ⸗ BB » Bb 
:s Cs: cs aY 4 ⸗ yC = yb 
ı D>s . s a a öD = dd 
2 E ⸗ ⸗ ⸗ sE « 8. 


Nun ift — * Voraus ſetzung — 


A:Bmar:b, cloud cA:fBmearpb (&) 


B:C=b:c > BB:yC=ßb:yc = 
C:Dec:d-. s yC:5D=yc:öd = 
D:E=d:e ⸗ öD:eE=Ööd:ze = 


und es find daher «A, BB, yC, 5D, :E 

mit aa, ßb, yc, dd, ze 
geordnet proportionirt (E. 19.) Folglich ift, 

wenn «aA Z sE aub aa > ze (20.) 
und daher A:E =a:e (E 5.) | 

Sind alfo mehrere Größen, mit eben fo vielen anderen georbs 
net, proportionirt,, fo verhält ſich von jenen die erfte zu der legten, 
wie von dieſer die erfle zu der legten fich verhält. Sie find alfo 
aus dem Gleichen proportionirt (E. 18.) 





V. So 3 Lehbrfak. 
Sind drei Größen A, B, C mit eben fo vielen anderen 


a,b, c zerfireut proportionirt, fo find fie aus dem Gleichen 
proportionirt, 
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Beweis. Von A, B und a nehme man die beliebigen Gleich; 
vielfachen mA, mB, ma, unb von C, b und c bie beliebigen 
————— nC, — nc, fo iſt 

und — Bub:e (p- h.) 
do mA:mB=b:c (11. 
und b:c=nb:nc. (15. 
folglich mA: mB = nb :nc. 

Da ferner B:C=a:b (ph) | 
ſo iſt ach mB:nC=ma:nb (4) 
hiernach ft mA: mBenb:nc ‘ 

und mB:nC = ma:nb 
und ed find daher mA, mB, nC 

mit ma, nb, nc 
zerſtreut proportionirt. Folglich iſt 
wenn mA Z nC au ma Z nc (21.) 
und es iſt dahe A: CG=a:c E. 5.) 

Sind alfo drei Größen mit eben fo vielen anderen zerftreut 
proportionirt, fo verhält fich von jenen die erfte zu der letzten, wie 
von diefen die erfte zu der legten fich verhält, fie find alfo aus dem 
Gleichen proportionirt (E. 18.) 





V. Soap 24 Lehrſatzz. 


Hat eine erfte Größe A zu einer zweiten B baffelbe Verhaͤlt⸗ 
niß, wie eine dritte C zu einer vierten D, und eine fünfte a zur 
zweiten daſſelbe Verhältniß, wie eine fechfte c zu der vierten, fo 
bat auch verbunden bie erfle und fünfte A— a zu der zweiten 
B baffelbe Verhältnig, wie die dritte und ſechſte C + c zu der 
vierten. | 

Beweis. Es ift A:B=C:D 

und a:B=c:D afo B:a=D:c (4. Zuſ.) 
daher find A,B, a 

mit C, D, c geordnet, proportipnirt, 
und ed ift baber 
aus dem Sleidgen A:a=C:c (22) 
folglih verbunden Apa:a=CH+ci:ec (18) 
und da a: Buc: D (p. h) 
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fo find auch A a, a, B 


mit C + c, c, D georbnet, proportionirt 


und — iſt aus dem Gleichen 
A+ra: B=eC+c:D (22,) 





V. Satz 26. Lehrfasp. 
Sind vier Größen A, B, C, D proportionirt, fo find bie 
größte A und die Eleinfte D zufammen größer, ald die beiden übris 
gen B und C zufammen. 

Beweis. Erſter Theil. Wem A:B=-C:D, und 
es ift A bie größte vom biefen vier Größen, fo mug D die ine 
fon. Denn es ift 

A> D nad der Borausfegung 
und wil A:B=C:D | 
und A>C,fituhbB>D (14) - 

Es ift aber ud A:C=B:D (4 Zuſ.) 

und A>B, folglich C>D. 

Da alfo aus ber Voraudfegung, baß A die größte ift, folgt 
A>D,B>Dun auh C>D, fo ift D die kleinſte. 

Zweiter Theil. SfA:B=C:Dun A bie größte 
von biefen vier Größen, fi A+H+DT>B+C. 

Da A>C,pitB>D (14) 
man kann alſo fegen | 

.A=C+c und B=D -+ d. 
Dann A:B=C:D 
ſo iſt ach A:B=c:d (19) 
Da nun A — B, und auch A> c, Pit pc > d. 
Nun it C$D=-D+rC 
und c >d 
folglich C+c +D>D+d+rt 
* +D>" BB +C. 
und A bie 58 ſo iſt D die kleinſte, und es it A + D geb 
fa als B46. 
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XXIII. Das Weſen des fünften Buches der Elemente. 


Das erſte Hülfsmittel, welches die Geometrie braucht, um 
bie verfchiedenen Eigenfchaften der Raumgrößen auf eine einfache 
und zugleich allgemeine Art ableiten zu Eönnen, find die analyti 
fhen Gleichungen; fie bilden den Gegenftand des zweiten Bus 
ches und werden bort auf eine geometrifche Art entwidelt. (Beis 
lage IX. Seite 195. u. f.) Außer den analytifchen Gleichungen 
nun ift wefentlid nothwendig, um in der Geometrie weiter vor: 
fhreiten zu koͤnnen, die Lehre von den Berhältniffen, 
welche auf eine dem Geifte der Geometrie entfprechende Art in dem 
fünften Buche abgehandelt wird. 

Bei einem geometrifchen Verhältniffe hat man zwar immer bie 
Abficht zu beflimmen ein: Wievielfaches, die ein der beiden Verhaͤlt⸗ 
nißgrößen von der andern ift, dieſes läßt fich aber nur in ben wenig: 
ften Fällen wirklich angeben, weil ein Verhältniß zwifchen je zwei 
gleichartigen Größen flatt findet, ohne daß es hierbei nothwendig 
ift, daß die eine dieſer Größen wirklich) ein Vielfaches der andern 
fey. Es wird hierdurd aber die Lehre von den Verhaͤltniſſen feis 
nesweges befchränft, da nie ein DVerhältnig an und für fich betrach⸗ 
tet wird, fondern immer mit einem andern zugleich, da& hierbei als 
gegeben angefehen, wird. Iſt 3. B. eine Linie A dreimal fo groß, 
ald eine andere a, fo ift das Verhalten der Linien A und a dadurch 
beflimmt, daß man fagt, fie verhalten fi zu einander wie 3 zu 1, 
wobei alfo das BVerhältnig 3 : 1 ald dad gegebene angefeben 
wird. If A 3'/, mal fo groß ald a, fo verhält fih A zu a wie 
7:2. Iſt A bie Hypothenufe und a die Katete eines gleich» 
ſchenklig rechtwinfligen Dreiecks, fo verhält fih A zu a, wie bie 
Diagonale zu der Seite eined Quadrats ıc. 

Da hiernach immer zwei Verhaͤltniſſe zugleich betrachtet wers 
ben, von welchen dad eine dadurch beflimmt wird, daß man ed mit 
dem anderen, welches das gegebene ift, verbindet, fo koͤmmt es 
vor allen Dingen darauf an, feftzuftellen, unter welchen Bedin⸗ 
gungen zwei Verhältniffe gleih, und unter welchen Bedingungen 
fie verfchieden find. Nun ift zwar immer dad Verhältnig von 
A: B dem von G : D gleich, wenn A ein eben fo Vielfaches 
von B als C von D ift; diefe Erklärung ift aber nicht ausreichend, 
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weil auch Groͤßen in Verhaͤltniß ſind, die gar kein gemeinſchaftliches 
Maaß haben, wie dieſes bei der Diagonale und der Seite eines 
Quadrats der Fall if. Die Erklärung der gleichen und ungleichen 
Berbältniffe muß daher allgemeiner gegeben werden, fo daß fie auch 
auf Größen, wie die zulegt angeführten, ſich anwenden läßt, und 
diefes ift der Fall Bei ben unter- Nr. 5. und 7. in der Ein.eitung 
zu dem fünften Buche von Euklid gegebenen Erklärungen. 

Hat man vier Größen A, B, C, D, und werben beliebige 
Dielfahe genommen von ber erften und dritten A und C, und be 
liebige Vielfache der zweiten und vierten B und D, nimmt man 
alfo von A und C dad mfahe mA 'mG 

s B und D das nfade nB nD 
und läßt fi nachweifen, daß, welche Zahlen man audy für m und 
n nehmen mag, doch immer feyn muß, 
wenn mA>nB au mC>nD 
⸗ mA=—=nB :s mC=nD 
und ⸗ mA<nB > mC<nD 
fo ift das Verhältnig A : B dem Verhältniffe von C : D gleich. 
Es iſt alfo das Verhältniß von A: B dem von C : D gleich, 
wenn für beliebige Werthe von m und n immer ift, 
wenn ma Z nBauch mC ZnD. 
Können aber für m und n foldhe Werthe angegeben werben, 
daß während mA > nB nidt ift mG>nD 
it afo mA>nB 
und dabei entweder mC — nD oder mC < nD 
fo find die Verhältniffe A: B und G : D ungleich, und ed wird 
von biefen Verhältniffen unter der angegebenen Vorausſetzung, das 
Verhältniß von A : B das größere genannt, es ift alfo dad Vers 
bältniß A : B größer, ald das vn GC: D. 
As nähere Beflimmung koͤmmt nun zu diefen Grfldrungen 
noch hinzu 

Ein Verhältnig können nur Größen zu einander haben, die ver: 
vielfältigt einander übertreffen Fönnen (E. 4.), weil fich fonft gar 
nicht ermitteln läßt, ob mA —.nB, und es ift daher nothwendig, 
daß die beiden Größen eines Verhältniffes gleichartig find (E. 8.) 

Größen, die in einerlei Verhältnig find, heißen proportionirt 
(€. 6.), und bie Gleichheit der Verhältniffe wird eine Propor⸗ 
tion genannt. 

Durch die hier abgeleiteten Erklärungen find nun die Gegen 
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ſtaͤnde vollkommen beſtimmt, die in dem fuͤnften Buche abgehandelt 
werden muͤſſen. Dieſe betteffen: 

1) Saͤtze von den Gleichvielfachen, als die Grundlage der Lehre 
von den Verhaͤltniſſen; 

2) die Saͤtze von zwei gleichen Verhaͤltniſſen, alſo von den 
proportionirtan Größen; 
3) die Säge von ungleichen Verhaͤltniſſen, und 
4) die Säge von mehr als zwei Verhältniffen. 


1. Bon bem Gleich vielfachen. 


Gleichvielfache verſchiedener Groͤßen koͤnnen entweder in eine 
Summe vereinigt, oder von einander hinweggenommen werden; in 
beiden Faͤllen erhaͤlt man daſſelbe Vielfache entweder von der Summe 
oder von der Differenz jener Groͤßen, je nachdem man ſie entweder 
vereinigt oder von einander hinweggenommen hat, wie in ben Sägen 
1. und 5. bewiefen. wird. 

Merden zwei verfchiedene Vielfache einer erſten Größe und die 
felben Vielfachen einer zweiten genommen, fo find die Summe oder 
Differenz jener Vielfachen von der erften Größe und biefer von 
der zweiten Gleichvielfache; diefes find die Säge 2. und 6. 

Nimmt man endlich Gleichvielfahe von einer erften und von 
einer zweiten Größe, und werden von dieſen Vielfachen wieder Gleid: 
vielfache genommen, fo find dieſe ebenfalls Gleichvielfache ber erften 
und der zweiten Größe, und dieſes ift Sat 3. 

Die Lehre von den Gleichvielfachen befteht alfo aus ben fol: 
genden fünf Sägen: 

Iſt für irgend eine ganze Zahl = m 

A=ma 
und B= mb 
ſo iſt aach 1) A+B=m(a+b) nah Sag 1. 
und 22) A—B=m(a—b) s s.5 
Iſt für beliebige ganze Zahlen m und n 
A'= ma und B' — mb 


% 


m ml m kl —ñe —ñ—e —— —— —— — 


und 4) A —A (m —n)a nd B—B"=(m—n)b = > 6, 
Es find alfo A’ A” von a und B' B“ von b Gleichvielfache 
und Al— Al: ss»: WB BU s 5 & 
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Iſt endlich a == ma und b= mß 
Azena ⸗ B=nb 
ſo iſt A=n.mae und B=n.mß 
ajo5) A=m=nm.a und =—=nm,.ß 


Sind ſonach a von « und b von 4 Gleichvielfache, 
femer A von a und B von b | 
fo find auch A von & und B von ß ebenfalld Gleichvielfache. 


2. Von vier proportionirten Größen. 


In der Lehre von vier proportionicten Größen ſind die Fragen 
zu beantworten: 

1) Welche Verhältniffe find glei. und koͤnnen daher zu einer 
Proportion verbunden werben ? 

2) Wie hängen bie einzelnen Glieder einer Proportion bon 
einander ab ? und 

3) welche Umformungen fönnen mit einer Proportion vorges 
nommen werben, ohne daß biefelbe dadurch aufgehoben wird? oder 
wie laffen fi) aus einer gegebenen Proportion andere ableiten? 

Die erfte Frage führt zu den Refultaten: 

Gleihe Größen haben zu eines und berfelben Größe einerlei 
Verhaͤltniß, Sat 7. 

Es ift alfo fr A = C 

A:B=CG:B. 

Zwei Verhaͤltniſſe, die einem britten gleich find, find unter fich 
gleich, Sag 11. 

Iſt alfo A:B=(C:D 

und auch a:b=C.:D 

ſo folgt A:B=a:b 
und, Größen ſtehen mit ihren Gleichvielfachen in einerlei Verhaͤltniß, 
Gap 15. — iſt für jede ganze Zahl = m 
A:B=mA:mB. 

Die — Frage führt zu den Saͤtzen: 

Zwei Größen, die zu einer und derſelben Größe einerlei Ders 
bältnig haben, oder zu welchen ein und biefelbe Größe einerlei Ver⸗ 
haͤltniß hat, find einander gleich, Satz 9. 

Sf alfo A:B= G: B 
oder B:A=B: C 
fo iſt A=C. 
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ft von vier proportionirten Größen bie erfte größer, gleich 
oder kleiner als die dritte, fo ift auch die zweite in dem erften Falle 
größer, in bem zweiten glei, und in dem britten kleiner al& die 
vierte, Sab 14. 
Menn alfo A:B=-C:D 
und es iſt — ſo iſt auch B D 
=—-Css: B=D 
H <UG ss ss B<ZD 
Iſt endlich von vier proportionirten Größen die erſte die größe, 
fo ift die vierte die kleinſte, und es ift alsbann die größte und 
kleinſte zufammen größer, als die beiden übrigen zufammen, Sag 25. 
Hat man alfo 
A:B=C:D 
und ift A größer als B, C, D, jede für ſich, fo ift D Eleiner al 
A, B, C, jede fr fd, und es f A-FD>B-+rC. 
Die dritte Frage wirb durch die Säge 4., 16.; 17., 18. 
und 19, beantwortet, und es folgt aus der Proportion 


A:B=C:D 
daß auch mA:nB=mC:nD Satz 4. 
ferner verwechſelt A: C — B: D Satz 16. 


getrennt A— B:B=C-—D:D Sag 17. 

. verbunden A+B:B=C-+-D:D Gas 18. 
endlich wenn A=mate.mbB=b+B 
und es iſt A:B=a:b 

ſo iſt aach @&:ß=A:B Satz 19. 


3. Von ungleichen Verhaͤltniſſen. 


Die Verhaͤltniſſe A : B und C: D find ungleich, wenn für 
beliebige Werthe von m und n zwar mA > nB, aber nicht zu: 
gleich m > nD if (E. 6.), und es hat bei diefer Vorausfegung 
A zu B ein größeres Verhältnig, ald C zu D. 

Diefe Erklärung führt zu den Sägen: 

> A>C, fo folgt 

A:B>C:B 
und B:A<B:C 6a 8. 
und wenn umgekehrt ift 
A:B>C:B, ſo folgt A>C 
ud fr BEA<B:C, if A>C 8510. 
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Iſt endlich A:B=a:b 
aber a:b >c — D_ er. 
ſo iſt ach A:B>C:D Satz 13. 


4. Die Saͤtze von mehreren Verhältniffen. 
Eind zwei — Groͤßen gegeben 
A, B, C, D, E 
a,b, c, d, e 
und es ift der Orbnung nach jedes Glied ber erften Reihe zu dem⸗ 
felben Gliede der zweiten Reihe in demfelben Verhältniffe; ift alfo 
Ar B:b=CG:c =D: d =E:e 

fo bilden dieſe Größen mehrere gleihe Verhältniffe, aus welchen 
man folgern Fann, daß auch die Summe aller Glieder der erſten 
Reihe, alfo die Summe aller Vorberglieder ber einzelnen Verhaͤlt⸗ 
niffe zu der Summe aller Glieder der zweiten Reihe, alfo zu der 
Summe aller Hinterglieder in eben diefem Verhältniffe feyn muß, 
Sat 12. Es folgt alfo aus. den obigen gleichen Berhältniffen, daß 
auch if 
(A+B+COC+HD+HE):(a+b+c+d+e) — 
A:a=B:b=C:cı 

MWerden je zwei auf einanber folgende von den obigen Ver: 
haͤltniſſen, als eine Proportion fuͤr ſich genommen, und verwechſelt 
man in jeder die mittlern Glieder mit einander (16.), ſo erhaͤlt man 
die Proportionen 


A:B=a:b 
B:C=b:c 
C:D=c:d 
D:E=d:e 


und man ſagt von den Größen A, B, C, D, E 
und a, b, c, d, e 
daß fie mit einander in geordneter Proportion (E. 19.) find. 
Aus biefer Abhängigkeit zweier Reihen Größen von einander aber 
folgt, daß wenn in ber erfien Reihe die erſte Größe. A größer, 
gleich oder Kleiner ift, als die lehte E, auch in ber zweiten Reihe 
die erfte a im erften Falle. größer, im.zweiten eben fo groß und 
im dritten Pleiner ald bie letzte feyn muß, Sat 20. Es ift alfo 
für AZ E zuglih uud a2 e 
"und es folgt hieraus unmittelbar, daß bei dieſer Vorausſetzung 
auch in der evften Reihe die erfie Größe A zu ber letzten E fich 
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verhalten muß, wie in der zweiten Reihe die erſte a zu ber legten 
e ſich verhält, Sat 22. Es iſt alfo 
A:E=a:e 
Da übrigens bie beiden Reihen bei jedem Gliede angefangen 
unb abgebrochen werden Finnen, fo folgt, daß je zwei Glieder der 
erften Reihe mit ben Gliedern ber zweiten Reihe, welche biefelben 
Stellen einnehmen, einerlet Verhältnig haben müffen. Sind alfo 


die Größen 
A,B,C,D,E,F,G 
mit a, b, c, d, e, f, g 
in georbnieter Proportion, fo folgt nicht nur, wie in dem 22ften Satı 
bewiefen wird, 
A : G = a: 4 
ſondern es tft auch 
A:Fma:f, A:E=a:e « 
fme B:F=eb:f, B:Deb:d «. 


Hängen die Srößn A,B,C,D,E 
mit a, b, c, d, e 
fo Be baß bie .. — finden 
:B=d: 
— CG=c: a 
5 C:D=b:c 
und D 2 E =a:b 
fo fagt man, fie find in zerfireuter Proportion (E. 20.); 
und es folgt nun hieraus auch, 
bag wenn A Z E, zugleich feyn muß a Ze Sap 21. 
und es it A:E=a:c Gag 23. 
Diefe Säge find zwar nur für drei Größen ‚„ bie mit eben fo 
vielen anderen in zerftreuter Proportion find, in 21. und 23. be 


wiefen; fie behalten aber für mehr als drei Größen — ihre 
Guͤltigkeit. 


Als eine unmittelbare Anwendung hieraus folgt, 57 wenn 
A:B=CG:D 
ud a:B=c:D 


auch feyn mus Apa:B=C-+c:D Sa 24, 
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XXIV. Bon der Proportion der Größen überhaupt. 


5.1. Erklaͤrung. Hängen bie Größen A, B, C und D 
fo von einander ab, baß B aus A und D aus C durch. Multiplis 
cation mit derfelben Größe erhalten wirb, fo ift A zu B mit C zu 
D in einerlei Verhältniß, und es bilden biefe Größen eine dropor⸗ 
tion; es iſt alſo 

A :B= G . D. 

Diefe Proportion findet demnach flatt, wenn für jebe ganze oder 
gebrochene, oder auch für eine irrationale Zahl = q, zugleich ift 
und ed iſt daher immer 

A:gA=C:gC. 
die Größe q wird der VBerhältnißname ober auch ber Erpos 
nent des Verhältniffes genannt. 


Anmerkung. Daß auch nah ber von Euklid gegebenen Erklärung 
(E. 5.), A zu gA mit C gu gC in einerlei Verhäftniß ift, und diefe Größen 
daher in Proportion ftehen, ergiebt ſich auf folgende Art: 

Es iſt a:rc=a:o 
und daher auch a a mcic 
folglich ft ma: na — me: me:nc (4) 
Sept man hier ma — A, na — B, me — Cundne = D 
ſo it 5B—0: D 


und es iſt nun B= na D= ne 
C 
m m 





daher uf B= nm. 


A 

m 
n 

unb Bo —,A 
m 


wird alfo — = geſett, ſo fflra:B=C:D 
Bo gA un D 40. 





5. 2. Lehrſatz. Sind vier Zahlengroͤßen in Proportion, 
ſo iſt das Product der beiden aͤußeren Glieder dem Producte der 
beiden mittlern gleich. Fuͤr A: BG: D iſt alſo A D 
BC. 

Beweis. Man kann ſetzen 

B = Ag, und es iſt alsdann D= Cgq 


— 


* 
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folglich lt BRCXAq 

ud AxD=-AxCg 
da nun EC xAqg=AxCgqg=AClg 
fitud CXB=-AXxD — 


$. 3. Aufgabe Bu brei gegebenen Zahlengrößen fol bie 
vierte Proportionale gefunden werden. 

Auflöfuug. Sind der Ordnung nach die drei gegebenen 
Größen A, B, C, und. wird die gefuchte vierte Größe = X gu 
fegt, fo fol ſeyn = 

A:Bo».C:X 


und es ift daher nah N. . AxX X BxXC 
folglich it X PC 


Das vierte Glied — Proportion wird alſo gefunden, wenn 
man das zweite Glied mit dem dritten multiplicirt und das Product 
durch das erſte Glied theilt. 


$. 4. Lehrſatz. Hängen vier Größen A, B, c, D ſo von 
einander ab, daß dad Product der beiden mittlern B x C den 
Probucte der beiden äußern A >< D gleich ift, fo find fie der Ord⸗ 
nung nad) proportionirt, unb . ift alfo | 
A:B=C:D. 
Beweis. Dan fuche = ben brei Größen A, B, C bie 
vierte Proportionale X (Nr. 3.), daß alfo wird 
A:B=C:X 
ſo it BxXC=ANXX (nad $. 2) 
Nun fol aber auch ſyn B<C=ANXD (ph) 
folgih it. AXX=-AXD 
und daher X = D. 
Dann A:B=C:X.(p.c.) 
ſo iſt ach A:B=C:D + 


5. 5. Folgerungen. Sind vier Größen proportionirt, 
und ändert man die Ordnung, in welcher diefelben auf einander 
folgen, fo daß bierbei noch immer dad Product der beiden mittleren 
Glieder dem Probucte der dußeren gleich bleibt, fo find fie auch in 
biefer neuen Ordnung proportionirt. 

Aus der Proportiin A:B= C:D 

folgt daher u A:G =B:D 
welches der 16te Sag bed Sten Buches ift, 
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ww B:A=D:C 
und dieſes ift der Zufag zu dem Aten Gate des 6ten Buches. 
In dem erflen diefer beiden abgeleiteten Fälle bleiben die Pros 
ducte der beiden aͤußern und der beiden mittlern Glieder biefelben, 
und in dem zweiten Salle wird dad Product der mittlern das ber 
äußeren, und umgeßehrt. 


6 Zuſatz. St A:B=C:D 
ſo iſt aach mA:mB=C:D 
und mA:B=mCG:D 
denn da A:B=CG:D,piffAxD=-BxX<C 
und daher auch mAXxXD=-mBrx<C 
= BxmC 
und folglich nah 4. mA:mB=C:D 
und mA:B=mG:D. 

Stehen alfo.vier Größen in Proportion, fo kann man ein aͤuße⸗ 
sed und ein mittlere Glied mit demfelben Factor multipliciren, ohne 
daß dadurch die Proportion aufgehoben wird. 

Eben fo folgt umgekehrt: 

wın mA:mB=(C:D 
| pfitab A:B=C:D 
melden Werth auch m haben mag. 


$. 7. Lehrſatz. Gind vier Größen proportionirt, fo verhält 
ſich auch) das erfte Glied zu der Summe oder Differenz ber beiden 
etſten Glieder, ‚wie das dritte Glied zu der Summe oder Differenz 
ber beiden letzten ſich verhält. Iſt 
A:B=C:D, fpffg A:A+-B=C:C-+D 
und A:A—B=>C:C-—D. 
Deweid. Man fuche zu A, A -- B und C bie vierte Pro: 
portionale X, fo ift 
A;A-B=C:;:X 
und dahe AX X = (A+- EB) C. 
Nun iſt abe AXD=-BXC (ph) 
fie AXCFAXD=-AXC+HBXC 
dp AX(C+D)=(A+B)XC 
\ da nun auch AXX = (A-+B)x<C 
pit Ax(C+D=>AxXX 
und daher C+>$D = X, 


— 4158 — 
Dann A:A+B=C:X 
ſo iſ ach A:A+B=C:C+D. 
Auf gleiche Art wird auch bewieſen, daß 
A:A—B.:C:C —D. 
5.8. Zuſatz. Da aus ber ProportionA:B=C:D 
fg A:A+-B=C:Cc+D 
ſo iſt ach A: C=A+B:C+D ($. 5) 
es iſt aber aach A:C=B:D 
und daher AB: C++ D=B:D 
folglich it ach A$B:B=C+D:D 
und eben ſo foigt 
:B—C—D:D 


welches die — 9— und 18. des 5ten Buches find. 
$. 9. Zufag . Wenn A:B=-C:D 
ſo iſt ach A:C=B:D 
und dee — C:C=-B_—D:Dnad 56. 
folglich ach A—C:B—D=-C:D 
und dieſes iſt der 19te Satz des Sten Buches. 
$. 10. Lehrſatz. Sind zwei Proportionen gegeben, und 
man multiplicirt ber Ordnung nach von diefen Proportionen das 
erfte Glied mit dem erften, dad zweite mit dem zweiten, das britte 
Glied mit dem dritten und das vierte mit dem vierten, fo fleben 
die hierdurch erhaltenen Producte ebenfals in Proportion, Iſt alfo 
a:boc:d 
und «:ß=y:9Q 
fo iſt ach aa: bB = cy : de. 
Beweis. Zu den drei Größen au, bB, cy fuche man bie 
vierte Proportionale X, fo ift 
ae:bß=cy:X, und baher an X X = bBcy 
da aber a:b=c:d, fif adobe 
a:ß=y:dö aö = By 
folgid ad x ad = bcpy 
ünd daher auch au X dd = bfcy. 
Es if ao aa X = böcy 
und auh ax dd = bicy 
folgid aa X X = aa x dd 
und daher X = dd. 
Da nun aa:bB=cy:X 
ſo iſt acch au: bB= cy: do. 
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511. Zuſatz. Es ſey a:b=c:d 

alſo a a:bec:d 
folglich iſt auch aa:bb= cc: dd 
oder a? ;b? = c? : d* 

Sind alfo vier Größen proportionirt, fo find die Quadrate 
dieſer Größen ebenfalld proportionirt. Eben fo folgt, daß wenn 
vier Größen proportionirt find, auch die dritten Potenzen biefer 
Größen, und überhaupt gleichnamige Potenzen derſelben ebenfals 
in Proportion fiehen. 

8.12. Lehrſatz. Sind vier Größen proportionirt, fo find 
die Quadratwurzeln aus diefen Größen ebenfal3. proportionitt. 

z EINEN: Es ſey A:B=>C:D, pi AxD= 
xc 

Sept mann y A: YB=rvC:X 

fo it ud_ (WA? : VB? = (WO: X — 11.) 
alfo Ar Taf A:B: = C: -=C:% ———— 
und ed ift baher AXX—-BXC 
folglich if A x X? -Ax<D. 
ao X =D 
und X= r’D 

da nun VA: YB=r'C:X (pc) 

ſo iſ ach vYA:YB=vVC:vD. 

. 13. Anmerkung. Auf gleiche Art läßt ſich auch beweis 
fen, dag werm vier Größen proportionirt find, Die Kubifwurzeln dies 
fer Größen, und überhaupt gleichnamige Wurzeln berfelben, ebens 
falls proportionirt feyn müffen. 

$. 14. Lehrfas. Sind mehrere gleiche Verhaͤltniſſe gege: 
ben, fo verhält fi die Summe aller Borberglieber zu der Summe 
aller Hinterglieber diefer Berhältniffe, wie ein Vorderglied zu feinem 
Hintergliede fich verhält, 

Iſt ao A: B = AU: Bu = Au: Bei, fo ift auch 

(AA'H+ Ar): (B’ + B' + Bu) = A; Bus, 

Beweis. Da A'z Br — — : Be 

fo it aach Al: A — B': Br ($. 5.) 
und daher Al: AL A"<B:; Bi +-B" ($ 7.) 

Es ift alfo auch Ar:B'=A' A": B4 DB" 

da nun Al: Bi A: Bw es 
fo folgte Ar: Br —= A' A": B’ + EB" 
und Az Ah Alm B":.B’ + B” 
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hieraus folgt aber nun wieder 

Am. A’ + Ar — Au — Bı ; B' + B" + Bı" ($. 7.) 
folglich iſt auch 
A.» Bu — (A! + Ar + A'u) . (B’ + B’ + B’“) 
was bewiefen werben .follte. 

5. 15. Zufag. Auf gleiche Akt wirb auch bewiefen, baf 
wenn mehrere gleiche Verhältniffe gegeben find, und man einige 
Vorderglieder abdirt und die übrigen abzieht, und der Ordnung nad 
auch die entfprechenden Hinterglieder addirt und abgezogen moerben, 
beide Refultate zu einander fich ebenfals wie ein Vorderglied zu 
feinem Hintergliede verhalten müffen. 

Iſt alſo Az: B— Ar: Bi — a⸗⸗ : Bu 
fo folgt, daß auch feyn muß \ 

(A' — A! + Aa); (B’ — Bi + By) — — Alu . Bıu 
und eben fo 
(A Au — AM) :(B + Bet — Bun — A: Big, 

$. 16. Lehrſatz. Sind mehrere Größen A,B, C, D, E. 
mit eben fo vielen anderen a, b, c, d, e in georbneter Pro» 
portion, verhält ſich alfo jedes Glied der erften Reihe zu dem 
nächfifolgenden, wie in der zweiten Reihe das entfprehende Glied 
zu dem folgenden ſich verhält, fo verhält ſich auch in der erften 
Meihe das erfle Glied zu dem letzten, wie in der zweiten Reihe das 
erfte Glied zu dem legten ſich verhält. 


Beweis. Da ! 
A:B=a: 5 ſo iſt ach A:a=B:b 
B:C=b: P s B:b=C:c 
Ä dp Ara=C:c 
C:D=c:d s «ı G:c=-D:d 

| folglih A:ra=D:d 
D:E=»d:e »s » D:d=E:e 
und daher A:a=E:e. 


Eben fo folgt, daß wenn mehrere Größen mit 
eben fo vielen anderen in georbneter Proportion find, 
je zwei Glieder der erften Reihe mit denfelben Glies 
bern ber zweiten Reihe ebenfalls proportionirt.fenn 
müffen. 


Anmerkung. . Die Nichtigkeit bes obigen Satzes läßt ſich 
auch auf folgende Art beweifen: 
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Es iſt A:B=a: 
B:C.b: 
C:D=c: 
D:E=d: 
folgih it ABCD : BCDE = abed: bede (. 10.) 
und daher ABCD x bede = BCDE X abcd $ 2.) 
adfpitaauad AXe=ExXa 
und fi A: BE = a:e (G. 4) 


$. 17, Lehrfag. Sind mehrere Größen A,B,C,D, E, 
mit eben fo vielen andern a,b,c,d,e 
in zerfireuter Proportion, fo daß fih von jenen bie erfte 
Größe zu der zweiten verhält, wie von dieſen die vorleßte zu der 
legten, und bei jenen nun ferner dad Hinterglied zu der nächfifols 
genden Größe, wie bei biefen die vorhergehende Größe zu dem 
Vorbergliede u. f. w., fo find diefe Größen aus dem Gleichen 
proportionirt; es verhält ſich nämlich von jenen die erſte Größe zu 
der legten, wie von biefen die erſte zu der letzten fich verhält. 

Beweis. Es ift nach der en 

A: 


jeher 


B=d: 
B:C=c a 
C:D=b:c 
D:E=a:b 


folglich ift auch ABCD :BCDE = abcd : bede "(10,) 
und babe ABCD x bede = BCDE x abcd ($.2.) 
folglich ft AXe — E a 
und hieraus folgt a: E— a:e (A) 
$. 18. Erklärung. Drei Größen A, B, C find ſtetig 
proportionirt, wenn die erfie zu der zweiten, wie biefe zu ber 
dritten fich verhält, wenn alfo ift 
A:B=B:C | 
und es wird in diefem Falle die zweite Größe B bie mittlere 
Proportionale genannt. 
Mehrere Größen find ſtetig proportionirt, wenn ber Ordnung 
nah jede zu ber nächfifolgenden daſſelbe Verhältnig hat. Iſt alfo 
| A:B=B:C=cC:D 
fo find A, B, C, D vier fletige Proportionalen 
ud fr A:B=B:C—=C:D=D:E 
find A, B, C, D, E fünf fetige Proportionalen ıc. 
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$. 19. Sind drei Zahlengrößen ftetig proportionirt, fo fi 
das Product ber beiden aͤußern dem Quadrate der mittleren gleid. 
Beweid. Da A:B=B:C 
fo folt AxXC=BxXB ($ 2) 
da nın BX I B — B? 
fo it au AXC= AR: 


$. 20. Lehrſatz. Sind drei Größen fletig — ſo 
verhält ſich die erſte zu der dritten, wie das Quadrat ber erſten zu 
dem Quadrate der zweiten fich verhält. 


Beweid. Es iſt A:B=B:C 
und A:B=A:B 
folgid A?:B? = AB: CB ($. 10) 
Danın AB:CB=„A:C 
foit au A:C = A? : BA, 


Anmerkung. Nah ber 10ten Erklärung bes 5ten Buches wird, man 
drei Größen A, B, C ftetig proportionirt find, das Verhältniß ber erfin zur 
britten (A : B) das Zweifache bed Werhältniffes der erſten zus zweiten gi 
nannt, was dadurch bezeichnet wird, daß man fit A: C—= 2 (A :B) 

Da nun, wenn A:B=B:C 

hieraus folgte A: C = AT; B2 
fo folgt, daß 2(A:B) = A? :B%, 

Sinb alfo zwei Größen M und N in bem gweifaden Ver— 
bältniffe gweier gegebenen Größen A und B, fo verhalten fit 
fi wie die Quabrate dieſer Größen. 

Daher ft  M:N = 2 (A: B) 
“eben fo vil ad M: N = A? : B®%, 





$. 21. Eind vier Größen fletig proportionirt, fo verhält fih 
bie erfte zu der vierten, wie bie britte Potenz der erfien zu de 
dritten Potenz der zweiten fich verhält. 


Beweid, Gift A:B=B:C=cC:D 
dp A:B=A:;:B 
A:B=B:cC 
A:B=-cC:D 
folglich au A’: B? = ABC: BCD ($ 10.) 
Danın ABC:BcD=A:D 
ſo iſt A:D=A’;B°. 
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Anmerlun Wenn A:B=-B:C=TC:D 
fo ift nach ber 11ten Erflärumg des 5ten Buches 
A:D=8(A:B) 
da nun A:D = A? : B? 
fo float 8S(A:B) = A®; BP, 
ind alfo zwei Größen M und N in dem breifachen Verhältniffe zweier 
gegebenen Größen A und B, fo verhalten fie ſich wie bie dritten Potenzen dies 
fer Groͤßen. Daher it M:N = 8 (A: B, 
eben fo vielad M:N = A?! :B®, 





$. 22. Erklärung Die Größe A hat zu B ein größeres - 
Derhältniß, ald die Größe C zu D hat, wenn der Erponent des er: 
ſten Berhältniffes Eleiner ift ald der des zweiten. Es ift alfo 
fr B-qAmdD=pC, wenn g <p; 
A:B>cC;D. 


Anmerkung Daß biefe Erklärung eine nothwendige * iſt von der 
7ten Erklaͤrung des 5ten Buches, wonach 
A:B>C:D 
wenn zwei Zahlen m und n von ber Art angegeben werben koͤnnen, beß zwar 
mA > nB, aber nicht mC > nD 
ergiebt fi, wie folgt: 

Da q <p, fo kann man eng F2ö5=p 
und es ift bei biefer Vorausfegung 

ıtrös>g mw qatö<p 

folglich ud a FHDA>gA md arDCc<pE 

dba nun qgA=B ‚und po — D 
ſo iſt qFS)A>B und (4 4* 9 0 D. 

Da ſonach bie vier Größen A, B, C, D in ber Art von einander abs 
hängen, daß wenn man bie erfte und dritte mit (q + 6) und bie zweite und 
vierte mit 1 multiplicirt, zwar ift 

G+HAD>B, eber nicht g F)C>D 
fo folgt nach der Tten Erklärung des 5ten Buhes 
A:B>>cC:D, 

Es it afo A:B>C:D, wenn frB—= gA und D=— pt if 

gqg<Pp 





5. 23. Folgerung. Bon zwei ungleihen Größen A und 
B hat zu einer und derfelben Größe C, die größere A ein größeres 
Verhaͤltniß, als die Hleinere B, und eine und diefelbe Größe D 
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hat zu der kleineren B ein größeres Verhaͤltniß als zu der gri: 
ßeren A. 


Beweit. Da A>B 
ſo iſt acch qgA>gqB 
it ao q4 — 
ſo iſt D >aB 

und daher fir pB = D 

ah pB> gB,afop>a. 

Solglich ift, wenn A> B 
für D= qa und D= pB 


gq<p 
und daher A:D>B: N: ($. 22.) 
welches das erfte war. 
Es ſey ferner A — mD und B = nD' 
ſo iſt, wenn A>B 
ah mD nD 
alſo m > n. 
Da nun Dede 
ſo it D:A<D:B 
und dieſes war das zweite zu Beweiſende. 


XXV. Lehrſatze von den Proportionen. 


Lehrſatz. Wenn da if A:B=C:D 
und A:B=E:F 
ſo iſt ud C:D=E:F. 
Beweis (11.) 
Lehrſatz 184. Sf A:B=C:D 
und A:E=cC:F 
ſo ſolgt B:E=D:F, 
Beweis (16.) und (11. 
Lehrſatz 1855. St A:B=C:D 
und A: E=-F:D 
fo fett B:E=F:c 
Beweis ($. 2.) und ($. 4.) 
Anmerkung. Daß wenn zwei Proportionen die aͤußeren Glieder gleich 
haben, ſo daß das erſte dem erſten und das vierte Glied dem vierten gltich it, 
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die mittleren Glieder ber einen Proportion die mittleren, und bie anbern bie 
äußeren Glieber einer neuen Proportion bilben, läßt “ auf — Art be⸗ 
weiſen: 
Es iſt nach der Vorausſetzung 
A:B=C:D, daher iſt : Am D:C 
und ebenfalls nach ber Voraus ſetzung A:E=F:D 
Folglich find die Größen B, A, E 
mit F,D,G 
in zerſtreuter Proportion (E. 20.) 
ind es iſt daher BEE = F:C (24) 





Lehrfag 186. Wenn A:B=CG:D 
fo ift auch A+B:} A-B=CH+HD: G—D 
Beweis (17.), (18.) und (11.) 
Kehrfag 187. Wem A:B'=C:D‘! 
und A: BY = GC: D“ 
ſo iſt ach A:(B’ + PB") = C :(D’ + D). 
Beweis (16.), (17.) und (18.) | 
Lehrfag 188. St A:B—=GCG:D* 
- und A: B' =— Ci: e D" 
fo folgt Fr A:ı (BF _-B)=c:(' _— v 
Beweis (16.), (11.) und (17,) 
kehrfag 189. Wenn A:B’=-CG:D‘ 
und -A:B” 0: D" a 
fo folgt A: (mB’ + nB) =C:(mD’ — nd, 
Beweis (15.) und (Lhrf. 187) - 
kehrſatz 190. St A:B=CGıD‘ 
und A : B" — = D" 
ſo it ah A:(mB' — nBY)=G;(mD' + nD“), / 
Beweis 115.) und Ehrſ. — x 


Lehrfag 191. Sf A,:B= C':D 
/ArBe C":D“ 
A:B= Cu: pw 


fo it au A ı B = (C’ +0" + GWiD'+D"+D) 
Bemeis (22.) und (11) 
Lehrſatz 192, Wenn die Proportion ſtatt findet 
At mB : — C: D 
fo ift auch B= mC = m: —J 


Beweis ($, 4.) Bi 
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Lehrſatz 193. HM 400 
fo iſt auch 

und eben ſo 


Beweis ($. 4.) 


Lehrſatz 194. St A:B=C: 
und auch A":B= C":D 
und ee it A">A, ſo iſt auch C"> C 
fr Ho A iſt auch Cr=Cı 
und für A C Ar — C C.. 
Beweis (8.), (13.) und (10.) 


Lehrfas 195. Wenn in der Proportiin A:B=C:D 
die drei Glieder A, B und O verfchiedene Werthe haben, fo dai 
keins derfelben dem andern gleich ift, fo kann ber Werth des vierten 
Stüdes weder bem von B noch dem von C gleich feyn. 

Beweis folgt indirect aus (9). 


Lehrſatz 196. Sind in ber :Proportion A:B=C:D 
drei Glieder ihrem Werthe nach verfchieden, fo daß Feind dem an 
dern gleich ift, p kann nicht feyn 

A+D=B+C, 
Beweis (25.) 

Lehrfag 19. StA:B-=C:D, und ift A verſchieden 

von B und C, zo kann weder feyn I 
A+B=C+D,nhAFC=B-+D. 
Beweis (14.) 


Lehrfag 198. Wenn A:B=C:D, und e if 
A>C, ſo iſt ach AxXxB>CxD 
A=C > a A B=-CXx<D 
A<C » :' AxB<CxD. 

Beweis (14.) 

Lehrſatz 199. Sind bie vier Größen A, B, C, D ihrem 
Werthe nach verfchieden, und ift die Summe zweier derfelben der 
Summe der beiden übrigen gleich, fo Fönnen diefe Größen feine 
Proportion bilden. 

Beweis (Lhrf, 196.) und (Ehrf. 197.) 


) 
’ 
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Lehrfag 200. Sind drei Größen fletig proportionirt, iſt 
adfoA:B—=B:C, fo iſt die Summe ber beiben äußeren Glies 
der größer ald bad zweifache mittlere Glied, es iſt alfo 

A+rC>2B, 
Beweis (25.) 





XXVL Sortfegung bes Aufgaben. 


5. 29 
Aufgaben von ben Proportionen. 


Aufgabe 469. Das Berhälniß von A : B, und auch das 
von A : C ift in Bahlen gegeben; es fol hieraus beſtimmt werben, 
wie B zu C ſich verhält. 

Auflöfungg SHA:B=em:n mwdA:G=pig 
fohpt mn B:A=n:m 

md A:C=p: 
daher AB: AGC=np:img (($. 10.) 
Danın AB: AC=B:C 
pit ad B:CG=np:mg. 
Beifpie. Wenn A:B=3:5 
nd A:GCG=4:7 
fo folgt ER — 3.7 


Aufgabe 470. Das — von A B und auch das 
von C : B iſt gegeben; es ſoll hieraus gefunden werben, wie A 
zu C fich verhält. 

Auflöfung St A:B-m:n 
und G:B=p:gq 
fo folgt hieraus A:G = mg ;.np. 

Aufgabe 471. Man kennt das Verhältnig von A : B und 
au dad von B: C; es fol hieraus beſtimmt werden, wie A zu 
C ſich verhält. 

Auflöfung St A:B=-m:n 

w B:C=p:q 


fo folgt A: — ——— ng. 
30 #- 
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—— MH A:B=4:5 
* und B:C= 2:30 3° 
fo fg A:C=8: 3:1 

Aufgabe 472. Es if in Zahlen gegeben, wie die Größen 
A und B, und wie B und C zu einander fich verhalten; man fol 
drei Zahlen finden, die mit A, B, C in geordneter Proportion find. 

Analyfi. Es ſey A:B=m:n 

und B:C= | 
ſo iſt ach A:B=mp:np (15. 
und B:C= np:ngq 

und ed iſt daher A:B ; C 


[1 mp np: nq 
folglich find bie Bahn mp, np undng 
—mit A, B, G 


in georbneter Proportion. 
Beiſpiel. & ſy A:B=3:4 
und B:C=5:6 
fo flgt A: B: * 
—3.5: 4. 5: 4.6 
15: 20: 25. 

Aufgabe 473. Es iſt in Zahlen das Verhaͤltniß gegeben 
von A: B, bad von B: C, von O: D und von D: E; es ſob 
len aus dieſen Verhaͤltniſſen Zahlen abgeleitet werben, die mit den 
Größen A,B, C, D, E in georbneter Proportion find, 

Analyſis. Es ſey A:B=a:hb 

: &C — bearc 
C:D=e«e:d 
J und D:E='d':e 
ſo iſt auch | 
A:Bw=a'.b/c’d':b.bic'd’ (15.) 
B:G=b!: bed! :c. bed‘ ⸗ 
C:Ded.bed:d.bced' ⸗ 

mb D: E—d. bed e baed ⸗ 

Da nun bier dad Hinterglied eines jeden Verhaͤltniſſes dem 
Vordergliede des folgenden gleich iſt, alfo 

‚bed = bt, bed = bbicd! 
ec.bed=-c, bed’ = becid': 
* d.bed = d ‚bed = bedd‘ 


fo folgt, daß auch if :  : 7 u 
ab’c'd’ : bblotd! : bectd! Übedd’ : bede.: ©... : > 
= .'Ä 2 B C D E —233322 
es ſind alſo die gefundenen Zahlen, mit ben — Sröfen ger 
net, proportionirt. ze Kon 
Aufloͤſung. Sf die Abh aͤngigkeit — Größen: A, B, —3B 
in der Art gegeben, daß man dad Verhaͤltniß einer jeden zu’ einer 
der folgenden kennt, fo lafien ſich hieraus Zahlen, die mit dieſen 
Größen in georbneter'-Proportion find, dadurch finden," daß man 
das Pröduct aller Vorderglieder der -in'Zahlen gegebenen Verhaͤlt⸗ 
nifie als die der A homologe Zahl annimmt. Wird hierauf. in die⸗ 
fem Product das Vorderglied des Verhältniffes A: B mit dem 
Hintergliede dieſes Verhaͤltniſſes vertauſcht, ſo erhält man bie ber B 
bomologe Zahl, aus welcher 'nun die der C homologe Zahl auf 
gleiche Weife abgeleitet werben kann u. f. f. 
Beifpie. Es ſey A:B= 4:5 
B . 


G:D='4:83 .®*.. 
und D: E | —— 7 ° 5 b Ne 
Nimmt man nun ’ 


ald der Al homolog die Zahl 4.3.4.7 
fo iſt = 03 =: 5.3.4:7=-5.3.4.:7° 
a a, 5.,.5:2.:.17=-5.59.4.7' 
5 . 053 .::5.9.83.7-5.5.3.7 
IE IT FT 
Zotrc ie A: B C : D "EB 


= (4.3.47): 6. 3.4: N:(.5.4 N: 5.3. 2: 6. 5.3. 5) 
== 336.: . ' 420: — 700 1526 :.. Bi.) 
Zufag. Sind mehrere Größen A, B,C,D, E 
mit eben fo vielen anderen: a, b,:c, d, e 
in georbneter Proportion, fo ſtehen je zwei Größen ber erſten Reihe 
mit benfelben Größen der zweiten Reihe in gleichem er. & x 
und es ift alſo, wenn A: Brom ar: b .,,. 
> ir 70 ı VO 


Ds e:d 
»E=d:e 7 
auch ee B:D=b:d 
A:D=ar:d: -B:E=b:e 
A:kEmaie: -DiE=d:e 
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Iſt alfo die Abhängigkeit mehrerer Größen von 
einanber dadurch beftimmt, daß man das Verbältnif 
von jeder zu irgend einer der folgenden Fennt, fo laſ— 
fen ſich hieraus die gemeinfchaftliden Verhältnißzah 
len diefer Größen ableiten, durch welche beflimmt if, 
wiejebe berfelben zu jeder ber übrigen ſich verhält. 

‚Einige Anwendungen biervon enthalten die nächfifolgenden 
— 

Aufgabe 474. Eine Summe ſoll unter vier Perſonen ver: 
theiit-merden, fo daß, wenn-A 8 M. erhält, B deren 4 befümmt ; 
fo oft-B 5 AP. erhält, fol C deren 3 befommen, und wenn C 
5 „AB befömmt, erhält D deren 7. Wie verhält ſich daher ber An 
theil eines jeden zu dem Antheile jedes ber Uebrigen? 

Auflöfun De .A:B_ 3:4 

‚B:C=5:3 
€:D»5:7 
fo ift, wenn man nimmt 


die ber A nn Zahl 8.5.5 
B em 4.5.5-=-4.5.5 
C 5 ss =4,3.5=-4,3.5 
D 8 ‚=4.3,.7 
und es ift daher A rır,B; : C * D 
= (3.5.5): 4.6.5): a. 3. 5): (4.3.7) 
- 75 Ba Be ı | N 60 ,: 84. 


& oft alfo A m erhält, bekoͤmmt B 100 M., c 60F. 
und D 84 M. 


Aufgabe 475: Ein Grundſtuc ſoll in fünf Theile A,B, 
c, D,.E E geteilt Werben, ſo daß fih verhält ber — 
— Bes 2:3. 
:C = 4: 5 
+ D=3:2_ 
- und DvEo 5: 3 
nach welchem Verhaͤltniſſe iſt daſſelbe baher zu theilen. 
Aufloͤſung. Wird ze 
bie der A homologe Zähl = 2.4. 
‚fo ift die der B ‘en 
& —— 
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und daher * | 
B : G-.:8 D: E 


Be (3.4.3.5): (3.5.3.5): (3.5.2.5):(9.5.2.3) 
= 120°: 180° : 225 : 150 : 90 
und es ift daher auch, wenn man ben gemeinſchaftlichen Bactor aller 
diefer — — 15 aushebt | 
A :C : D: .’E 
Ze 15 :15.10 ::15.6 
= 88 2 2: 33 : DD: 6 
Aufgabe 476. Eine Linie foll in 6 Theile getheilt werben, 
fo daß fich verhält der 1fte Theil zu dem 2ten, wie 4 : 3, der 2te 
zu dem äten, wie 5 : 6, der Ste zu dem Aten, wie 8 : 5, ber Ate 
zu dem Sten, wie 9 : 7, und der Ste zu bem Öten, wie 6 : 7. 
Nah welchem VBerhältniffe muß daher die Linie getheilt werben ? 
Auflöfung Es muß ſich verhalten 
der Ebel 1 : II: Il x IV: Vo: vi 
wie 450 : 360 : 432 : 270 : 210 : 245. 
Aufgabe 477. Eine Zahl fol in 5 Theile A, B, C,D, E 
getheilt rn, daß ſich verhaͤlt 


A:B=3:4 
B:C=5:6 
A:D=8:3 
md B: E=4:5 


Nach welchem Verhältnig muß biefe Zahl getheilt werben? 

Auflöfung. Wenn gleih bier nicht, wie bei der vorigen 
Aufgabe, das Verhältniß eines jeden Theild zu dem nächftfolgenden 
gegeben ift, fondern nur das Verhältniß eines Theild zu irgend "einem 
der folgenden, 3. B..von A :,D flatt GC : D, und von B.: E flott 
von D: E, fo laſſen ſich doch bie gemeinſchafilichen Verhaͤltniß⸗ 
zahlen nach denſelben Regeln, wie DR: den ee a ab: 
leiten. Es ift alfo i 


fr A—=3.5.8.4 a 

D —=4.5.83.4 7C=2%.0.8.4 

« A=3.5.8.4:: D=3,5.3.4 

3 B=4.5.8.4 2 E=4.5.8.5 
und hieraus folgte 0. 

A’: Bi’2.n.G : D .: E 
en —— 
= 451203 4.160 s . 192 :. 4.48%: +4 .200 


= 120 : 160: : — 45) \ 200. 
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Aufgabe 478. Eine Summe ſoll unter 6 Perfonen fo ver⸗ 
theilt werben, daß ſich —* der Antheil von 


md D : F626 
nach welchem a ne Berhältnig muß biefe Summe babe 
getheilt werben ? 
Auflhoͤſung. Es muß bie Summe fo getheilt. werben, daß 
ich ver | | 
ne - ı C: D: E; F 
== 60:72 3 45 : 45 : 40 : 54, 


Anmerkung. Mehrere bierher gehörige Aufgaben findet man in Unger’ 
arithmetiſchen ae er Erfurt 1882. Seite 92 u. f. 





Aufgabe 479. Das Berpättniß zweier Zahlen ift durch 
Brüche ausgebrüdtz man Toll ein gleiches a. in moͤglichſt 
Fleinften ganzen Zahlen angeben. 

Auflöfung DaAıBe= mA: mB- 15.) 
fo wird das Verhältnig nicht geändert, wenn man beide Glieder 
deſſelben mit einem und dentfelben Factor multiplicirt, Wählt man 
nun die Zahl m, fo daß fie die Nenner der beiden Größen A und 
B als Factoren enthält, fo werden mA und mB ganze Zahlen, 
und es laſſen fi ch bieraus die möglich Hleinften ganzen Zahlen ab: 
leiten, wenn man fie durch ihren ‚größten gemeinſchaftlichen Factot 
t eilt. 

3. B. Es foll das Verhaͤltniß von 93 zu 153 in moͤglichſ 
kleinſten ganzen Zahlen angegeben werden "in 


Big: 4,0, \ 


6 
und m. 8 und 6 Factoren der 24 find, fo feßt man 
ge ze, 


= 35.75:4,95 
t = 3.5..1544.5»19 
‚ae. 93: 153 5:55,76 
und weil 5. 49% 5.76 & 45 ı 76 
= 0 7 "94-15 155 = = 45:76. . | - * 
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Aufgabe 480. Zu drei gegebenen Sahlengrößen fol die 
vierte Proportionale gefunden werben. 

Auflöfung. Sind der Ordnung nad bie drei gegebenen 
Glieder a,b, c, und fegt man das —— vierte Glied = z, ſo 
iſt für | 
:b=c: x | 
N ax = be Ic nad Nr. 2% 
| und x = * 

3. B. Sol zu ben drei Zahlen 54, 8% und 27 bie Ate Pro: 
portionale gefunden werben, fo ift für 

‚"B:8.2=27:x 
85x27 _ 300 _ 
F 5 AI.T = | 

Aufgabe 481. Zu zwei — Zahlen ſoll die dritte 
Proportionale gefunden werden. 

Aufloͤſung. Sind a und b bie gegebenen Zahlen, und iſt 
x bie geſuchte, und fol fyn 

| arb=b:x 
fo it ax — b? ($. 2.) 
2 


und daher x =. 


Die dritte Proportipnale wird alfo gefunden, wenn man bas 
Quadrat des mittleren Gliedes durch das erſte Glieb theilt. 

3. B. wehrt das erſte Glied‘— 5 und bas mittlere Glied 
* 8 iſt, fo wird die dritte Proportionale 


se 64 
— — —— a 1 : 
rg 5 * 


Aufgabe 482, Zwiſchen zwei gegebenen Zahlen fol die 
mittlere. Proportionale gefunden. werben. 

Auflöfung. Sind a und c die gegebenen Sehen, wö rn 
x bie mittlere Proportionale zwifchen beiden feyn, fo iſt 

ar xex,c 
a 2 =ac (2) 
und baher x = Vac 

bie mittlere Proportionale ift alfo die BR aus Dem Pio- 
ducte ber gegebenen äußeren Glieber - Ä 





= 
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3.8. Soll die mittlere Proportionale x gefunden werden 

zwifchen ben Zahlen 8 und 18, fo findet man 
x VY8,.13 =. Y’14 = 12," 

Bufag. - Die mittlere Proportlonale laͤt ſich nur in dem Falle arithme— 
tiſch genau angeben, wenn das Product ber gegebenen aͤußeren Glieder tin 
Quadrat ift. Iſt biefes Probuct kein Quadrat, fo kann man für bie mittlere 
Proportionale nur eihen Räherungswerth dadurch finden, daß man die Quadrat, 
wurzel auf einige Decimalftellen genau aufſucht. So tft 4. B. bie mittkr 
Proportionale zwiſchen 12 und 18 = Y'12'. 18 = Y’216 = 14,697. 


€ 





Aufgabe 483. Das Verhältnig zweier Größen ift gegeben 
und bie Summe berfelben; man fol hieraus bie Größen ſelbſt 
finden. 
Analyfis. Sollen bie, gefuchten Größen x und y fi ver⸗ 
halten wie m.: n, fo ift 
minex:y 
und daher mn: n =ıty:y (18) 

‚ Da nunm und n, alfo auch m -+ n gegeben iſt, und aufer: 
dem auch die Summe x + y ber gefuchten ge fo find von 
der Proportion 

m+n:nox + y: | 

die drei erſten Glieder gegeben, und ed kann alfo das Ate Glied 
gefunden werden, weldes bie eine der beiden unbekannten Größen 
ift, durch welche alsdann auch die andere fich finden läßt. 

Auflöfung. Zu der Summe der zwei gegebenen Verhaͤlt⸗ 
nißzahlen, der zweiten dieſer Zahlen und der gegebenen Summe 
der unbekannten Zahlen ſuche man die vierte Proportionale, fo ik 
biefe die zweite des. beiden unbekannten Größen, und zieht man die 
felbe von der Summe beider ab, fo wird die erfte erhalten. 

Beifpiel. Zwei Zahlen, deren Summe = 20 iſt, verhalten 
fi) zu einander, wie 3 : 55 wie groß ift jede er Bahlen? 
Hier fol fon 3: Sexiy io 

und daher 3 +5: Sexr+tyıy 
ad 8:5=-20:y- 


fg iR y-TTmı., 


und daher x = 20 — 1, = MH | 
die gefuchten Zahlen find alfo 7X und 124. 
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Aufgabe-48% Das Verhaͤltniß zweier Größen iſt gegeben 

und die Differenz derſelben; man ſoll hieraus dieſe Groͤßen finden. 
Analyfis Sollen die geſuchten ia x und y wie m 
un * nah fit | 
+’ mexiy. a 





und daher m—-nın=x2— y:y. | 
Da num bie Differenz; x — y gegeben iſt, und auch m m und 
n, fo kann y gefunden werben, und hierdurch auh x. 
Aufiöfung. Zu ber Differenz ber. gegebenen Verhältnig: 
jahlen, der zweiten biefer Zahlen und ber gegebenen Differenz ber 
beiden ımbefannten Größen ſuche man bie vierte Proportionafe, fo 
if diefe die zweite unbekannte Größe, und es witd hieraus bie erſte 
gefunden, wenn man zu berfelben bie Differenz beider. additt. 
Beifpiel. Zwei Zahlen, deren Differenz 15 beträgt, ver 
halten fi) zu einander, wie 5 zu 35 wie groß iſt jede biefer 
Zahlen ? 
Hier fol fun b:3exıy 
ud daher 5 — 3:8 xy: 
alſo 2:3= 15:y 
folglich iſt 1 15 = Sm: 
und daher en | 








Anmerkung. Bei biefer Auflöfüng wird’ bie größte ber beiden gegebenen 
Berhäitnißgahlen als bas erfte Glied des Verhaͤltniſſes angenommen. 





Aufgabe 485. Die Summe breier Größen iſt gegeben und 
brei Zahlen, mit denen fie georbnet proportionirt ſind; es ſollen die 
Größen gefunden werden. 

Analyfis. Sind die brei gefuchten Größen &, 6, Y, ihre 
gegebene Summe alfo a + B + y, und find bie gegebenen Vers 
hältnißzahlen a, b, c, fo iſt 

da a, b, c — 
mit: @, 7 geordnet * ſeyn * | 
:b=e:ß dpuhbara=b:ß 
— b36260: 
und daher a: « — bay— 


- m — 


wi auch — — + u — *)a 
Kerr . 
, =c6c:9- (12) 

Nun find. a, a c, al * “a + c) amd, * Summe 
(e+B+y) gegeben, folglich koͤnnen die Größen «,' ß und y 
gefunden werden. 

Auflöfung. ‚Die — der drei gegebenen Verhaͤltuiß⸗ 
zahlen verhaͤlt ſich zu der gegebenen Summe der brei gefuchten 
Größen, wie jebe der ‚gegebenen Verhältnißzahlen befonbers, zu ber 
ihr homologen unbefannten Größe fih verhält, 

Beiſ piel, Man fol die Zahl 160 in.3 Theile theilen, die 
fi verhalten wie 7, 8 und 10; wie groß iſt ieber — 


——— 


c7:a | 
3 :10.=28:B 
10:9 
und ai 25 : 160 = 5 : 32, fo ift auch 
“— X 
10: 
und ed ift daher = = * 7 = 44: 
3 test 
| 32.10 . 
nr —— A 0 
— 
und « *6 *9 = 160 


wie ed ſeyn muß. — 


Zzuf atz. Durch ein n gleiches Verfahren Fan eine e gegebene Zehi aud ü 
— als drei Theile nach gegebenen Verhoͤltniſſen getheilt werden. 


. 
% ‚> ı 


Aufgabe 486. Die Zahl 240 ſoll in * Theile getheilt 
werden, die ſich zu einander verhalten wie die Zahlen 8, 9, 19, 
20 und 25.. | 

Auflöfung. Da 84 9 +13 +20 +3 - 75 

und 75:240 = 15.5:15.16 = 5: 16, fo iſt 


und es ift daher = = — — 263 
— — | nee AR, 
en Te 
16:25 99 


md.e+ßtrYFöre= 230 
wie es feyn muß. | 
Anmerfung. Mehrere Anwendungen hiervon "findet man in dem Sten 
Wſchnitte von Unger's arithmetifchen Unterhaltungen, Erfurt 1832, 
—— 
Aufgabe 487. Von einer geometriſchen Proportion iſt ges 
geben die Summe des erſten und zweiten Gliedes, die Summe 


des erften und dritten, und bie Summe des dritten und vierten 


Gliedes; es follen hieraus die einzelnen Glieder gefunden werben. 

Analyfis. Sind a, b, c und d- die gefuchten 4 Größen, 
fo if gegeben a ++ b, a+cmbc-+d, und es ſoll ſeyn — 

a:b=c:d 
ddr a zapbec:ıcHrd ( 7) 
alſo auh a:zc=a+rb: c4d(646. 

Nun find a b und c + d gegeben, alſo au dad Ber: 
hältnig derfelben, und daher auch dad Verhältniß von a : c,' und 
da num a + c ebenfall gegeben ift, fo Fünnen a und c gefunden 
werden (Aufg. 483.), und hierdurch auch b und d. 

Beifpiel. Bon einer geometrifhen Proportiön iſt 
die Summe des erften und zweiten Gliedes a+b = 22 

Pr ⸗ ⸗ s dritten ⸗ a+c=-23 

s ⸗dritten und vierten > c+d- 55 
wie groß iſt jedes diefer Glieber? 


Da a:c=a+b:c+d 
ſo it a:c= 2 :5 
e 2 5 
daher a: ac = 2 : 7 


und will ac = 28 
a:2383 = 2:7 
folglih iſt a = = us | 
Damm a+b=- 2, fl b=-2— 8-14 
at+co 23 ⸗ =-23— 8-20 
bie vier gefuchten Größen find alfo 8, 14, 20 und 35: 


Aufgabe 488. Don einer geometrifchen Proportion a: b 
— c:d fennt man die Summe ded erften und zweiten Gliebes, 
die Summe des britten und vierten Gliedes und die Differenz des 
erften und britten; es follen bie Glieder diefer Proportion gefunden 
werben. 
 Begebenarb,cHdunda— c 


Aufgabe 489. Von einer geometrifchen Proportion iſt ge: 
geben die Summe bes erften und zweiten Glieded, die Summe des 
zweiten und dritten, und bie des dritten und vierten; es follen die 
einzelnen Glieder gefunden werben. 

Gegebena+b,b+rcemc+d. 

Analyfis. E&ift a:b=cıd 

daher a:a+ b=c:c+d, 
und a:c=a+b:c+d 
folglich ift das Verhältnig von a : c gegeben. Nun ift aber auch 
gegeben a + b und b + c, alfo die Differenz beider = a + b 
— (b+c)=a- c; e5. können alfo a und c gefunden wer 
ben (Aufg. 484.), und hierdurch auch b und d. 
Beifpiel. Bon einer geometrifhen Proportion ift 
die Summe des erften und zweiten Glide a + b = 28 
s 3 zweiten =» Britten s b+c= 18 
E e dritten = vierten =: c+d= 12. 
Wie groß iſt jedes Glied diefer Proportion? 
Da a+b — 28 
fit a—-c-10 


— 49 — 


Ani a:c=-ar+rb:cH+d 
= 25 27:3 
folglih ft a:a— c=“7:4 

alfo a: 10 — 7:4 

und daher a = — 17%. 

Dannatrb= 28 ſo iſt b= 28 — 17, = 105 
b+c= 18 e=-18— 1, - 7 
c+d=e12 di-2- nn 4 

die vier gefuchten Größen find alfo 45, 75, 105 und 175. 


Aufgabe 490. Bon den vier Größen einer geometrifchen 
Proportion ift gegeben die Summe des erften und zweiten Bliedes, 
die Differenz bed zweiten und britten, und die Summe bed dritten 
und vierten; es follen hieraus bie Glieder der Proportion gefunden 
werben. 

Gegebena+rb,b — cundc +d. 


Aufgabe 491. Das Product zweier Größen und ihre 
Summe ift gegeben; man fol die Größen hieraus berechnen. 


Analyfis. Sind bie beiden Größen x und y, fo fennt man 
x + y» und baber auch dad Quadrat ber Summe — (x + y)?, 
und da bad Product xy gegeben ift, fo ift auch dad vierfache Pros 
duct gegeben — 4 xy, folglid) kennt man (x +y)? — 4 ıy. 
Nun ift aber 

x+y?—4xy=(x—y? (1.8) 

alfo ift (x — y)? und alfo auch x — y gegeben, aber auch x-+y 
ift gegeben, folglidy kennt man von den beiden Größen ihre Summe 


und ihre Differenz, wodurch die Größen felbft beftimmt find. 
(Seite 196.) 


Auflöfung Bon dem Quadrate ber Summe beider Groͤ⸗ 
Ben ziehe man ihr vierfaches Product ab und ziehe aus dem Refte 
die Quabratwurzel, fo giebt diefe die Differenz der beiden Größen. 
Addirt man dieſe Differenz zu ihree Summe und nimmt hiervon 
die Hälfte, fo erhält man die größere, und wird die Differenz bon 
der Summe abgezogen und die Hälfte genommen, fo befömmt man 
die kleinere der beiden gefuchten Größen. 


Beifpiel. Die Summe zweier Größen ift 32 und. ihr Pros 
dust 240; es follen diefe Größen gefunden werden. 


_ 180 — 


Werben die beiden Größen mit x und y bezeichnet, fo ift 
x+y= 32, +y)®? = 322 „— 1024 
xy — 240 ⸗ 4Axy— 4.240 = 960. 
Es iſt alfo 2 +2 xy + y? = 1024 
und 4 xy 960 
abgezogen bleibt x — 2xy+y?—= 64 
nämlih es it (x — „= 64 
und daher x— y= 98. 
Hiernach ift nun 








ty = 32 xt+y= 3 
md x -y- 8 x — 5 — 8 
additt 2x = 40 abgezogen 2y = 24 
folgih it x = 20 und 12 12. 


Aufgabe 492. Die Differenz zweier Größen und ihr Pro: 
duct ift gegeben; man fol bie Größen hieraus berechnen. 

Auflöfung. Addirt man zu dem Quadrate der Differenz 
das vierfache Product der Größen, fo erhält man das Quadrat 
ihree Summe, wodurch alfo die Summe der Größen gegeben iſt, 
und da num auch ihre Differenz gegeben ift, fo find die Größen 
felbft gegeben. 

- Aufgabe 493. Bon einer — Proportion iſ jedes 
der beiden aͤußeren Glieder und die Summe der beiden mittleren 
Glieder gegeben; man fon Besen bie —— Glieder in der Pro⸗ 
portion berechnen. 

Gegeben a, dımd’b+F c 

Analyſ is. Die Vroportion iſt 

 tacrboc:d 
und daher bc = ad. 

Da nun a und d gegeben ift, fo ift ad gegeben, und folglid 
auch bc, aber auch b + c ift gegeben, folglich Fennt man die 
Summe ber beiden mittleren Glieder = b + c, und ihr Product 
be = ad, woburd b und c nad ber Anleitung Aufgabe 491. 
gefunden werben. 


Beifpiel.‘ Die beiden dußeren Glieder einer geometrifchen 
Proportion find 7 und 20, und die Summe der mittleren ift 255; 
ed fol die Proportion angegeben werben. 

Sind die beiden mittlexen Glieder b und c, fo iſt b+c= 255 


— 4 — 
und 7:b =c:% 





und daher be—=7.% — 140. 
—— 5182 
Da ſonach bc = 255, fo iſt (b 4) = (7) 


afo Br 2 bc + c? = 650% 





alfo abgezogen b? — 2bc-+ 905 


und daher ift (b — c)? — T 








folglich b—c= v = — 


Es iſt alſo — 
und b—c= 95 


daher 2b = 35 ad b — 175 
und 2c ==16 3 ec 8 
die gefuchte Proportion ift folglich 
7:173 = 8: %. 

Aufgabe 494. Von einer geometrifhen Proportion ift jedes 
ber beiden äußeren und die Differenz der mittleren Glieder gegeben; 
ed foll hieraus die Proyortion gefunden werden. 

Gegeben a, d und b — c. 

Auflöfung. Dieſe hängt eben fo von ber Aufg. 492. ab, 
wie die Aufloͤſung der vorigen Aufgabe von der Aufg. 491. 


Aufgabe 495. Von einer geometrifchen Proportion iſt ges 
geben die Summe des erften und zweiten, die Summe des erfien 
und dritten, und die Summe des erfien und vierten Gliedes; «8 
jollen die Glieder dieſer Proportion hieraus gefunden werben. 

Gegebena-+ b, atc,a+d. 

Analyfis. Da a:bec:d 


btagarb:a— be c+Hd:ic—d... A 
Da nun gegeben ft ac. 
und amd 


ſo iſt auch gegeben (a +)-aA+rd=e—d 
aber auch a + b ift gegeben, folglich fennt man .von ber Propors 
tom A die äußeren Glieder a + b:und.c.— d. 

31 




















! 
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Ferner iſt gegeben a + d 
und a+b 
alfo auch @+d)—- a +bed—b 
ed ift aber auch gegeben a + c 
dp a$c+d—b 
=(a—b)+(c+d) 
und biefes ift die Summe der mittleren Glieber von ber Proportien 
A, Hierdurch koͤnnen mun die Glieder diefer Proportion gefunden 
werben (Aufg. 493.), wodurch alsdann auch die — a,b, 
und d beftimmt find. 
Beifpiel. Don einer Proportion ift 
die Summe’ bed iften und 2ten Gliedes a-b= 32 


E » öten ⸗ a+c=345 

P s Aten ⸗ a 4d — 35 
ed ſollen die Glieber dieſer Proportion gefunden werden. 
Da a é0 — 45 a+d=- 35 
a+de 355 a+be 32 


| und ac 45 
afo (a —b) +(c+d) = 48, 
Nun iſt arb:a— beac+d:c—d 
alfo auch) 322 :a—b=cH+d: 10 
folglich ift von dieſer Proportion 

dad Product der mittleren Glieber 32 . 10 = 320 
und ihre Summe = (a — bh) + cc +d)= # 
das Quadrat der Summe ift daher 48? = 2304 
und das vierfahe Product — 4 . 320 = 12% 
baher das Quadrat der Differenz = 1024 
bie Differenz der Glieder ift daher = 1024 = 32 
da fonach die Summe der mittleren Blieder = 33 
und ihre Differenz = 32 


fo iſt das größere Glied c+d= — - 9 





und das feine a — b = 2 = 8, 
& it ao a+hb — 32 c+d=-% 
a—b=- 8 ce —d = 10 
daher 2a — 40 2c= 50 


2b 24 2d=30 
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folglich a = 20 = 25 
und b = 12 und d= 15 
und daher ift die gefuchte Proportion 
20 : 12 = 25 : 19. 


Aufgabe 496. Bon einer geometrifchen Proportion weiß 
man, um wieviel jedes der drei übrigen Glieder berfelben größer 
ald das erfte ift; es follen die Glieder der Proportion hieraus ges 
funden werben. 

Gegebenb — a; e — a und d — a— 

Analyſis. Da a:b=c:d 

pfft' a:b—a=c:d— ec 
und daher a: c—=b—a:d— c. 

Nun it b — a gegeben und auch d — c, weldes erhalten 
wird, wenn. man c — a von d — a abzieht, folglic kennt man 
das Verbältniß von a : c, aber auch die Differenz diefer Glieder 
it gegeben — c — a, und bäher die Größen a und c (Auf 
gabe 484.), und hierdurch find auch * beiden uͤbrigen Glieder b 
und d beſtimmt. 

Beiſpiel. Es iſt b — a — n, e— a — 3 un 
d-a= 15. 

2, wenn man a von d abzieht 15 

5 . 3 sc * 3 bleibt, 
ſo iſt um 15 — 3 = 12 größer als c, und es iſt alfo d — 
c= 12, 
Au aıb=mc:d 


folgt a:b— a—=c:d —c 

alſo auh a:c—=b—aıd -—e 
und ed it ao a: c— 7:12 
== 15 : 24 


oder 2: · — 5:8 
daher ft 51: — — 5: 3 
do 11383 == 5:3 


folglich ft a — — — 58, 


Da nun b — am 7, ſo iſt b— 7 +5 = 1% 
c — — 3  c—= 3 +58 
d — a — 15 » d=15 +97 20 
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und die gefuchte Proportion ift daher , 
5:121—=8:%. 

Aufgabe 497. Man kennt von einer geometrifchen Propor: 
tion die Summe des erften und zweiten, und die Summe bes erfien 
und dritten Gliedes, und ed ift außerdem das vierte Glied gegeben; 
man foll die drei übrigen Glieder finden. 

Gegeben arb,a+ cund.d. 
Analyfid. a: b —c:d 


alſo auch arb:b=c+d:d. 
Don dieſer Proportion find die aͤußeren Glieder a + b und 
d gegeben. Da nun c + a und b + a gegeben ift, fo kennt 
man auch die Differenz dieſer Summen — (c + a) — (b +3) 
—c—b 


- 


aber auh d iſt gegeben 


fi cHd—b 

welches die Differenz der mittleren Glieder der gefundenen Propor: 

tion ift, und ed koͤnnen dieſe Glieder daher gefunden werden (Aui: 

gabe 494.), wodurch die gefuchten Größen beftimmt find. 
Beifpil. & it ab - 0%, a+rc—= 7 wm 

d — 49, 





Da a:ıb—c:d 


ſo it arb:b=c+d:d 
dp 20: — 44: 49. 
Von dieſer Proportion iſt daher das Product der mittleren 
Glieder — 20 . 49 — 980. 
Da a+c—% 
nd a+b—= % 


fpfftc—b= 7 
und  d — 49 





folglich (c + d) — b —= 56. 
Die Differenz der mittleren Glieder ber gefundenen Proportion 
ift alfo 56. | 
Daher ift dad Quadrat der Differenz; — 56? — 3136 
und das vierfache Product.— 4 . 980 — 3920 
folglich ift das Quadrat. der Summe — 7056 
‚ bie. Summe der mittleren Glieder ift daher = 7056 — 84. 
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Hiernach iſt (C++ d) + b— 84 
und (c+d) — b = 56 


alfo 2 (c + d) — 140 
2b — 3° 


folglih c + d— 70 ww b=14 

aber d — 49 md arb— 20 

folglich iſt e — 2 a = 6 
und bie gefuchte Proportion 
6:14 — 21 : 49. 


Aufgabe 498. Bon einer geometrifchen Proportion iſt ger 
geben die Differenz des erften und zweiten Gliedes, die Differenz 
des erſten umd dritten, und außerdem auch dad vierte Glied; es 
follen die einzelnen Glieder dieſer Proportion befanden werben. 

Gegebena— b, a— c und d. 

Auflöfung. Diefe ift nicht wefentlich verfchieden von ber 
Auflöfung der vorigen Aufgabe. 


Aufgabe 499. Bon einer geometrifchen Proportion Fennt 
man dad Verhaͤltniß des erften Gliedes zu dem zweiten, und es ift 
außerdem ſowohl die Summe der dußeren, als die der mittleren 
Glieder gegeben; man fol hieraus bie einzelnen Glieder der Pro: 
portion finden. 

Gegebena:b, a+ d und b+o 

Analyfis. Iſt das Verhaͤltniß der beiden erften Glieder, 
und alfo auch das der beiden legten = m : n, ſo hat 

a:b=m:n 
und c:d=m:n 


folglich ft am=b:n (16) 
und e:m=-d:n 


ud daher arc:m—=b-+ din (24) 


alſo auch atre:b+rd=min 
und hieraus folgt 
(a+c): PETE De n+n 
Nun it a + dund c + b gegeben, alfo auch ihre Summe 
=-a+c+b-+ d, und auch m und n find gegeben, folglich 
kennt man von ber Iegteren Proportion bie drei Glieder (a’+ c 
+b+d), mund m + n, und daher auh-a + c. Aus biefer 


— 186 — 


x 
Summe nun und aud ben gegebenen Summen a + dund b +t 
laſſen fi die einzelnen Glieder finden. 

Beifpiel. Bon einer Proportion ift bie Summe ber dufe 
ren Glieder 283, der mittleren Glieder — 26, und das erfte Glied 
verhält fih zu dem zweiten, wie 3 : 4, 

Gift are:brd=m:n 
— 8:4 


fi arc:a+rc+b+d=3:7, 
Da nun a+ d— 28 
und b+c— %26 
fo ift a+rc+b+d—54 
und baher a + cı54 = 3:7. 
3. 548 
Es iſt aparc— — 23}, 


Nun iſt b+rc—= % 
und a + c — 235 





daher abgezogen b— a — 2% 
Dann a:b=3;4 








fit aı:b—az=-3:1 
und weil b— a — 25, fo if 





aı2,— 8:1 
folglich ft a 3.23% = 7 ü 


und da b—a— 23, ft b= 37 + 3 —= 10 
b+c= %6 ⸗ e—2 - 10 ei 
a+ .d-— 2% ⸗ d — 283 — %3=214 

die Proportion iſt alſo | 

75:10 = 16: 21% 


Aufgabe 500. Bon einer Proportion Eennt man bie Dil: 
ferenz der äußeren und die Differenz der mittleren Glieder, und & 
ift außerdem dad Verhältniß des erſten Glieded zu dem zweiten gr 
gegeben; es follen die einzelnen lieder diefer Proportipn gefunden 
werben. 

Gegebena— d,b—cwma:b. 

Analyfis., Gebt man das gegebene Berhältnig — m ; o, 
fo ift, wie bei der vorigen Aufgabe 
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a m-b:n 
| e:m=—-d:n 
dar a—c:m—b—d:n 
dp a—c:b—d=-m:n 
und hieraus folgt 
(a — cy: (a — c) 4Tà6 — d))=em:m+n 
dann (a — c) 4 (b — h — (a — h *4 6 — 0) 
und ſowohl a — d als b — c gegeben find, fo kennt man von 
diefer Proportion das zweite, britte und vierte Glied, und kann 
daher das erfie Glied a -— c finden, woraus alddann die einzelnen 
Glieder, wie bei ber vorigen Aufgabe, fich berechnen laſſen. 








Das fehfte Buch der Elemente. 





Erflärungen. 


1. Aehnlihe gerabdlinige Figuren find, in welden 
bie Winkel einzeln genommen gleih, und die um gleichen Winkeln 
liegenden Seiten proportionirt find. 

2. Wiederkehrende gerablinige Figuren find, wenn in ber 
einen die mittleren, in der anderen aber bie Außeren Glieder der 
Proportion enthalten find, 

3. Nach ftetiger Proportion, oder nah dem aͤuße— 
ven und mittleren Verhaͤltniß iſt eine gerade Linie gefpnit: 
ten, wenn fich die ganze Linie zu dem größeren Abfchnitte, wie bie 
fer zu dem Eleineren Abfchnitte verhält. 

4. Die Höhe einer Figur ift die von der Spitze berfelben 
auf die Grundlinie gefällte Normale, 

5. Sind drei oder mehrere Größen A, B, C, D an einander 
bängend in den Verhältniffen, jede zu der nächft folgenden, alfo 
A: B, B: C und G:D, fo heißt das Verhältniß der erften 
zu der legten, aus allen diefen Berhältniffen zufammengefest. 
Es ift alfo nad Seite 13. ug: 16, 


A:D= B: :C 
6. Ein Parallelogramm ift 


an einer geraben Linie ab ent» 
worfen, wenn daſſelbe entwe: 





— 489 — 


ber wie aß-auf ber Linie ab felbft, oder wie ay auf einem Ab: 
fchnitte ac der Linie, oder wie ad auf der verlängerten Linie ad 
befchrieben ift. 

Zieht man in den beiden leßteren gälten durch den Endpunft 
b der ab mit cy oder.dö die bß parallel, welche von ad in B 
geſchnitten wird, fo erhäft man ein Parallelogramm aß auf der Liz 
nie ab, in Beziehung zu weldhem dad Parallelogramm -by auf 
dem Abfchnitte bc, die Ergänzung bed Parallelogrammd ay, 
das Parallelogramım bö auf dem Abfchnitte bd, aber der Besen 
ſchuß des Parallelogrammd ad genannt wird. 


Biitaterunden 1. Bei einer, Figur kann man außer dem Orte, ‚wo 
fie fid) befindet, nody die Größe und bie Form ober Geftalt derfelben unter» 
fcheiden, die beide voneinander unabhängig find.. Die Größe einer. Figur be: 
zieht fi) bloß auf ihren Inhalt, und die Form auf die Art und Weife, mit 
ber Inhalt begrenzt wird, 

Zwei Figuren find gleich, wenn fie einen gleich großen Inhalt haben, 
wenn fie alfo ihrer Größe nach nicht verſchieden ſind. Hierauf hat die Form 
feinen Einfluß; fo Tann ein Dreieck einem Parallelogramme gleih ſeyn (I. 46.), 
und irgend eine gerädlinige Figur einem Quadrate (IL. 14.) 

Zwei Figuren find ähnlich, wenn fie gleiche Kormen haben, und es hat 
hierauf ber Inhalt oder die Größe Eeinen Einfluß. Figuren aber haben gleiche 
Form, wenn fie, fobald man den Ort, wo fie ſich befinden, .und ihre Größe uns 
beachtet laͤßt, durch nichts von einander ſich unterfcheiden. 

Ebene gerablinige Figuren unterfcheiden ſich zunächft durch die Zahl ber 
Einien, von weldyen fie begrenzt werben, und biefe Zahl muß baher gleich groß 
feyn, wenn bie Figuren gleiche Form haben follen. &o kann 3. B. fein Dreicd 
einem Viereck aͤhnlich ſeyn. Das zweite, wodurch Figuren ſich unterfheiden, 
wenn auch die Zahl der Seiten in beiden gleich groß fft, find die Winkel ihrer 
Größe nah, und es iſt daher erforderlich, wenn zwei Figuren ähnlich ſeyn fols 
Ien, daß die Winkel ber einen einzeln, ber Ordnung nach, den Winfeln ber ans 
bern gleich find. Sollen 4. B. zwei Dreiecke ähnlich feyn, To kann nicht das 
eine ein rechtwinkliges und das andere ein ſtumpfwinkliges ſeyn. Das dritte 
endlich, wodurch zwei Figuren von. einander ſich unterſcheiden, iſt das Verhaͤltniß 
zwiſchen gleich liegenden Seiten derſelben. Daher iſt erforderlich, wenn zwei 
Figuren aͤhnlich ſeyn ſollen, daß bie beiden, einen Winkel der einen Figur ein: 
fliegenden Seiten, mit den Seiten, welche denfelben Winkel in ber anderen Fis 
gur einfließen, in gleichem Verhältnis find, und es müffen daher je zwei 
Paar, in beiden Figuren gleich liegende, Seiten proportionirt ſeyn. * So kann 
3: B. nie ein Rechter mit ungleichen Seiten einem Quadrate ähnlich feyn. 

Haben zwei Figuren gleiche Größe .und gleiche Form, find fie alfo u: 
und ähnlih, fo decken fie fi, fie find congruenk, 
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2, Bwei Paar Größen find wieberlcehrenb proportionirt, wenn 
das eine Paar die mittleren unb bas andere Paar bie äußeren Glieder eine 
Proportion find, und es läßt ſich biefer Begriff immer bei folhen Größen am 
wenben, bie, arithmetifh betrachtet, in einem inbirecten Verhältniffe von einander 
abhängen. 

Sind zwei Produete glei, fo hängen nad $. 4. Seite 456 bie Factoren 
berfelben fo von einander ab, baf bie Bactoren bes einen Probucts bie mittleren 
und bie bes anderen bie äußeren Glieder einer Proportion bilden, alfo find bie 
Faetoren gleicher Probucte wiederkehrend proportionirt. Nun find Dreiede 
gleich, wenn das Product aus ber Grunblinie und ‚Höhe bei dem einen eben fo 
groß, als bei dem andern ift, folglich find bei gleichen Dreiecken ihre Grund: 
Iinien mit ihren Höhen wieberkehrenb proportionirt, ober was hier baffelbe fagen 
will, von gleichen Dreieden verhalten fi bie Grundlinien umgekehrt wie ihre 
Höhen. 

8, Der Begriff von einem zufammengefegten Berhältniß Lift 
ſich arithmetiſch burch folgende Aufgabe erläutern: 


Aufgabe. Man Fennt von mehreren Gröfen A, B, C, D, E bas Bu 
haͤltniß einge jeden zu ber naͤchſtfolgenden; es foll hieraus das Werhältnig ber 
erften dieſer Größen gu ber legten beftimmf werben. 

Auftdfung. Es ſey für gegebene Rahlen a, 4, , d und b,c,d,® 

A:Boa:f 

B:C=b:e 

C:D=-y:3 — 

und D:E=d:e 
fo ft ABCD : BCDE = abyd ı: Acde nad $. 10. Seite 458, 
Danun ABCD:BCDE = A,BCD;:; BCD,.E 
=7 A - E 

fo ft A: E = abyd : cöe, 

Sind alfo die zwei Größen A unb E in dem zufammengefegten Berhäli; 
niß von 

(a: P), (bie), (y:d),(d:e) 
ober iſt nach Seite 18. Nr. 16. | 


A:Em 


NER 
.-.. 1” m 
a © o 


fo ift aud) 
A:E = abyd: ßcöe, 

Sind alfo zwei Größen A und E im zufammengefegten Verhaͤltniß mehrerer 
gegebenen Zahlenverhältniffe, fo verhalten fie fich gu einander, wie das Product 
allee Borberglieder ber gegebenen Verhaͤltniſſe zu dem Probucte aller Hinter: 
glieber derſelben ſich verhält. 
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Bieraus folgt nun zugleich auch, daß wenn zwei Größen M und N in bem 
zweifachen Verhältniß von m : m find, wenn alfo ift nach Geite 18. N. 17. 
M:;:N-2(m;n) 
alſo M:N - — 
m:n 
ſo iſt aach M:N- m? ın®, 

Sind alfo zwei Größen M und N in bem zweifachen Verhältniffe von m 
zu. n, fo verhalten fie fich wie die Quadrate biefer Größen, Eben fo folgt, 
daß wenn M zu N in dem dreifachen Verhältniffe ift von m zu n, fie fi, 
wie bie dritten Potenzen dieſer Größen verhalten. Kür 

M:N=38(m:n) 


m‘ n 

iſt dahe MN = m? ; ı®. 

4. Jedes, auf einer gegebenen Linie befchriebene Parallelogramm, fo daß 
bie Grunbdlinie beffelben mit biefer Linie zufammenfällt und ben einen Enbpunft 
mit ihre gemein hat, es mag bie Grundlinie dieſer Linie gleich, ober Heiner, oder 
größer als dieſelbe ſeyn, heißt an dieſer Linie entworfen 

Iſt die Grunblinie ao be an ab 
entworfenen Parallelogramms acya Mes ¶ ——— 


alſo fuͤr won jan] 


ner ald ab, und man zieht durch b bie 
b A parallel cy, bis fie bie verlängerte 
ay in ß fchneidet, fo ift das hierdurch 
beftimmte Parallelogramm cb Ay bie 
Ergänzung von dem Parallelogramme 
acya. 

Sft aber bie Grundlinie ad des an 
ab entworfenen Parallelogramms adöda 
größer ald ab, und man zieht durch b 
die b 8 parallel dä, fo ift bas hierdurch 
beftimmte Parallelogramm bd5öß der 4 b d 
Heberfhuß von bem Parallelogramme adda. 


— 


VI. Satz 1. Lehrſatz. 


Dreiecke egaund ege, 
auch Parallelogramme gd, 
gö von einerlei Höhe, ver: 
balten fich wie ihre Grunds 
linien. 

Beweis. Verlaͤngere 
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a« zu:beiden Seiten nach c und y, nimm in‘ ‚beliebiger Anzabt 
der ga gleih die ab, be und in beliebiger Anzahl der &« gleich 
die @ß, By, und ziehe von e an die Theilpunkte, bie Linien eb, 
ec, eß, ey. 
Erfier Theil. Da gza ab — be, ſo iſt auch 
Agea = Aaeb — Abec (I. 38.) 
folgih it Agec von Agea ein eben " ———— als ge 
von ga. 
Aus gleichen Gruͤnden iſt Ager von Agen ein eben fo 
Vielfaches ald gy von ga. 
Man hat alfo von den zwei Paar Größen 
84 ga Agea Age« 
die Sleichvielfahen - | 
des 1ften und Sten gc Agec 
und die Gleichviels | 
fächen der 2ten und | 
Aten 87 Ager 
und e3 ift, wenn ge Z gy, auh Agec 2 Agey (I. 38.) 
Folglich ift (V. €. 5.) ! 
ga:ga — Agea: Agcer 
die Dreiede gea und gea, welche einerlei Höhe haben, verhalten 
ſich alfo, wie ihre Grundlinien ga und ga a einander. 
Zweiter Theil. Da Prlg gd = 2. Agea (I. 4) 
und Prllgr. gE — 2. Agca 5 
fit gd:gö — Agea: Agea (V. 15.) 
und da nın Agea : Agea = ga:ge 
| fo fügt gd:gd — ga:ga (V. 11.) 
die Parallelogramme g.d und gö von einerlei Höhe vn fih 
alfo wie ihre Grunbdlinien. 





Anmerkung. Auf gleihe Weife folgt auch, daß Dreiecke von cinerlc 
Grundlinie wie ihre Höhen ſich verhalten. 


VL Satz 2. Lehrſatz. 


Sieht man mit einer Seite be eines Dreiecks abc eine de: 
rade Linie By parallel, fo werden die beiden übrigen Geiten ab 
und ac des Dreieds durch diefe Parallele proportionirt geichnitten. 
Und werben die beiden Seiten ab und ac in B und y proportio— 
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nirt gefchnitten, ſo iſt die Linie By, welde die Schneibungspunfte 
verbindet, der dritten Seite bc parallel, | 
Beweis. Erfter Theil. Es 
fey By der bc parallel, man ziehe cß « 
und by, fo it Aßyc = Aßyb 
(1.38.) und daher für Aaßy = A 
A: Aßyb=A: Aßre (V.7) 
Nun ift aber 
A: Aßyb = aß: Bb (1. 
und A : Aßyce =ey:yc = 
folglich ft aß: Bb=— ay : yc(V.11.) . 
Iſt alfo BY parallel der bc, fo werben ab in B und ac in 
y nach demfelben Verhaͤltniß gefchnitten. | 


Zweiter Theil. Ei ſey aß: Bb = ay::yc. 
Nun ift aber aß: Bßb=A: Aßyb (1. 
und ayiyc—=A: Aßye ⸗ 

folglich it ud A: Aßyb=A: Aßre (V.11.) 

und dahe Aßyb = Aßre (V. 9.) 
Da nun biefe beiden Dreiede die Grundlinie By gemein has 

ben, fo ift bc parallel By (I. 39.) a — 

Werden alſo ab in B und ac in y proportionirt geſchnitten, 
und man zieht By, fo ift diefe Linie der dritten Seite bc parallel. 











Bufag. Da wenn By parallel be iſt, die Proportion ftatt findet 
aß: ßb=ayıyc 
fo ift auch aß + Pb saß=aytyc:ay (V. 18.) 
afo ab sıßao ac :ay. 
St in Aabe die 4 parallel be, fo find bie beiden übrigen Seiten, 
den an ber Spise anliegenden Abfchnitten derfelben proportionirt, und cben fo 
folgt auch, daß fie den an ber Geundlinie anliegenden Abſchnitten proportionirt 


find, und es ift alfo auch 
ab: ßb=ac:yec, 





VL. Satz 3. Lehrſatz. 


Wird ein Winkel a eines Dreiecks bac durch die gerade Li⸗ 
nie ad halbirt, fo fchneidet diefe Halbirungslinie, genugſam vers 
längert, die dem halbirten Winkel. a gegenüber liegende. Seite bc 
den beiden anderen Seiten ab und ac des Dreiedö propoztionirt. 
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Und iſt eine Seite bc eines Dreiedd in d ben beiden anberm 
Seiten ab und ac proportionirt ges 
fhhnitten, fo wird ber, der bc gegens 
fiber liegende Winkel a vom ber geras . y 


den Linie, welche a mit d verbindet, "A PA 
halbirt. | ⸗ 
Beweis. Erſter Thell. Es a 
fey I_cab dur ad halbirt, Durch ZEES, | 
c ziehe cy parallel ad und verlängere — | Su 
ba, bis fie die cp in y trifft, fo ift 5 7 : 


_z=Lx (I 29.) 
Iiıy=Ly 
nd Lx=Ly (ph) 
alfo aud I_z — |_y und daher ay = ac (I. 6,) 
Da nun iſt ad parallel cy, fo folgt 
bd:de=ba:apy (2) 
und da ay = ac 
ſo iſt bd:de =ba: ac. | 
Zweiter Theil. Es ſey bd: de — ba: ac 
da cy parallel ad, foit bd:de—ba:ay 
alſo ba:ac=ba:ap (V. 11.) 
folglich ac—= ap (V.9) 
und dahe z=—=y (1.5) 
Es iſt abet z—=xundy=—=y (I. 29.) 
folglich iſt x = y. 
Der Winkel bad ift alfo durch ad halbirt, 





VI Satz 4 Lehrſatz. 


In gleichwinkligen Dreiecken abe und ca» find die Seiten, 
welche gleiche Winkel einfchließen, 
proportienirt, und es find die Sei⸗ 4 
ten gleichnamig, welche gleichen Win⸗ 
keln gegenuͤber liegen. 

Beweis. Es ſey AUb = LP @& 
und Lachæ Ly, alſo auhl_bae | 
= Lcey, und es fey bie cy der B 
be’ in gerader Linie angeſetzt. 
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Da Lb+Lacb <2R (d. 17) 
ud Lacb=Ly 

ſo iſt ach Lb+LyYy<2R 
folglich treffen ba und 9 verlängert auf dieſer Seite in d zu: 
fammen.(®. 11.) 

Da Lb=LBß, ſo iſt bdder c« parallel 
und da lLacb = 15, foift auch ca der yd parallel, 
daher ift dac« ein Parallelogramm 
und folglih ad = c« und ac = da (I. 34.) 

Da in Abdy if, ac parallel dy 

fo folgt ba: ad — be: cy (2) 
und weil ad — c« 
ah ba:cz ==bc:cy 
und folglich ba:be==c«a:cy (V. 16.) 
Dain Aybd ift, bd parallel ca 
fo folgt be: cy==.de:ay (2) 
und weil d« = ca 
be:cy==ca:uy 
und daher be: ca=—=cy:ya (V. 16.) 
Hiernach ift in den beiden Dreieden abe und «cy 
1. ba:be=cea:cy 
2, be:ca=cy:ya 
folglich ift aus dem Gleichen auch | 
3. ba:ca=ca:ya (V. 22.) 


Anmerkung Wenn bie Winkel eines Dreiecks einzeln den Winkeln 
eines andern Dreiecks gleich find, fo find die Seiten des einen Dreieds den Seiten 
des andern proportionirt, und es find hierbei gleichliegende Seiten beider Dreiede 
gleichnamig. Dieraus folgt: zwei Dreisde, weiche die Winkel glei 
haben, find ähnlich. | 





VI. ©So5 Lehrfagp. 


Dreiede abe und «By, welde proportionirte Seiten haben, 
find gleichwinklig, und zwar find die Winkel glei, welche gleich⸗ 
namigen Seiten gegenüber liegen. 

Beweid. Es ſey ab:ac=Kuß:ay 

und ab:be=aß:Ppy _ 
alſo auch ac: be =.ay: Tu 
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An die Endpunkte der Seite ab lege man I_abd = Ls 
und [_bad=a, fo it and Ladb = Ly cl. 32.), und es 
find alfo die Dreiede abd und «By gleichwinklig. 


Folglich ift aß : ii = ab: .. aß:ßy=ab:bd (4) 
danın aß: = ab: =: aß:ßy = ab:bec (p.h.) 
fo it ab: ——— ac ab:bd=ab: bc (V.11.) 
und daher ad = ac ud bd=bc (V.9) 
da nın auh ab = ab 
ſo ft Aabd & Aabc 
und daher Kbad — Lbac—= Lau 
Labd=-Labe=|_$ß 
und Ladb = Lacb = L_7 
demnach find in den Dreiecken abe und «By bie, ben gleichnamigen 
Seiten gegenüber liegenden Winkel gleich groß. 


Anmerkung. Da Dreiede, welche proportionirte Geiten haben, gleich⸗ 
winklig find, fo daß die Winkel beider Dreicde gleiche Größe haben, welche 
gleichnamigen Seiten gegenüber Liegen, fo folgt: Haben zwei Dreiede 
proportionirte Seiten, fo find fie ähnlich. 





VL Satz 6. Lehrſatzz. 


Wenn in zwei Dreiecken a und «ßy ein Dinkel bac 
einem Winkel « gleich ift, 
die Seiten aber, welche 
diefe Winkel einfließen, 
proportionirt find ab:ac 
= aß :&Y, fo find die 
Dreiede gleichwinklig, 
und es find die Winkel: : 
gleih groß, welche — Seiten ee liegen. 
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Beweis. Legt man an bie Endpunkte der ab bie Winkel 
bad= Lo und Labd = LP, daß alfo auch Ladb = Ly 
(Il. 32,), fo find die Deeiede-abc und a gleichwintlig, und: eB 


ift daher 
ab:ad=aß:ay. (4) 
ba nun ab:ac=aß:ey (p.h) 
fo it ab »ad = ab: ac (V. 11) ° 
und daher ac mad (V.9.): , 
ba nın ab == ab / 
md Lbac—=Lbad— 1m (p. h3- 
fo it Aabce ® Aabd 
und daher auch Labe — - Labd = LB 
md Lacb=Ladb—eLy 
Es find alfo die den gleichnamigen Seiten: gegenüber liegenden 
Winkel der beiden Dreiede abe und aßy gleich groß. 1er 4a 
Anmerkung. Hieraus folgt: Wenn zweit Dreiede einen Wins 
Bel gleich haben, und bie dbiefen Winter einſchließenden — 
ſind — ſo en die Dreiede ahnlich. 





« 





v1. ei 7. gehrfag. 

Haben zwei Dreiede abc und &By einen Winkel gleich, 
La= Le, und find die. Seiten, welhe um andere Winkel. b 
und ß liegen, proportionixt, und ift von den übrigen Winkeln c und 

„ jeder zugleich entweder Eleiner, oder nicht Eleiner ald ein rechter, 
4 find die Dreiede gleichwinklig, und es find die Winkel b und 4 
gleich, welche von ben proportionirten Seiten eingeſchloſen werden. 

Beweis. Erſter Fall EI dr aan 
ſey jeder der Winkel c und y klei⸗ 
ner als ein rechter. Wären nun..bie: si7 { 
Winkel abe und B ungleih,: ſo sim 
fege man an ab ben-Winfel'abd.!; % 
—=ß. Da nun La — La«, ſo b 
find die Dreiecke abd und «6 
ähnlich (4.) und es ift daher Lbda 


== [y, und 
— ab: — By. Pe 


danın ab: be: ep: By ph). , 
iR ab:bd=—abibe (V. 11) ;.., 





32 
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und daher bd =.be (V. 9) 
— ſolglich iſt AUbde = Le 
und da Le Re Xp, h.), ſo iſt auch Lbde < R° 
und daher Ebda > R° dd. 13.) 

danın Lbda—=Ly: 

‘pitah LpP>R° 
was der Voraußfebung IP < R° wibderfpricht. Alſo Fönnen bie 
Winkel abe und B nicht ungleich: feyn; es find alfo biefe Winkel, 
welche von ben proportionirten Seiten eingefchloffen werben, gleih 
groß, aber auch Ra — L« (p.h.), folglich it u Le —=L;7 
(I. 32.), die Dreiede find alfo gleichwinklig. 

Zweiter Fall... If jeder der Winkel c und „nicht Peiner 
als ein rechter, fo wird, wenn.manil-abe und L_ß als ungleich 
annimmt, wie: in. bem erſten Fallerbeiwviefen, dag I_bdc — Lc, 
daher nach der Vorausſetzung Lebde nicht Heine als R°, und 
es find baher in Abdc 

. Lbd+Lle. nicht < 2 Re’ 
was nicht ſeyn kann (J. 17.) Folglich koͤnnen auch in dieſem Falle 
die Winkel abe und 4 nicht verſchieden ſeyn, und hieraus folgt 
alled Uebrige, wie bei bem erften Falle. 

Anmerkung. Haben zwei Dreiede den erfien Winkel gleich, find die 
um ben zweiten Winkel derfelben liegenden Seiten proportionirt, und ift ber dritte 
Winkel in beiden Dreieden zugleich entwebee Bleiner, ober nicht Eleiner ala io 
rechter, fo find die Dreiede ähnlich, 





VL. Satz 3 Lehrfag 
Wird in einem rechtwinkligen Dreieck abc von dem Scheitel 


a des rechten Winkels eine Normale ad auf die — liegende 
Seite be gefaͤllt, ſo ſind die an dieſer 2 


Normale anliegenden Dieiede bda ud 
adc dem ganzen Dreied abe. — “ \ 
einander ähnlich. ' 
Beweis, Erfter heit. In b — 
den Dreiecken abc und dba iſt 
L[Lbac=Lbda=R° 
Lbef»0r 
alfo ah ILx—= Fe (32) 
und daher Aabce w Adba 7%) " 
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Auf eben biefe Art wirb bewiefen, daß 
_y=Lb ud Aabe w Adac. 
Zweiter Zheil. Da in ben Dreieden abd und cad 
Ladb=lLcda=R’° 
Lb=Ly 
md _x=Lc 
fo ft au Aadb w Acda (A) 
Zufag. 1. Da Aadb w Acda 
und Ladb = Leda 
ſo it bd:da=da:dc EE. 1.) 

Die Normale ad von dem Scheitel des rechten Winkels auf 
die Hypothenufe be, iſt alfo bie mittlere Proportionale zwifchen 
den Abfchnitten bd und de der Hypothenufe. 

2. Da Adba w Aabc 
nd Lb=1L_b 
ſo iſt bd:ba=ba:bec. 

Die an dem einen Abſchnitte bd des rechtwinkligen Dreiecks 
anliegende Seite ba ift alfo die mittlere Proportionale zwifchen 
biefem Abfchnitte und der ganzen Grunbdlinie bc. 

3. Eben fo folgt auch, daß ca die mittlere Proportionale iſt 
zwifchen dem Abfchnitte cd und ber ganzen Grunblinie bc. Es 
ift alfo auch 


ed:ca=ca:cb. 





VL. Satz 9. Aufgabe. 


- Von einet gegebenen Linie ab fol ein verlangter Theil abge: 
fchnitten werben. 

Auflöfung Es werde ber 2 
dritte Theil der gegebenen Linie ab 
verlangt. Aus a ziebe eine Linie am 
unter einem beliebigen Winfel bam, 
nimm auf am beliebig einen Punft y, 
mahe 6 und SB der ay gleich, ziehe 
bB und berfelben durch Y bie pc pas 
rallel, fo iſt ac der verlangte Theil. 

Beweis. Da cy parallel bB 
(p. c.), fo ift 
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ac:ab=»= ay:aß (2) 
Nun it ay = 3 (aß) 
folglich ift ud ac= y (ab). 
Zuſatz. Traͤgt man auf am irgend eine Anzahl Theile, von meldhen jeder 
— ny ift ab, verbindet den legten Theilpunkt mit dem Endpunkte b der grow 
benen Linie, und zieht durch Y die Yc ber Verbindungslinie parallel, fo ift im 
mer ac ber eben fo vielfte Theil von ab, fo viele gleiche Theile man auf am 
genommen hat. 
Anmerkung. Die Richtigkeit biefer Conſtruction ift auch bereits burd 
den Lehnfag Seite 188. ohne Beihuͤlfe der Proportionen beiviefen worden, 





VI. Satz 10. Aufgabe. 


Eine gegebene ungetheilte Linie ab fol einer andern getheilten 
aß ähnlich getheilt werben. 

Aufloͤſung. Es ſey aß iny 
und 5 getheilt, und an ab unter 
einem beliebigen Winkel baß angelegt. 
Man ziehe bB und berfelben durch % 
und oͤ die Linien yc und Öd parallel, 
fo find ce und d die gefuchten Theil: 
punfte. | . 
Beweis. Durh y ziehe man 
yf parallel ab, fo fihb ce und df 

Parallelogramme, und ed ift daher 
ye- cd und ef- db. 





Nun iſt 
in Aßyf Bd:öy=fe:ey (2) 
alſo auch Bd:öy—=bd:dc 
und in Adad öy:ya=dc:ca (2) 
folglich ft Bd: 6y: ya = 
. bdsde:c 
und es find daher bie — fonitte bd, dc, ca mit 40, 6y, ya 
proportionirt. 








VI. Sag 11. Aufgabe. 


Zu zwei gegebenen geraben Linien ab und ac foll bie dritte 
Proportionallinie gefunden werben. 
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Auflöoͤſung. Die gegebenen Linien ab und ac lege unter ' 
einem beliebigen Winkel bac an einander, vers 
Längere beide, nimm auf ber Verlängerung von 
ab die bd — ac, ziehe be und durch d bie 
dx parallel bc, fo iſt cx die gefuchte britte Pros 
portionale. 

Beweis. Esift ab :bd = ac : cx (2) 
und bd= ac (p.c.) 
folglich ab:ac= ac: cx. 








VI Sat 12. Aufgabe 


Zu drei gegebenen geraben Linien a, b und e fell bie vierte 

Proportionallinie gefunden werben. 
Auflöfung. Lege 

zwei Linien mß und mx 

unter einem beliebigeri Wins 

tel Bmx an einander, nimmt 

ma= a, aß = b, my 

= c, ziehe «y und durch 

ß die Bx der «y parallel, 

fo ift yx biegefuchte vierte. 





Proportionale. 
Beweis. Es iſt ma:aß—=my:yx (2) 
folglich iſt auch a: b=c :yx 


Bufag. Nimmt man ma = a, mfß m bund my = #, fo wirb 
mx bie vierte Proportionale. 





VL Satz 18. Aufgabe 


Bwifchen zwei gegebenen geraden Linien ab und bc fol die 
mittlere Proportionallinie gefunden werben. 
Auflöfung. Sehe ab und be _ 
in gerader Linie an einander, befchreibe 
über ac den Halbkreis adc und ers 
richte in b auf ac eine Normale, bis. 
fie den Kreis in d trifft, fo iſt bd 
die gefuchte mittlere Proportionale 
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Beweis. Man ziehe da, dc, fo it Ladc = R® (IM.31.) 
und daher ab: bd = bd : bc (8. Zuf. Nr. 1.) 


Zuſatz 1. Zwiſchen ab und be Fann hie mittlere Proportionallinie auf 
auf folgende Art gefunden werben: 

Man ſchneide auf ab en Stuͤck — bo ab, bes 
fhreibe über ab ben Halbkreis abe, errichte in c auf 
ab eine Normale, bis fie ben Kreis in e trifft, und 
siehe be, fo ijt dieſe die mittlere Proportionalez; denn 
es iſt Aa c 

ab : be — be : bc (8. 3uf. Nr. 2.) 

Zuſatz 2, Die Aufgabe Sag 11.: zu zwei Linien ab und be bie britte | 
Proportionallinie zu finden, kann auch auf. folgende Art gelöf’t werben: 

. Dan befäreibe über ‚der größeren ab ber beiden gegebenen Linien einm 
Halbkreis acb, frage die kleinere be als Sehne ein (IV. 1.), umb fälle ven 
e eine Normale auf ab, fo ift, wenn dieſe die ab in c trifft, be bie geſuchtt 
dritte Proportionale. 





VI Sap 14. Lehrſatz. 


. In gleihen Parallelogrammen M und N, in denen ein Bin 
tel -dga einem Winkel bge gleich ift, find die um bie gleichen 
Winkel liegenden Seiten wiederkehrend proportionirt. Und Parab 
Ielogramme M und N, in welden ein Winkel dga einem Winkl 
bge glei ift, und die um die gleis 
hen Winkel liegenden Seiten yros 
portionirt find, find gleich groß. 

Beweid, Erſter Theil. 
Es ſey M=-N ud Liga 
Ibgc. Man lege ag und gb 
in gerader Linie an einander, fo find 
auch dg und ge in gerader Kinie 
(L 14.) DVollende. das Parallelo⸗ 
gramm X, fo ift 





M:X=N:X (V. 7.) 
abe M:X = ga:gb (1) 
und N:X=gc:gd » 





daher gargb—gce:gd (V. 11) 
bie Seiten der gleichen Parallelogramme, welde: um. bie gleichen 
Winkel bei g liegen, find alfo wiederfehrend proportionirt. 
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Zweiter Theil. Es ſey LKdga = Libgeub 
ga: ‘gb = = : ed —— 
Run it ga: gbM:X a). | un 
mb‘ mb’ ge ri = gd — N: 2 .y" — 28 — 
folglich ud M: X = (VAT ET 
und * M= N as .) | 


— ——— Ir’ 
VI. Se Lehrfagenr wm wa 


In gleichen Dreiecken M und N, in denen ein Winkel, dga 
einem Winkel'’bgc gleich ift, find die um die gleichen Winkel liegen: 
den Seiten wiederkehrend proportionirt. Und Dreiede M und N, in 
welchen ein Winkel dga einem Wins 
tel bgc gleich ift, und die um bie 
gleihen Winkel liegenden Seiten 
wiederkehrend proportionirt find, find 
gleich groß. 

Beweis. Erſter Theil. 
Es ſey AM = AN und Ldga 
= Lbgc. Dan lege ag. und gb 
in gerader Linie an einander, fo 
find auh dg und gc in geraber | 
Linie. Ziehe db, fo ift | 

AM:AXe AN: AX (V. 7.) 
de AM: AX = ga:gb (1). 
und AN: AXz=ge:gd ⸗ 

folglich ga:gb=ge:gd 

Es ſind alſo die in den gleichen Dreieden, um bie gleichen 
Winkel bei g liegenden Seiten wiederkehrend proportionirt. 

Zweiter Theil. Es ſy Ldga=Lbgc 

und ga:gb= ge: gd. 
Dann ga:gb= AM: AX (it) 
und ge:gd= AN: AX + 
fitad AM: AX= AN: AX (W. il) 
3ufas. Die beiden Saͤtze 14. und 15. führen zu bem Refultate, wenn 
wei Parallelogramme ober Dreiede M unb N gleich groß find und einen Winkel 
gleich Haben, fo find die dieſe Winkel einfchließenden Seiten wieberkehrend propors 
tionirt, diefe Seiten find alfo umgekehrt proportioniet, fo daß bie diefen Winkel 





— 5 — 


einſchließenden Seriten bes einen Flgur "bie mittleren,, und bie “ber anderen die 
äußeren Glieder einer Proportion bilden. Und 8: gilt biefer Sag auch umge: 
kehrt; haben alfo zwei Parallelogramme ober Dreiecke einen Winkel gleich und 
find bie um biefen Winkel liegenden Seiten umgekehrt proportionirt, fo find bie 
diguren gleich groß. ,, 0. 0 mm 





VL Sag 16.-Lehrfas, 

Sind vier gerade Linien a, b, c, d proportionirt, fo iſt das 
unter ben äußeren a und d enthaltene Rechte dem unter ben mitt: 
leren h und.c. enthaltenen gleich. . Und ift dad unter dem dußeren a 
und d enthaltene Rechte? dem unter ben mittleren enthaltenen gleid, 
fo find bie vier geraden Linien a, b, c, d proportionirt. 


— — — —— — — 


C 
— | u | 
ee | N 
PR we gl: 
Beweis Erfter Theil. Es ſey a:bacıd. 
Nimm ga a, gb = b, errichte in g auf gb bie ge=c 
. und auf ga die gd = d, und vollende die Parallelogramme M 
und N, fo ift RR | 
ga:gb=gce:gd (ph) 
und L[dga=1cgb= Re 
folglich f MEN (4) 
alſo gaxgd= gb X gr 
ode axd=bNXc 
weiter Theil. Es ſey MN, alogax gde 
gb > 86; fo if, da I_dga == Legb = R’ (p. h.) 
| ga:gb=gc:gd (14) 
dp acrbac:d. 


Zoo» 





VL Satz 17. Lehrfasp. 

Sind drei gerade Linien a, b und d proportionirt, fo iſt das 
unter den dußeren a und d enthaltene Rechte dem Quadrate ber 
mittleren b gleih. Und ift das unter dem dußeren a und d ent 
baltene Rechteck dem Quadrate der mittleren b gleich, fo find bie 
drei geraden Linien a, b und d proportionirt. 
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Beweis. Erſter Theil. Efyarbuh;:; du 
Rimmtmnc-b, pituha:b=c:d 
und daher ax d=bX ec (16.) 
und wilc=b, pt bxXxtebxb u Db 
es iſt alſo auch aXdo= Dh 
Zweiter Theil. Es ſy axds> Tb bxXb 
pfitfobecaüahdaxtd=-bxXec 
und daher a: b > c:d- (16.) 
dp a:b=b;d. 


Anmerkung. Ein unter zwei geraden Linien enthaltenes Rechteck ift 
ba8 geometrifch conſtruirte Product ber diefen Linien gleichen Größen (Seite 197). 
Da nun, wenn & gerabe Linien propörtionirt finb, das unter den beiden äußern 
enthaltene Rechte dem unter ben beiden mittleren enthaltenen gleich iſt, und 
umgelchrt, fo folgt. hieraus au unmittelbar, wenn 4 Größen proportionirt 
find, fo ift das Probuct der Außeren bem Probucte der mittleren gleich, und es 
find umgekehrt 4 Größen ber Ordnung nad) proportionirt, wenn bad Probuct ber 
äußeren dem Probucte ber mittleren gleich ft. Der 16te Say 'enthält den geos 
metrifchen Beweis für bie beiben Lehrfäge F. 2, und 4, der Beilage XXIV. 
(Seite 456.), und der 17te Say enthält in gleicher Art ben Beweis für ben 
ER $, 19. ( Seite 462.) » 





VL. Satz 18. Aufgabe. 


Auf einer gegebenen geraden Linie «ß fol eine ber gegebenen, 
über ab befchriebenen gerablinigen Figur abcd ähnliche und aͤhn⸗ 
lich liegende Figur beſchrieben werden. 





a bh 


Aufloͤſung. Ziehe die Diagonale bd und fege an bie Ends 
punkte der «B bie Winfel «= a und Laßöd = L abd (1.23.); 
ferner an bie Endpunfte der B5 bie Winkel o 89 = "übe und 
Lßöy = I_bde 

fo it nun apßyd cw abcd, 
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Beweis. Ei LKæoôß = Ladb (I 32.) 
und 685% = Lbdc bdc_(p. c.) 
alfo Lady = Lade 
und eben fo ift Leßy = — Labe (G. 2.) 
Da nun. auch "LLei—= La- (pc) 
Ä und Le= Le (32): 
fo find bie en «ßyö, und abcd gleihwinflig. 
Da (4) Adapß Adab, fo it BE: bd — Ba : ba 
Aödyß w Adcb + Bö:bd—=Pßpr:be 
daher it auh Ba: ba = Byr:ibc 
und eben fo folgt da : da == 6dy: dc 
aber u Ba:bam= du: da (4.) 
Es iſt alſo Be: ba=ad:ad=dy:de=yß:ch; 
bie Figuren haben hiernach auch proportionirte Seiten, und find 
folglich ähnlich (E. 1) 


| Anmerkung, Hat ab eine der & ß parallele Lage, fo find in ben äfn- 
lien Figuren abod und a je zwei gleichnamige Seiten parallel, Aus 
der. Vorausſetzung ab. parallel aß: folgt alfo, daß auch ad parallel &d, be 
parallel Ay, cd parallel 6 und bd parallel 436. Hierauf beruht bas 
praftifche Verfahren, welches angewendet wird, wenn eine ber abcd ähnliche 
Figur zßyY5 fo verzeichnet werben fol, daß «A ber ab gleichnamig wird. 
Diefes Berfahren befteht tm folgendem : 

Man giebt ber «PB eine ber ab parallele Lage, siehe burch a bie &ö pa 
rallel ad und durch 4 bie 4 parallel bd, fo ift nun Aaßöcw Aabd, 
Ferner wird num buch 6 bie Ay ber be und durch 5 bie 6y ber de paräflel 
gezogen, wodurch alsdann auh AßYö cv Abcd wird. Das Bichen ber 
Parallele geſchieht durch bloßes Abfchieben, nach dem bereits in ber Anmerkung 
zum Biten Sage bes erſten Buches Seite 50. angegebenen BVerfahren, - 





VI Satz 19. Lehbrfag. 


Das Verhaͤltniß aͤhnlicher 

Dreiecke iſt das Zweifache des a 

Verhältniffes ihrer gleichnamigen 

Seiten.- B & 
Beweis. Ei fy Aabc 

& A oßy, und zwar E b 

— IB und bc gleidhnamig 

ber By, b 5 c # > 
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ſo iſt ab:be=—=aß:Pßy_: 
alſo auch ab: aß = be ꝛ By W. 16.) 
Sudt man zu bc und By bie dritte Proportionale = bz 
(11.), fo ift 
e:ßy=—=by:bx 
folgiy ab: aß —=by:bx. (V. 11.) 
Da nun _Lb = LB, fo ifl, wenn man ax zieht 
Nabx = Aaßyr (15) 
Daher Aabc: Aabx = Aabc: Aaßy (V. 7) 
danın Aabce : Aabx = be: bx (1.) 
fit and Aabce: Aaßy==bce:bx 
weil abe be : ßp = By : bx 
fo it be:bx = 2(be: By) (V. €. 10.) 
folglich it u Aabe: Aaßy—2 (bc : By) 
Zufag. Hieraus folgt: Sind drei gerade Linien, bc, By 
und bx ftetig proportionirt, fo verhält fich bie erfte bc zu ber 
britten bx, wie ein Dreieck abc auf ber erften diefer Linien be, 
zu dem ihm ähnlichen und ähnlich liegenden Dreied «By auf ber 
zweiten Linie «ß. Es ift nämlich 
want be: By == 65: bx 
Aabe : Aaßy =bce: bx. 


Anmerkung. Da, wenn drei Größen be, Ay, bx ftetig proportionict 
find, die erfte zu der britten, wie das Quadrat ber erften zu dem Quabrate ber 
zweiten ſich verhält (Beilage XXIV. $. 20. Seite 462.), fo folgt, ähnliche 
Dreiede verhalten fih wie die Quabrate BISROMIORS Sei: 
ten berfelben, 





VL Sag 20. Lehrfas. 


Aehnliche vielfeitige Figuren abede und a«ßyös laſſen ſich 
in gleich viele ähnliche urid den ganzen Figuren gleichnamige Dreiede 
zerlegen. Auch iſt das Verhaͤltniß aͤhnlicher vielſeitiger Figuren 
das Zweifache des Verhaͤltniſſes ihrer gleichnamigen Seiten. 

Beweis Erfter Theil. Die ähnlichen Figuren laſſen 
ſich in gleich viele aͤhnliche Dreiecke zerlegen. — die an rau 
be, ec,.ße, &y. | 

Da bie Figuren aͤhnlich find, fo ift 

La=Lewudbab:ace mdß:aos (6 1.) 
folglich it Aabe cw Achı 16.) : 


> * 
+ — 


Hieraus folgt Labe = L’aßs 
da nun Labe = Leßy (ph), 


fo it au Lebe = Leßy 





Da Aabe w Auaßs fo iſt 
eb:ab=sß: «aß 
“ oder abrbe=aß:ßy (ph) 
forgtich ift aus bem Gleichen el eb: be — 686: A 


und baher her Aebe —XF —— (6.) 

Aus gleichen Gründen ift nun ferner auch 

- Necdw NAsyb. 

Zweiter Theit. Dieſe aͤhnlichen Dreiede find den ganzen 
Figuren proportionirtund ihnen gleichnamig (edift abede : aßyds 
= Aabe : Aaßs = Aebc : Asßy = Aeccd : Ay), 
und dad Verhältniß ber ganzen Figuren ift das Bweifache des Ver 
bältniffes ihrer gleichnamigen Seiten. Da die Figuren in ähnlihe 
und ähnlich liegende Dreiede zerlegt werden, fo ift 

Aabe : Acße = 2 (be: Pe) (19.) 
und auch Aebc: Asßy 2 (be: Be) 


foiglich Aabe: Aaßs = Aebe : Asßp (V. 11) 
Eben ſo ft Aebe: Asßp= 2 (ec: &y) (19.) 
und an) Aecd: Asyö=2 (ec : Ey) 


unb daher Jebe Aeßr = Aeccd: Asyd (V. 11.) 
Hiernach iſt | 
Aabe: Außs = Acbe : Atßy = Aeccd: Asyl 
und hieraus folgt: 
(Aabe + Acbe + Necd).: (Aaße 45 Aeßy + Asyl) 
= Aabe: Aeßs «NV, 12.) Ä 
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alfo abcede : aßyds = Aabe: Acßs 
danın Aabe: Außs=2 (ab: aß) 
fo it abede :aßyds = 2 (ab: aß). 

Zuſatz 1. Da auf gleiche Art fich beweifen läßt, daB auch 
das Verhältnig ähnlicher vierfeitiger Figuren das Zweifache des 
Berhältniffes ihrer gleichnamigen Seiten ift, und eben daſſelbe auch 
von ähnlichen Dreieden erwiefen worden (19.), fo folgt: es ift 
ganz allgemein bad Verhältniß ähnlicher geradliniger 
Figuren, das Zweifache des Verhaͤltniſſes ihrer gleich— 
namigen Seiten. 

Zuſatz 2. Sucht man zu ab und aß bie dritte Proportio; 
nale x, obagab:oß=uß:x 

ſo iſt ab:x=2(ab:aß) (V. €. 10.) 

Da nun auch abcde : aßyds = 2 (ab : aß) 

fo folgt abede : aßyös = ab:x 

Sind alfo drei gerade Linien ab, «ß und x propors 
tionirt, fo verhält fich die erfie ab zu der dritten x, 
wie eine gerablinige Figur auf der erfien ab zu der 
ihr ähnlichen und ahnlich liegenden auf der zweiten aß 
fich verhält. 


Anmertung Sf abede am aßyöe, und find ab und © gleich⸗ 
namig, fo ift 








abcde :aßyde = 2 (ab: aß). 
Es ift aber 2 (ab : =ß) —= (ab)? : (@ß)? (Beilage XXIV. $. 20.) 
Folglich ift auh abede: z@ßyde = (ab)? : (=)? ' 
Achnlide geradlinige Figuren verhalten ſich alfo, wie 
bie Quadrate gleichnamiger Seiten derſelben. 





VL Sa 211. Lehrſatzz. 


Die einer und derfelben Figur C ähnlichen gerablinigen Sigus 
ten A und B find unter ſich ähnlich. 

’ Beweid. Da wegen der Achnlichkeit der Figuren A und C, 
und auh B und C gleichwinklig find, fo find auh A und B 
gleihwinflig (©. 1.) 

Da ferner bei A und C, und auch bei B und C bie Seiten, 
welche um gleiche Winkel liegen, proportionirt find, fo müffen auch) 
bei A und B die um gleiche Winkel liegenden Seiten. proportio⸗ 
nirt feyn (V. 14.) | 
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Folglih find A und B gleichwinklig und ihre um gleide 
Winkel liegenden Seiten proportionirt, und es ift baber 
AwB (€ 1.) 





VI. Sat 22. Lehrfas. 


Sind vier gerade Linien a, b, c, d proportionirt, fo find bie 
auf der erfien und zweiten, unb bie auf der dritten und vierten 
ähnlich befchriebenen, ähnlichen gerablinigen Figuren A, B, C,D 
ebenfall3 proportionirt. Und find die auf vier geraden Linien 
a, b, c, d auf der erfien und zweiten, und auf ber dritten und 
vierten ähnlich befchriebenen, ähnlichen Figuren A, B, C, D u: 
portionirt, fo find diefe vier geraden Linien ebenfalls proportionirt. 


AANB 


Beweis. Erfier Theil. &fya:b=c:d. Suche 
zu a und b bie britte Proportionale m und 
es ds‘ s ⸗ n 
pfit a:b=b:m 
und c:d 








fo ift auch Se : 
Es it alſo a: h 


und bahr a: m = 3: A 22.) 
Aber wgn AwB und 

und a:b=b: res 
s c:d=d:m >» C: _c:D = 
fogid A: B = 
Zweiter Theil. Es fy A:B = 
nd a:b=c: 

fo ift, wenn man über x eine Zigur X, welche Ä 
ber G und alfo auch ber D (21.) ähnlich ift, befchreibt, 
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A 4 B ea C 2 X 
da nun A:B=C:D- 
ſo it C:X= CG:D (V.11.) 
und daher X =D (V. 9.) 
num ift aber au X D 
folgih ft X OD 
und hieraus folgt (nach dem folgenden Lehnfage) x = d. Da nun 
a:b=c:x (pc. 
ſo iſt ach a:b=c:d. 
Lehnſatz. Daß in gleichen und aͤhnlichen Figuren X und 
D auch die gleichnamigen Seiten x und d gleich ſind, wird auf 
folgende Art bewieſen: | 
Da X und D ähnlich find, fo Aft 
X:D x? :d?” (20. Anmerkung.) 
wären nun x und d ungleich und etwa x > d 
fo würde auch feyn x? > d? und daher u X > D 
was der Vorausſetzung wiberfpriht, x und d Fönnen alfo nicht 
ungleich feyn, unb find alfo glei. 
Anmertung. Sind über zwei geraden Linien a. und b. bie ähnlichen 
und ähnlich liegenden Figuren A und B befchrieben, und auch dis Quadrate & — a? 
und 4 == b?, fo ift, ba f 
a:b=a:b 
auch A:B=a:ß (22) 
und daher A: B — a? : b?, 
Hieraus folgt alfo geometrifch die Richtigkeit des, in ben Anmerkungen zu 
19. und 20, mit Hülfe bes $. 20. der Beilage XXIV. beiwiefenen Sages, 
daß ähnliche Figuren wie bie Quabrate gleihnamiger Seiten 
derfelben fi verhalten, 





VI. Satz 23. Lehrfap. 


Das Verhaͤltniß gleichwink⸗ 
liger Parallelogramme A und B 
iſt aus den Verhaͤltniſſen ihrer 
Seiten a: « und b : B zuſam⸗ 
mengefeßt. 

Beweis. Da bie Parals 
lelogramme A und B gleichwink⸗ 
lig feyn follen, fo koͤnnen fie mit 
einem gleichen Winkel fo an einans 
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der gelegt werben, daß zugleih a mit « und 8 mit b in gerader 
Einie iſt. Dan vollende das Parallelogramm X. 
Nnit A:Xwar:e (1.) 
und X:B=b:ß > 


fl) A: B = Ir 3 (E. 5) 


Anmerkung 1. Nach der, zu der 5ten Erklaͤrung des Gten Buches ges 
gebenen Erläuterung ift das aus a : @ und b : 4 zufammengefegte Verhaͤltniß, 
dem Verhättniffe gleich, welches das Product der Vorberglicber zu bem Pros 
duct der Hinterglieder hat, es ift alfo j 

ara : 
ur# = a < b: aß 
folglich iſt aach A:Bman<b:ax<P 
und da au’ a Xb und = >< ß bie unter a und b und unter und ß 
enthaltenen Rechtecke bezeichnen, fo folgt, daß gleichwinklige Parallelogramme zu 
einander ſich verhalten, wie die Probucte der einen gleichen Winkel einſchließenden 
Seiten, oder auch wie die Rechtecke dieſer Seiten. 

Anmerkung 2. Zieht man in ben Parallelogrammen a und B bie Dia: 
gomale, fo ift jebes Dreieck des einen Parallelogrammts — 5 A und des als 
den = B. Da nun 

A:Bw=43A:3B RATEN 
und A : Seh Tax<Pß 
fo folgt ıA:1B= B=am<—b:am<ß. 

Haben alfo zwet Dretede einen Winkel gleich, To find fie 
ebenfalls in bem zufammengefegten Berhältniffe ihrer, diefen 
Winkel einfhließenden Seiten, oder was dbaffelbe ift, fie vers 
halten fih wie die Rechtecke ober wie bie Probucte biefes 
Seiten. 





VI. Satz 24. Lehrfap. 


Sn jedem Parallelogramme abcd find die um die Diagonale 
Hegenden Parallelogramme eg und hk dem Ganzen und einander 
ähnlich. 

Beweis. Da gf pri. dc (p.h.) a__ € b» 
fit Lagf=-Ld un Lafg / 
= Laed 

daher Aagfcw Aadc (4) 
und aus gleichen Gründen ift auch 
Daefw Aabe 
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daher ift Parallelogramm abcd bem Barallelogrami eg gleich⸗ 
winklig, und es iſt 
ad:de=ag:gf 
| und ab:bcewae;:ef 
woraus num; auch folgt 
ad:ab=äag:ae 
und de:cb=gf: fe 
folglich ift Prllgr. abed co Pıllgr. eg 
und aus gleichen Gründen ift auch 
Prllgr. abed a Pıllgr. hk 
und baher auch Prllgt. eg Prllgr. hk (21.) 





VL Satz 25. Aufgabe 


Es fol eine gerablinige Figur X befchrieben werden, welche 
ber gegebenen Figur abe = G ähnlih und ber ebenfalls gegebenen 


D gleich if 





Auflöfung. Ueber be befchreibe ein Parallelögramm M 
= abc (I. 44.), und an ce febe ein Parallelogramm N = D 
unter den Winkel ecd = L.fbe (I. 45.), fo find be und cd, 
und eben fo auch fe und eg in gerader Linie; zwifchen be und 
cd fuche die mittlere Proportionale By (13.), und befchreibe über 
diefelbe eine, der abe = © ähnliche und ähnlich liegende Figur X 
418,), fo ift das Verlangte gefchehen. 

Beweis: Da beißy=Ppyicd (p. €) 

fit be:cd=G:X «20. Zuf: 2) 
Run it aber bescd=M:N di) 


folglich auch aM INC; X V. 11.) 
33 
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Nun iſt M=C (pc) 
alfo it au N=X- (V. 9.) 
und da N=D: (pi c.) 
ſo it D = X, und zugleih it X w C. 


Zuſatz. Die Aufgabe, zw zwei gegebenen Figuren C und: Deine britte 
X von ber Art zu finden, baß dieſelbe äpntic C und = D wird, läßt ſich auf 
auf folgende Art loͤſen: 

Dan verwanbele ſowohl c old auch D in ein Quabrat (L 45.) mb 
(II. 14.), deren Seiten c und d ſeyn mögen, ſuche hierauf zu c, d und ber ki 
nie bo bie vierte Proportionale BY und befchreibe über 65 eine ber C ähm 
liche Figur X, fo daß Ay berbo gleichnamig wird, fo iſt das Verlangte ge 
ſchehen. 

Beweis. Da ed — bo: fr 

ſo iſt ach ODo:Od=C:X (22) 

da nun JDo=C (pc) 

ſo iſt ach Dd=-X (Y. 11.) 
und will Dd — D (pc) 
ſo iſt auach D=X., 





VL Satz 26. Lehrſatz. 


Wird von einem Parallelogramm abcd ein bemfelben aͤhn⸗ 
liches und Ähnlich liegendes Parallelogramm aefg unter einem ge: 
meinfchaftlichen Winkel dab weggenommen, fo liegt dieſes mit dem 
Ganzen um einerlei Diagonale. 

Beweis. Waͤre dieſes nicht 
der Fall, ſo ziehe, wenn es moͤglich a 
ift, die Diagonale ahc bed ganzen 
Parallelogramms durch einen von f °C 
verfchiebenen Punft_h ber gf, unb 
es fey durch h die’hk ber ad par N 
rallel gezogen, ſo iſt abedcwakhg 
(24) und daher 

ad:ab=ag: ak 
weil aber abed cv aefg (p. h.) 
fit ad:ab=agiae 


ao ag:ak=ag:ae (V. ii.) 
und daher ak = ae (V. 9.) 
was nach ber Annahme nicht möglich iſt, folglich kann bie Diago⸗ 
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nale des ganzen Parallelogramms durch keinen von £ verfchiedenen 
Punkt gehen, fie geht alfo durch f, und es liegen daher abcd und 
aefg um einerlei Diagonale. 





VI Satz 27. Lehrfag. 


Unter allen, an einer Linie ab entworfenen Parallelogrammen, 
beren Ergänzungen (E. 6.) dem Parallelogramme auf ber halben 
Linie ähnlich find und ähnlich liegen, ift das feiner Ergänzung ähn: 
liche Parallelogramm auf der balben Linie bad größte, 

Erfier Fall. Es fey die 
Linie ab in c halbirt, und ein 
Abſchnitt derfelben ad > 
ac. Ueber ad fey dad Paralles 
logramm. ae befchrieben, deſſen 
Ergänzung df dem SParallelos- 
gramme cg der halben Linie ch 
ähnlich fey und. ähnlich liege, fo wird behauptet, daß ah Ss au 

Beweis, Da df om cg und beide ähnlich liegen, fo liegen 
fie um diefelbe Diagonale bh; man ziehe biefe ie und vol⸗ 
ende die Figur, ſo iſt 





B=D (l.343) 
C20 
do BFC=-CHD 
es ift aber Becerutle = ca (1: 36.) 
folglich u A=C-+-D 
hierzu B=-B 
get AETB-BHFCHD 
de cg=BHCHDH+E 
ao g>B+rE-+D 
folglich it ud cg > AH+B | 
alſo cg > ae 


und da cg = ah (I. 36.) 

fo itaub ah > ae, 

Zweiter Fall Es fey wieder äb in e halbirt, aber 
ein Abfchnitt ad < ac, Ueber ad ſey dad Parallelogramm 
ae befchrieben, deſſen Ergänzung df dem Parallelogramme cg ber 
halben Linie cb ähnlich fey und ähnlich liege, fo wird behauptet, 
daß ah > ae, 
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Beweis. Da df cv cg und beide — liegen, ſo liegen 
fie um dieſelbe Diagonale be;- . — 
man ziehe die Diagonale und 
vollende die Figur, ſo iſt, weil 


bce= ca 
alfo od CG>D — e\ N 
und da G=B (IL 3.) | 
ſo iſt aach B>D — 






nd A= A 
alfo — 
sh "ae 


Sufag. Durch ne Lehrfag wirb bewiefen, daß wenn man über einem 
Abfchnitte ad einer geraben Linie ab, ber entweder größer ober kleiner als bie 
halbe Linie iſt, ein Parallelogramm ae befchreibt, und ein der Ergänzung äh 
liches ab über der halben Linie, diefes immer größer als das zuerft befchrichme 
iſt. Hieraus folgt: 

Wenn bie Ergänzung ber Art nad gegeben ift, und bas 
an ab gu entwerfende Parallelogramm. der Größenad, fo if 
bie Ausführung nur alsbann möglid, wenn bas ber Größe nad 
gegebene Parallelogramm nicht größer ift, ale das ber Er— 
gänzung ähnliche, welches über ber halben Linie befhrichen 
werben kann. 

Anmerkung. Die eigentliche Bedeutung biefes Lehrſatzes ift näher ans 
gegeben in ber Beilage XXX. Zufag Seite 551. 





VI Satz 23. Zufgabe. 

An einer gegebenen geraden Linie ab foll ein ber gegebenen 
gerablinigen Figur C gleiches Parallelogramm entworfen werden, 
befien Ergänzung einem gegebenen Parallelogramme D aͤhnlich if. 
Jedoch darf die gegebene gerablinige Figur nicht größer feyn, als 
das Parallelogramm auf ber halben Kinie, deffen Ergänzimg dem 
Daralelogramme D ähnlich ift. h 
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Aufldöfung Es fey ab in c halbirtz über ch befchreibe 
ein Parallelogramm cg co D, und vollende das Parallelogramm 
ah, fo ift, nad) ber Vorausfegung, ah entweder der C gleich oder 
größer als C. | 

St ah = C, ſo iſt, weil auch cgco»D, das Verlangte ges 
ſchehen. | 

Iſt aber ah und alfo auh cg > C, fo fey ein Prllgr. A 
dem Ueberfchuffe des Prllgr. cg Über C gleich, und dem Prllgr. D, 
alfo auch cg Ähnlich (25.) Ferner fey ad mit hc und «ß mit hg 
gleihnamig, alfo aß : ad —=hg:he. 

Da nun g—=CHA, afocg>A 
ſo iſt auh he > ad und hg > aß. 

Man nehme hn — ad und hm — aß, und vollende das 
DPrllge. mn, p iſt un ® A 
und da A co cg, auh mn cwcg, und eö liegen daher mn und 
ge um einerlei Diagonale. Ziehe diefe Diagonale hb und vollende 
die Figur, fo ift ae das verlangte Parallelogramm. 

Beweis. Da cg=U-HA (pc) 

A 


und? mn = 


fit cg— mn=C 
alfo NFP+O=C ' 
Es iſt aber N-P=M, welbce = ac 
und QO=N (I. 43.) 


alſo ach NFP--QR-MH+N 
folglich ft M- N = C 
alfo Prllge. ae= C. 
Und es ift die Ergänzung JE = P cwcg w mn wä, 
daher ift an ab ein Prllgr. ae = C entworfen, deſſen Ergänzung 
df dem gegebenen Prllgr. A ähnlich ift, wie verlangt wird. 


— J 





V. Satz 29. Aufgabe. 


An einer gegebenen geraden Linie ab ſoll ein der gegebenen 
geradlinigen Figur C gleiches Parallelogramm entworfen werden, befs 
fen Veberfchuß einem gegebenen Parallelogramme D ähnlich iſt. 

Auflöfung Es fey ab in c halbirt, über ch befchreibe 
ein Parallelogramm cg co D; ferner befihreibe ein Parallelo⸗ 
gramm A, welches fo groß iſt ald cg und die gegebene Figur C 
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zufammen (25.), und dad D, und alfo auch cg ähnlich iſt, fo 
zwar, daß | 
aß:aö =hg:he. 

Da nın A >cg, fo it auh aß > hg und aö> he, 
man verlängere daher hg und hc, nehme hm = aß, hn = ed 
und vollende bad Prllgr. hmen, fo ift nun mn DA, und ba 
A cv cg, fo ift auch mn co cg, folglih if mn mit cg um 
einerlei Diagonale. Ziehe diefe Diagonale he und vollende die 
Bigur, fo iſt nun ae das verlangte Parallelogramım, 





ö 


Beweis. Da Am cg + (pc) 

md mn = A 
ſo iſt ach mn=cg+C 
_ iſt abe mm=-cg- N-P+O 
folglih it HN +PHFQ=cg+C 

ao NFPL-Q=C, 
Daac=ch, piffN—-M (I. 36, 

und Q=- N (I. 43.) 
pP 


— 


do N-P+Q=-MHNHP 
daher iſt ach M- N H-P= C 
alfo Prigr. ae = C, 
Das an ab entworfene Prilgr. ae ift alfo = C, und be 
Ueberſchuß P deſſelben ift a» D (24.), wie verlangt wird. 





VI. Satz 30. Aufgabe. 


Eine gegebene begrenzte gerade Linie bc ſoll nach ſtetiger Pro 
portion (E. 3.) gefchnitten werden. 
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Aufldfung. Befchreibt man über bc das Quabrat ae und 
entwirft an ber Seite ab beffelben 
ein diefem Quadrat gleiches Parals a b 
lelogramm ae, befjen Ueberfhuß be 
dem Quadrate ac ähnlich ift (29.), 
fo wird hierdurch bc in d nach) fies f e 
tiger Proportion gefchnitten. - " 

Beweis. Da ac ein Qua 8 
drat iſt, ſo iſt auch be ein Quadrat, 

und da ac = ae (p. c.) 
und ad — ad 
fo it fc = be 
und daher fd: de = db: de (14) 

Nun ift aber fd = ab — bc und de = db 
folgih iſt uch be: bd=—=bd:: de 
und da be > bd, fo ift auch bd > dc 
und daher bc in d nach fletiger Proportion gefchnitten. 

Bufag. Sol be in d nad ſtetiger Proportion gefchnitten werben, fo 
muß ſeyn 

be:bd = bd : do 
und daher bd>< bd = be X cd (17) 
af Dbd bo” cd 

es muß alfo bo in d fo gefchnitten werben, daß das Quadrat des einen Theils 
bd, bem Rechte! aus dem anderen Theile unb ber ganzen Linie gleich wird, 
und biefes ift die Aufgabe Sag 11. bed zweiten Buches, baher kann bie Aufs 
gabe, eine begrenzte gerade Linie nad) fletiger Proportion zu ſchneiden, nach ber . 
Anleitung (II, 11.) gelöft werben. 





VL Sao 31, Lehrſatz. 
Sn jedem rechtwink⸗ 
ligen Dreied abc ift die 
‚ Figur auf der, dem rechten 
Winkel gegenüber liegenden 
Seite bc, den ihr ähnlichen 
und ähnlich liegenden Fi⸗ 
guren auf den biefen Win: 
kel einfchließenden Seiten 
ab, ac zufammen gleidy. 
Beweis. Es if 
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ba : be — ba: be 
und ca: be — ca: be 
daher auch, wenn über die Linien ba, ca und bc Quadrate bu 
fhrieben werden, will Aw Bd Aw C 
Oha:Dbe=B:A (2). 
und Dea: Abe — C: A 


daher ODba+ ODca:Obe=B+C:A (V.%) 
Nun it ODba-+ Oca = be (I. 47.) 
alſo iſt ach B-C=A, 


Anmerkung. Diefer Sat enthält bie Erweiterung des pythagordiſchen 
Cehrfages, auf welche bereits ©. 152. Nr. 8. hingewiefen wird, und ber ih 
dem erften Buche bloß für Quabrate bewiefene Sag (I. 47.) gilt hiecnach gaz 
allgemein für ähnliche Figuren. In jedem rechtwinkligen Dreiede ik 
alfo irgend eine, über ber Hypothenufe befchriebene gerabli: 
nige Figur fo groß, als bie berfelben ähnliche, und ähnlig 
Hiegenbe über beibe Kateten zuſammen. 





VL ©a 32%. Lehbrfas. 


Können zwei Dreiede abc und cde, in welchen zwei Seis 
ten ab, ac mit zweien Seiten dc, de proportionirt find, mit 
einem Winkel c ſo an einander gefegt werben, baf bie gleichnami; 
gen Seiten ab, dc und ac, de pas 
rallel find, fo find die übrigen Seiten 
bc, ce in gerader Linie, 

Beweis. Da ab und dc pas d 
rallel find, fo it La — Lx (I.29.) 
und weil ac paraflel T fo ift auch 

— 
ap it La — = 
Es iſt aber auch 
ab:ac=dc:de (p.h) 


folsih it Aabe cw Adce 

und baber I_b = l_dce 
bonn la=elLx 

und Lacb = Lach 


ſo folgt lLb+La+Lacbel dee #Lx + Lach. 


a 


b ẽ e 
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Nun iſt Lb+La+lLacb=2R (I. 32) 
af a Ldcee+_x+Lacb=2R 
oder L.ace + lLacb=?2R 

folglich ift bc mit ce in gerader Linie (I. 14.). 














VI Sa 33. Lehrſatz 


In gleichen Kreifn ABC, abc verhalten fi fowohl bie 
Binkel am Mittelpunfte BGC, bge, ald auch die Winkel am 
Umkreiſe BAC, bac, fo wie "auch die Kreisausfchnitte BCG, 
beg, wig bie Kreisbogen BC und be, worauf fie ftehen. 





Beweis, Erfler Theil. Nimm eine beliebige Anzahl ans 
einander hängender Kreisbogn CK, KL dem Bogen BC und 
ck, kl dem Bogen be gleich, und ziehe GK, GL, gk, gl, fo 
find in dem erften Kreife die Winkel BGC, CGK, KGL einans 
ber gleich (ILL. 27.), unb es ift daher der Winkel BGL von dem 
Winkel BGC ein eben fo Vielfaches, als der Bogen BL von 
dem Bogen BC ift. 

Aus gleichen Gründen ift auch in dem zweiten Kreife der Win: 
kel bgl von dem Winkel bge ein eben fo Vielfaches, ald der Bos 
gen bl von be ift. 

Nun ift, wenn Bogen BL —Z Bogen bl 

ah ILBGL—Z L_bgl 
Folglich ift 
Bogen BC : Bogen bc = LBGC: Ubge (V. € 5,) 
Danın LBGC=2.1I_BAC (II. 20.) 
und I_bge = 2. L:bac ⸗ 
und daher LBGC.:: Ebge - LBAC: Lbac WV. 15.) 
ſo = auh Bogen BC : Bogen bc = LBAC: Lbac + 
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Zweiter Theil, Biehein dem erſten Kreife die geraden Linien 
. BC, CK und bie Winkel in den Kreisabfchnittn BMC wm 
CNK. 

Da bie Halbmeffer gleich find und bei G gleiche Winkel ein 
fhliegen, fo ft ABGC = ACGK 

| und baher BC = CK, 

Da bie Bogen BC und CK glei find (p. h.) 
fo find aud bie Reſte des Umfreifes gleich und es ift daher 

IL_BMC = CNK (III 27.) 
Folglich die Abfchnitte BMG und CNK ähnlid. 
Dann BC == CK 
fo ift Abfchnitt BMC — Abfonitt CNK 
aber auch ABGC = ACGK 
folglich iſt Ausſchnit BCG — Ausſchniit CKG. 

Aus gleichen Gründen iſt auch der Kreisausſchnitt KLG je 
dem ber beiden Ausſchnitte BCG, CKG gleich; diefe Kreisaus⸗ 
ſchnitte find alfo alle drei gleich. 

Eben fo wird bewiefen, daß bie brei Ausſchnitte beg, ckg, 
klg einander gleich find. 

Hiernach ift der Ausfhnitt BLG von dem Ausſchnitte BCG 
ein eben fo Vielfaches, ald der Bogen BL von dem Bogen BC, 
und der Ausfchnitt blg von bem Ausfchnitte beg ein eben fo Biel: 
faches, als ber Bogen bl von bc. 

Nun ift, wenn BL bl 

auch Ausfhnitt BLG Z Ausſchnitt blg 
folglich ift BogenBC : Bogenbc = Ausfhn. BCG : Ausfchn. be. 

Zufag. Es ift 
nad) dem iten Theile Bogen BC: Bogen be= LBGC: Lbge 

: = Men = Bogen BC : Bogenbe = Ausſchnitt BCG 
: Ausfhnitt bog 
daher auch Ausfhn. BEG : Ausfhn.beg= I_BGC: Lbge 

In gleichen Kreifen verhalten fi) alfo die Kreisausfchnitte, wie 

ihre Winkel. 


Anmerkung. Des Kreifes Umfang wirb in 860 gleiche Theile getheilt, 
bie man Grabe (9) nennt, und es wird ferner jeber Grab in 60 Minuten 
(), und jede Minute in 60 Secunden () getheit. Da nun in gleichen 
Kreifen und alfo auch in einem und demſelben Sreife, Gentriwinkel wie bie Bo 
gen fi) verhalten, auf welchen fie ftehen, fo folgt, daß bie Winkel fich auch vers 
halten, wie bie Anzahl ber Grabe, welche bie bazu gehörigen Bogen halten, 


- 
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Wird daher ber Radius des Kreifes als ein für allemal gegeben angenommen, 
fo kann die Größe eines Winkels überhaupt durch die Größe bes Bogens auss 
gedrüdt werben, auf welchem er fteht, und ba biefe Größe durch die Anzahl 
ber Grabe, Minuten und Secunden, welche er faßt, beftimmt ift, fo folgt, daß 
die Größe eines Winkels fih auch unmittelbar dadurch beftimmen läßt, baß man 
angiebt, wieviel Grabe, Minuten und Secunden ber bazu gehörige Bogen hält. 
Hiernach ift z. B. ein Winfel von 60 Grad — 60° ber Winkel, welher als 
Erntriwinkel auf einem Bogen von 60° ſteht. in Winkel von 43 Grab 
18 Minuten 86 Secunden = 43° 18° 56“ iſt der, welcher als Centriwinkel 
auf einem Bogen von 43 9 18° 86” ftcht ꝛc. 

Ale Winkel um einen Punkt find zufammen = 4 R®, Da num biefe 
zufammen auf dem ganzen Kreisumfange ftehen, welcher 860° Hält, fo folgt, daß 
4 R° 8600 

unb es ift daher R° = 90° 

der rechte Winkel hält alfo 90°, 

Die drei Winkel eines Dreiecks find zufammen = 2 R°®, fie halten alfo 
2 .90° = 180°, i 

Da ferner ber Winkel eines gleichfeitigen Dreiede — $ Ro tft, fo Hält 
derſelbe 3. RP = 60°, 

Ferner find die Winkel eines Fuͤnfecks zuſammen = B>C2R°, dieſe 
halten folglich 3 . 180° = 540° x. 


% 


Deilagen zu dem fechsten Bude, 


— — 


XXVII. Ueberſicht des ſechſten Buches der Elemente. 


Nachdem in den vorhergehenden Buͤchern die Bedingungen der 
Congruenz, ſo wie die der Gleichheit und die davon abhaͤngenden 
Eigenſchaften der Figuren ermittelt ſind, bleibt nur noch uͤbrig, die 
Bedingungen ber Aehnlichkeit zu ermitteln, und die davon abhaͤn⸗ 
genden Eigenfhaften der Figuren anzugeben, und biefes iſt ber Ge: 
genftand des fechften Buches, 

Figuren find ahnlih, wenn fie gleiche Form haben, und es ift 
bie nähere Beftimmung diefes Begriffes bereitö in den Erläuterungen 
zu den Erklärungen des fechiten Buches Seite 489. gegeben. Die 
erfte Bedingung der Aehnlichfeit zweier Figuren ift die Proportiona> 
lität der Seiten, und daher beziehen fich auch.alle von der Aehnlichs 
feit abhängenden Eigenfhaften der Figuren ebenfals auf die Pro> 


\ 
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yortion, unb ed betreffen biefelben, aus biefem Grunde, bad Ber 
halten der Figuren zu einander, unter gegebenen Bedingungen. 

Die Raumgrößen, welche in den erften Büchern der Elemente 
näher betrachtet werben, find gerade Linien, Dreiede, Parallelogramme, 
geradlinige Figuren überhaupt und ber Kreis, und obgleich alle diefe 
Größen mit Rüdficht auf die Proportionalität in dem fechften Bude 
in Betracht gezogen werben müffen, fo find body einige wenige 
Saͤtze hinreichend, um die, allen diefen Größen in dieſer Beziehung 
zufommenden Grunbdeigenfchaften zu erörtern. 

Die hier zu beantwortenden Fragen find: 

1) Unter welchen Bedingungen find Dreiede ähnlich ? 

2) Welhe Eigenfhaften kommen ähnlihen Parallelograms 
men zu? ! 

3) Unter welchen Umftänden findet eine Proportion zwiſchen 
geraden Linien flatt? und 

4) Wie verhalten die verfchiebenen Figuren unter gegebenen 

Bedingungen fich zu einander? 

Der erfte Sag, welcher die Grundlage für die Beantwortung 
aller biefer Fragen bildet, iſt: Dreiede von gleicher Höhe 
verhalten fih wie ihre Grundlinien zu einander. 


Die Aehnlichkeit der Dreiede, 


Zwei Dreiede find ähnlich: 

1) Wenn fie gleihwinklig find; Satz 4. 

2) Wenn fie proportionirte Seiten haben; Gag 5. 

3) Wenn fie einen Winkel glei haben, und die diefen Win 
kel einfchliegenden Seiten proportionirt find, Sat 6.5 und es hängt 
hiervon zugleich die in dem 32ften Sage angegebene Eigenfchaft der 
Dreiecke ab; und 

4) fie find ähnlich, wenn fie den erfien Winkel gleich haben, 
bie ben zweiten Winfel einfchließenden Seiten proportionirt find, und 
ber dritte Winkel in beiden Dreieden zugleich Heiner, oder zugleich 
nicht Eleiner, als ein rechter ift; Sag 7. 


Saͤtze von ber Proportionalität der Linien. 


Dei diefen Sägen fümmt es darauf an nachzuweiſen, wo und 
unser welchen Bedingungen zunaͤchſt proportionirte Linien vorkoms 
men, und ihre Abhängigkeit von einander näher zu beflimmen. Zur 
Beantwortung ber erften biefer Fragen werden drei Fälle angegeben, 
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bei welchen proportionirte Linien in einem Dreiecke erhalten werden 
koͤnnen. Dieſe find: 

1) Zieht man in einem Dreieck eine Linie parallel der Grund⸗ 
linie, ſo werden die beiden uͤbrigen Seiten deſſelben proportionirt ge⸗ 
ſchnitten, und umgekehrt; Satz 2. 

2) Halbirt man einen Winkel eines Dreiecks, ſo wird die 
Grundlinie deſſelben durch die Halbirungslinie den beiden uͤbrigen 
Seiten proportionirt geſchnitten, und umgekehret; Satz 3. 

3) Faͤllt man von dem Scheitel eines rechten Winkels eine 
Normale auf die Hypothenufe, fo ift dieſe Normale die mittlere 
Proportionale zwifchen den Abfchnitten der Hypothenuſe, und jede 
Katete ift die mittlere Proportionale zwiſchen dem an ihr anliegenden 
Abſchnitte dee Hypothenufe und dieſer ganzen Linie; Gab 8. 

Durch den erften diefer Säge läßt fih erkennen, wie es mögs 
lich iſt, zwei gerade Linien nach demfelben Verhältniffe zu fchneiden. 
Der zweite Sat enthält einen befondern Fall, wo eine gerade Linie 
nach demfelben Verhaͤltniß getheilt wird, melches zwei gegebene ges 
rabe Finien zu einander haben, und durch ben britten Satz ergiebt 
fi, wie es möglich iſt, daß brei gerade Linien, bie in ftetiger Pros 
— ſind, gefunden werden koͤnnen. 

Dieſe drei Saͤtze bilden daher die Grundlage bei der Aufloͤſung 
aller Aufgaben, die auf Proportion der Linien ſich beziehen. 

Die Abhängigkeit proportionirter Linien von einander wird durch 
die Säge näher beftimmt, daß wenn vier gerade Linien proportids 
nirt find, das Rechteck der beiden äußeren dem der beiden mittleren 
gleich feyn muß, und umgekehrt, Sat 16.5; und baß vom drei geras 
den Linien, die in ftetiger Proportion find, das Rechteck der äußeren 
dem Quadrat ber mittleren gleich ift, und umgekehret; Sat 17. 

- Durch diefe Säge ergiebt fich zugleich, daß die Grundeigens 
fhaften der proportionirten Zahlengrößen, wonach das Product der 
äußeren Glieder dem Producte der mittleren gleich ift, und umges 
kehrt auch bei proportionitten Linien angetroffen wird. 


Die Eigenfhaften ähnliher Parallelogramme 


Parallelograrmme find dhnlich, wenn fie fo in einander gelegt 
werden Fönnen, daß zu gleicher Zeit zwei nebeneinander liegende 
Seiten des einen mit zwei nebeneinander liegenden Seiten des ans 
deren,. und die eine Diagonale des einen mit der einen Diagonald 
bed anderen zufammen fallen; Satz 24, 
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und e3 gilt dieſer Sag auch umgekehrt; find nämlich‘. zwei Paralle 
logramme ähnlih, und man legt bad eine fo in das andere, daß 
beide gleichliegenb einen Winkel gemein haben, ſo fällt die eine Die 
gonale des einen mit der einen Diagonale ded anderen zuſammen. 
Sat 26.5 Zu diefen beiden Sägen von den Eigenfhaften ähnlicher 
nn koͤmmt noch der wichtige Lehrfag: Wird an einer 
geraben Linie ein Parallelogramm entworfen, und über der halben 
Linie ein der Ergänzug beffelben ähnliches, fo iſt diefes letztere im 
mer größer, ald bad zuerft entworfene, wenn es biefem nicht com: 
gruent iſt; Satz 27. 


Das Verhalten der Figuren zu einander. 


Das Verhalten der Figuren zu age wirb burch folgende 
Säte beftimmt ; 

1) Dreiede und Parallelogramme von gleicher Höhe verhalten 
fih wie ihre Grundlinien; Gag 1. 

2) Parallelogramme oder Dreiede, die einen Winkel gleich 
haben, find gleich groß, wenn bie biefen Winkel einfchliegenden 
Geiten wieberfehrend proportionirt find, fo daß alſo die um biejen 
Winkel liegenden Seiten der einen Figur die mittleren und die ber 
anderen. bie ‚äußeren Glieder einer Proportion find, und es gelten 
diefe Säge auch umgekehrt; Satz 14. und 15, 

3) Haben Parallelogramme oder Dreiede einen Winkel gleich, 
fo find fie im zufammengefegten Verhältniffe der diefen Winkel eins 
ſchließenden Seiten; fie verhalten. ſich alfo (arithmetifch ausgebrüdt), 
wie die Producte der um dieſen Winkel liegenden Seiten; Sag 3. 

Durch diefe Säge ift das Verhalten der Dreiede oder Parals 
lelogramme zu einander beftiimmt, wenn fie entweder gleiche Höhe, 
ober einen Wine, gleich haben. Durch die folgenden Säge wird 
nun dad Verhalten ähnlicher Figuren zu einander näher angegeben. 

Aehnliche Dreiede find im zweifahen Verhaͤltniß ihrer gleich 
namigen Seiten, fie verhalten ſich alfo wie die Quadrate aͤhnlich 
liegender Seiten, Sat 19.; und ed folgt hieraus unmittelbar, 
daß ähnliche gerablinige Figuren Überhaupt wie die Quadrate gleich 
namiger Seiten berfelben ſi ch verhalten, Sag 20. Hieraus folgt 
nun ferner, 
baß wenn vier gerade Linien proportionirt find, auch die über biefe 
Linien befchriebenen ähnlichen und aͤhnlich liegenden Figuren, von 
welchen bie über der erfien und zweiten Linie befcpriebenen, und eben 
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fo bie Über der dritten und vierten Linie befchriebenen Figuren aͤhnlich 
find, ebenfalls proportionirt feyn müffen, und umgekehrt; Sat 22. 

Endlich wird noch bewiefen, daß 
wenn zwei Figuren einer dritten aͤhnlich f nd, fie auch under fih 
ähnlich find, Sat 21.5 und 
daß, wenn * die drei Seiten eines — Dreieds aͤhn⸗ 
liche und aͤhnlich liegende Figuren befchrieben werden, bie Figur 
über der Hpypothenufe den beiden, über den Kateten befchriebenen 
zuſammen genommen gleich iſt; Sag 31. 

Das Verhalten der Winkel und Kreisbogen, fo wie ber Kreiss 
abſchnitte in gleichen Kreifen zu einander, wird endlich noch in dem 
33ſten Satze angegeben. 

Dieſes nun find die ſaͤmmtlichen Lehrſaͤtze des ſechſten Buches, 
von welchen 

5, die Bedingungen angeben, unter welchen Dreiede aͤhnlich 
find (4.), (5.), (6), (7.), (32.) 

5 betreffen die Proportionalität der Linien und die Eigenſchaf⸗ 
teri berfelben (2.), (3.), (8), (16.), (17.) 

3. enthalten die Grundeigenſchaften ähnlicher Parallelogramme 
(24.), (26.) und (27.) 

4 bad. Verhalten ber Dreiede ober Paralfelogramme zu einans ⸗ 
ber, wenn fie gleiche Höhe oder einen gleichen Winkel haben (1.), 
(14.), (15.), (23.) 

5 dad Verhalten ähnlicher Figuren zu einander :(19.), (20.), 
(21.), (22), (31.) 

1. Lehrfag endlich betrifft bie Proportionen im Kreife (33.), 
und es ift das Uebrige, was noch von dem Verhalten der Kreife zu 
einander angegeben werben muß, in ben erfien Sägen des 12ten 
Buches, wo zuerft hiervon Gebrauch gemacht wird, aufgenommen. 
Das Nähere hierüber enthält die folgende Beilage XXVIII. Seite 
529, u f. 

Außer dieſen 23 Lehrſaͤtzen kommen in dem ſechſten Buche noch 
10 Aufgaben vor, von weldhen 5 die Proportion der Linien, und bie 
übrigen 5 die Conſtruction Ahnlicher Figuren betreffen. 


Aufgaben von der Proportion der Linien 
Hier wird gelehrt: 
1) Bon einer gegebenen begrenzten geraden Linie ein beftimms 
ted Stud abzuſchneiden; Satz 9 


Li} 


2) Eine — begrenzte gerade Linie nach einem gegebenen 
Verhaͤltniſſe zu theilen; Satz 10. 

3) Zu zwei gegebenen geraden Linien die dritte, Sag 11.; und 

4) Bu drei gegebenen geraden Linien die vierte Proporkionak 
linie zu finden. 

5) Zwiſchen zwei gegebenen geraben Linien bie mittlere Pro⸗ 
portionallinie aufzufinden. 


Aufgaben von ber Conſtruction dhnliher Figuren 


Diefe Aufgaben lehren zunächft eine Figur von einer beſtimm⸗ 
ten Form zu befchreiben, alfo eine Figur zu befchreiben, die einer 
gegebenen ähnlid ift. 

1) Wenn eine Seite der zu befchreibenden Figut gegeben ifl, 
Satz 18.5 und 

2) wenn fie der Größe nach gegeben ift, alfo eine Figur zu 
beſchreiben, bie einer gegebenen erfin Figur ähnlich, und eine 
zweiten ebenfall5 gegebenen gleich ift, Sat 25. 

Diefen beiden Elementaraufgaben von ber Conftruction aͤhn⸗ 
licher Figuren fliegen fi noch die zufammengefegten Aufga 
ben an: 
an einer gegebenen begrenzten geraden Linie ein Patallelogtanm 
von gegebener Größe zu eritwerfen; 

3) deſſen Ergänzung, Sat 28,; und 

4) deffen Ueberfhuß, Say 29.5 
einem ber Form nach gegebenen Parallelogramme aͤhnlich iſt, und es 
wird von der letzteren diefer Aufgaben ſogleich badurch eine Anwen: 
dung gemacht, daß gezeigt wird, wie mit Hülfe derfelben eine ges 
gebene begrenzte gerade Linie nach fletiger Proportion gefchnitten 
werden kann; Sag 30. 

Alle diefe Aufgaben find unter einer fo allgemeinen Form ges 
Iöf’t, daß fie als Hülfsmittel der Conftruction bei den meiften vor: 
kommenden ſchwierigen geometrifchen Aufgaben benußt werden Fön: 
nen. Dad Nähere über die Bedeutung diefer Aufgaben enthalten dis 
Beilagen XXIX. und XXX. 
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XXVII. Bon dein Verhalten TOW Welpe: u cinander! 


1) Erflärung Werden i in zwei, ähnlichen Figuren AB CDE 
und abcde die geraden Linien MN _ 
und mn fo gezogen, daß durch die: A M B 
felben die gleichnamigen Seiten AB, 
ab in Mund m proportionirt und 
unter bemfelben Winkel gefchnitten 
werden, fo find MN und mn ähns 
lich liegende Linien biefer Fis 





uren. 

Es ift alfo MN der mn dhn: 

lich liegend, wenn AB gleichnamig 

ab, I_BMN —=Lbmn iſt, 
und die Proportion ſtatt findet 

AM: am =BM:bın, *. 


2) Lehrfag. Sind MN und 
mn von M und m aus gezogene, ähnlich liegende Linien, der aͤhn⸗ 
lichen Figuten ABCDE und abede, fo werben durch diefelben 
die gleichnamigen Seiten CD und cd proportisnirt und ebenfalls 
unter gleichen Winkeln gefcänitten. 
Beweis. Da ABCDE w abcde 
pt LB=Lb (€. i, 
nd LG =Lec 
es it aber acch LBMN = Lbmn (p. h.) 
Folglich Haben die Figuren MBCN, mben alle Winkel bis 
Auf einen gleich, und es muß daher auch dieſer in beiden gleich ſeyn. 
Hiernach it LMNÜG = Lmnc, die ähnlich liegenden Linien 
MN, mn ſchneiden alfo CD, cd unter gleichen Winkeln. 
J Ds AM:MB=amımlb 
fo ift auch verbunden AB:MB —= ab: mb (8. 18;) 
alfo verwechfet AB: ab = MB:mb. 
Nun ft AB: ab = BC :bc 
folglich auch MB:mb = BC:be (W. 11) 
da nun LB=Lb 
ſo it AMBC w Anbc (6.) 
und daher LBMC = L-.bme wm LBEM EL bim 
abe uch LBMN = I_bmu mb LBCN = Lben 
dit LCEMN=Lcemn u un mr MON == men 


C 
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und es iſt daher auch ACMN ww Aemn (3.) 
folgih it CM: cm=CN:cn 
weil aber ACMB. co Acmb fo ift aud 
CM:cm—=BC: be 
alfo BC: :be=CR: en 
danın BC:be=CD: cd (p- h.) 
; fo folge CD:cd—=KCN:cn 
alfo verwehflt CD: CN = cd:cn (VW. 16.) 
und getrennt DN : CN = dn:cn (V. 17.) 
was bemwiefen werben follte. 
3) Zufas 1. - Aehnliche Figuren werben durch ähnlich liegend: 
®inien MN, mn in ähnliche Theile gefhnitten, fo baß, 
wenn ABCDE co abcde und MN mit mn ähnlich lie 
gend ift, auch 
MBCN vw mben nd MAEDN — ſeyn muß. 
4) Zuſatz 2. Aehnlich liegende Linien aͤhnlicher Figuren ſind 
gleichnamigen Seiten dieſer Figuren proportionirt. Es iſt alſo auch 
MN:mn=AB:ab=BC:bc«. 
5) Lehrfag. Aehnliche Figuren verhalten fih zu einander, 
wie die Quadrate ähnlich liegender Linien derfelben. 
Beweid. Nah Nr. 4, ift 
'AB:ab=MN:mn 
daher ud DAB: Dab = DMN: Omn. (22.) 
da aber ABCDE w abcde, fo ift 
ABCDE : abcede = DAB: Dab (20.) 
folglih it au) ABCDE : abcde = ODMN: Omn. 
69) Iufak. Hieraus folgt: Aehnliche, in Kreifen befchriebene 
Polygone verhalten fih wie die Quadrate der Durchmeffer dieſer 
Kreife. 


Anmerkung. Dieſer Sag ift ber erſte Lehrſaz in dem 12ten Bude 
ber Elemente, wo derfelbe als ein für fich da ftchender Lehrjag bewieſen wird, 
während er bier als eine unmittelbare Kolgerung eines allgemeinern Gases (Nr. 5.) 
ſich ergiebt, 








7) Lehnſatz. Sind zwei ungleiche Größen A und B gege 
ben, und man nimmt von der größeren A mehr als die Hälfte bin 
weg, von bem Reſte wieder mehr als die Haͤlfte und ſo immer fort, 
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fo koͤmmt man irgend einmal auf einen Ref, Weller kleinet ift, 
al8 die gegebene kleinere Größe B. 


Beweis. Es ift immer möglich von B ein Dielfached zu 


nehmen, welches größer ift ald A, und ed ſey diefed bei dem n facheni 
von B ber Fall, fo daß BSA, 


Nimmt man nin von * mehr als die Haͤlfte weg, von 
dem Reſte mehr als die Hälfte und wiederholt dieſes nmal, fo 
wird hierdurch A in n Abfchnitte getheilt, von welchen jeder folgende 
immer Peiner als bet nächft vorhetgehende iſt, und es iſt daher ber 
legte diefer Abfchnitte x, der Eleinfte von den fämmtlihen n Abſchnit⸗ 
ten, folglich iſt er Eleiner ald der nte Theil von A. 
Nun fol fyn nB > 2 


er B >— ch 
während — A> x 


folglich ift um fo * tt — 
Es bleibt alſo von A zuletzt ein —— x übrig, det kleiner 
als B iſt. 


8) Lehrſatz. Wird der zu einem Kreisabſchnitte a d b gehoͤ⸗ 
rige Bogen in d halbirt, und man zieht da, db, fo iſt das hiers 
durch gebildete Dreied adb größer als die Hälfte des Kreisab⸗ 
fehnittes. 


al 


Beweis. Man ziehe durch a 
d die Tangente «B und durch —— 
a und b die Linie ac und bp a 


normal auf ab. 2. 
Dal.ada = Labd (IM. 32.) 
und weil der Bogen ab in.d halbirt iſt 
Labd = I_bad (II. 27.) 
p it Lade = Übad 
und daher «ß parallel ab (I. 27.) 
Folglich ift abßa ein Parallelogramm, und 
daher, aba =» 2. Aadb, 
Nun iſt abße > U > Ausſchnitt adb adb 
und daher Aubds > 4 Ausfohnitt ad b⸗ 
84 * 


32 — 


9) Folgerung. Befchreibt man in einen Kreid ein Quadrat 
abced, fo ift diefes die Hälfte des 
Quadrats, dad um ben Kreis bes 
fhrieben werden fann, und es ift 
daher größer ald die Hälfte des Kreis 
fed. Wird alfo dad Quadrat abcd 
von dem Kreife weggenommen, fo 
„ bleibt weniger als die Hälfte des 
Kreifes übrig, und es find hiernach 
die Abſchnitte acab. + bBc+ 
cyd + dda Fleiner ald bie halbe 
Kreisfläche. 

Halbirt man num ferner bie Bogen ab, bc, cd, da in «, 


ß, 95 ö, fo ift 
Ass z Abfchnitt aab 

und es gilt daffelbe ven den übrigen Abfchnitten ebenfalls, wird 
alfo von jedem Abfchnitte das dazu gehörige Dreied! weggenommen, 
fo find die übrig bleibenden acht Abfchnitte au, ab, bP ıc. zufams 
men Heiner ald die Hälfte der vier Abfchnitte, durch welche fie ent 
‚ flanden find. Nimmt man ferner von jedem dieſer acht Abfchnitte 
auf gleiche Weife ein Dreied hinweg, fo bleiben 16 Abſchnitte, bie 
aufammen Peiner als die Hälfte der 8 gleichen Abfchnitte find u. f. w. 

Hieraus folgt nah Nr. 7., daß burch wieberholte Anwendung 
dieſes Verfahrens zulegt Abfchnitte von dem Kreife übrig bleiben, 
die zufammen Kleiner find ald irgend eine gegebene Fläche, wie 
Hein diefe auch feyn mag. Da man nun bei der Anwendung biefes 
Verfahrens ein reguläre Polygon in dem Kreife erhält, zuerft von 
4, hierauf von 8, 16, 32 Seiten ıc., fo folgt, daß ed möglich if, 
in ben Kreis ein regulaͤres Polygon hinein zu zeichnen, das von dem 
Kreife weniger verfchieben iſt, ald irgend eine gegebene Fläche, wie 
Blein biefe Fläche auch fern mag. 


10) Lehrfag. Kreife verhalten fih wie die Quadrate ihrer 
Durchmeſſer. 

Beweis. Man bezeichne den Durchmeſſer des einen Kreiſes 
mit d, feine Flaͤche mit k, den Durchmeſſer des anderen Kreiſes 
mit D und bie Flaͤche defjelben mit K, und fege nun: es fey 

d:D?—_k:X 
ſo iſt entweber X<KoaX>Koear Bit X—=K. 





ee 


Erſter Fall. Es ſy X<K 
ſo wird ſyn K=- X + 
und man kann nun ein Polygon, deſſen Flaͤche = P ſeyn ſoll, von 
der Art in den Kreis befchreiben 
daß Q>K—P (nad Nr. 9.) 
do P-FQ>K 
ud wi K=-XÄ+0Q 
ſo iſ ach PFQO>X+RO 
do P>X 
Ein P ähnliches Polygon p befchreibe man in k, fo ift 
d:D?_p:P (nah Nr. 6.) 
dann an d:D? = k:X 
fit k:X=p:P 
und weil k > p, fo it auch X >P 
was der bereit8 erhaltenen Folgerung X < P widerfpricht, und 
da dieſes aus der Annahme folgt X <K, fo ift diefe Annahme 
Dein. Es kann alfo nicht * 
X<K 
Zweiter Fall. Es fi XXK | | 
und efy Di:2=-K:;Z 
fo Tann nad dem erfien Falle nicht fyn Z.< k, Nah ber Vor⸗ 
Bir it aber 
:D2=k:X 


alfo — =X:k 
db ital K:Z—= X:k 
da nun nicht ſeyn kan Z ck 
fo kann auch nicht eyn K << X 
es ift alfo audy diefer zweite Fall nicht möglich. 
Da hiernach weder feyn kann 
xX<K nd X> K 
fo iſt nothwendig X = K 
und dba d:D?_ k: X 
fit u d2:D?=kı:ıK. 
Kreife verhalten fich alfo wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer. 
Anmerkung. Nah Sag 20. verhalten fi ähnliche geradlinige Figuren, 
wie bie Quadrate gleichnamiger Seiten berfelben, es konnte diefer Sag aber nicht 
unmittelbar auf Kreife angewendet werben, obgleich dieſe immer ähnlich find, 
weil ber bei Say 20. gegebene Beweis davon abhängt, daß bie Figuren in 
Dreiecke ſich zerlegen laſſen, was bei Kreifen sicht anwendbar iſt. Aus diefem 


’ 
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Grunde mußte bie Guͤltigkeit dieſes Satzes für Kreiſe noch beſonders bewieſen 
werden, wie hier geſchehen iſt. Dieſen Beweis giebt Euklid bei dem zweiten 
Base bes zwölften Buches, und es iſt derſelbe beſonders dadurch merkwürbig, 
weil er auch noch bei verfchiebenen anderen Sägen, befonbers in der Stereometrie 
angewenbeg werben kann. Man nennt biefe Berweisart die Erfhöpfungsmethode, 
weil es hierbei barauf anfömmt, für die gegebene Figur eine andere zu fubftituir 
ren, für welche die Gültigkeit bes zu beweifenden Gates bereits nachgewieſen 
ift, und bie weniger als irgend eine angebbare Größe von ber gegebenen Figu 
verſchieden ift, 


XXIX. Leber den Gebraud; der-Aufaaben von der Pros 
portionalität ber Linien bei der Gonftruction der 


Maaßſtaͤbe. 


Durch die Aufgaben, Satz 9. bis 13., wird zwar theoretiſch 
nachgewieſen, wie es möglich ift, jede geachene begrenzte gerade Kinie 
nach jedem gegebenen Verhältniffe zu theilen, fo wie eine britte, 
vierte der mittleren Proportionale zu finden, wenn bie übrigen Glie 
der der Proportion gegeben find. Bei der Anwendung biefer Eäge 
ſtoͤßt man jedoch öfters auf Schwierigkeiten, die in der Theorie na: 
türlich nicht beachtet find. Dergleihen Schwierigkeiten entftehen, 
wenn bie gegebenen Linien entweder zu Flein, oder zu groß find. 


Iſt eine fehr Fleine Linie gegeben, und foll dieſe im mehrere 
gleiche Theile getheilt werben, fo würden die Zheilftriche zufammen 
fallen, wenn man hierbei nach ber Anleitung, Satz 10., verfahren 
wollte, und doc fümmt gerade biefe Aufgabe bei der Gonftruction 
eined genauen Maaßftabes vor, ber immer eine foldhe Einrichtung 
baben muß, daß man felbft die feinften Zheile auf demfelben noch 
genau unterfcheiden kann. Die Mittel, welche, um biefen Zweck 
zu erreichen, gewöhnlich angewendet werben, follen daher bier anges 
geben werben, Diefe Mittel beftehen darin, daß man entweder 
bie feineren Theilftriche auf mehrere neben einander liegende Linien 
vertheilt, oder daß man zwei verfchieben eingefheilte Linien mit einan> 
ber verbindet. Das erftere findet man bei allen fogenannten ver: 
jüungten Maaßſtaͤben, und bad letztere ift die unter der Benennung 
Nonius befannte Vorrichtung. 


Sonſtruction des verfüngten Maaßſtabes. 
Errichtet man in dem Endpunfte a der ab bie Normale am, 
und trägt von a aus auf am eine gewiſſe Anzahl, 
>» B. 10 gleiche Theile auf, verbindet den legten. = 


Theilpunft c mit b, und sicht durch bie Theilſtriche 
Parallelen mit ab, ſo iſt 


die Parallele bei 1 derfelbe Theil von ab, wie ct von eaꝰ⸗ 
= .:8 Un 8 -wcR 3.5 
's sad 3 .e 03 u 08 "4; 


Da nun ift ei en — 151 ces 
== 5 ꝛc. von ca, ſo if auch die der ab parallele h 
Linie bei — | 


— 


4 sy, iD 2; bei 3 =» 16 von’ 
und- man erhält daher durch dieſe Parallelen ;' v5 bis „2; der Linie 
ab, ohne daß die Linie ab unmittelbar getheilt ift. 

Iſt nun ab die Einheit des Maaßſtabes, fo kann man burch 
diefe Einrichtung die Länge einer Linie bis auf z'; der Einheit ges 
nau ermitten,, und ed ergiebt fich hieraus zugleich, daß wenn man 
von a bis. c eine andere Anzahl, z. B. 12 gleiche Theile aufträgt, 
die Länge einer Linie bis „', der Einheit genau ſich beſtimmen läßt. 





Die gewöhnliche Einrichtung bed verjüngten Maaßſtabes läßt 
fi) aus der beiftehenden Figur unmittelbar erkennen. Bei biefem 
Maaßſtabe ift ab die Einheit, und es iſt diefe Einheit auf der un: 
terften Linie zuerft 10 mal neben einander aufgetragen, und hierauf 
ift immer die Länge von 10 Einheiten zufammen angegeben. Hier 
nach ift auf diefer Linie 

die Länge von 10 bis c — 10 Einheiten 
s »s»: 2 » c—=20 ⸗ 
⸗ » s 30 s e —= 3% ⸗ 


— — 
ie Bingen. 1-0 4 == 11 Gb 


„:e 1» 319, .. + 
⸗ Ze . io“ ⸗ $=15. 8 
Br = . 
— „€ EV e 1= 37 . ꝛc. 


Die unterſte Linie des Maaßſtabes iſt alſo allein aubreichend, 
um bie Laͤnge einer Linie auf eine Einheit genan zu beſtinmen. 
Um aber bie Längen bis «auf :y'5; der Ginheit: genau beſtimmen zu 
koͤnnen, find in gleichen er 10 Parallelen gezogen, und «s 
it, da ab = e 1 bie Einheit if, in abc der Theil zwifchen ca 
und ch ber, der unterſten Linie dt 1 Parallele >= >= Fo der zwei⸗ 
ten — 375, ber dritten — 58 der Einheit zc., und quf dieſe 
Theile beziehen ſich die links neben: den Parallelen fichenden Zahlen. 
Während daher 3. B. die Laͤnge von 10 bis 3 == 13 Einheiten 
ift, fo ift biefelbe, wenn. man fiemimmt,. 3:2. 

‚in der erfien Parallele — 13a = 13,1 

= = zweiten er | Ada = 13,2 F 

Pr u dritten € = 135. — 13, . 3 uf w 
Geht man in, der ‘bei 10 errichteten Normale herauf bis zu 
der Sten Parallele, und nimmt auf: biefer bie Länge bis zu, der ei 
nie, bei welcher unten 6 fieht, fo hat man eine Zange von 16,'; 
=—— 16,5 Einheiten u. f. f. 

Sol umgekehrt eine Länge genommen werden — 273 — 
27 55, fo wird diefe wegen der S auf der Zten Parallele gefunden, 
wenn man den Abftand nimmt von 20 bis zu dem Durchfcpnitti 
punfte diefer Parallele mit der Linie, bei welcher unten die 7 ftebt. 

Wird bei einem folchen Maafiftabe die demfelben zum Grunt: 
liegende Einheit ab für einen Fuß — 1’ angenommen, der in 
10 Zoll geteilt wird, fo erhält man a buch diefen Maapftab je 
Linie auf einen Zoll == 1“ genau. 

Iſt die Länge von 10 Einheiten = 1", der in 19 Linien ge 
theilt wird — 10", fo if ab — 1", und ber Maafftab giebt 
jede Länge bis auf den 10ten Zheil einer Linie genau, 
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Iſt ab ein Maaßſtab, auf welchem bie Einheiten angegeben 
find, und trägt man auf einer befondern Linie «ß, 5 biefer Einhei: 
tm auf und theilt diefe in 6 gleiche Theile, — alſo aß = 5 Eins 
heiten nd , 1= 1,222, 9-3, 434,5—56* 
+ aß, fo ift jeder Theil der Linie aß = $ der Einheit. Faͤllt alfo 
mit 6 bes Maaßſtabes zufammen, fo ift auf ah die Länge 

6 bis 7 Einheit 
mb auf aß bie Länge @ ebii=} = 


alfo der Unterfchied = + | ' 
md diefed ift ber Abfland der 1 auf aß von 7 bed Maaßſtabes. 
Ferner iſt auf ab die Länge von 6 bis 8 — 2 Einheiten 
un aufaß = + + abi2=i 


alſo der Unterfhid = 7 
welches ber Abftand der 2 auf af von & des Naaßſtabes F— 

Ehen ſo iſt der Abſtand | 
der d.auf.@ß non 9 bes Maaßſtabes = ° Ginketen 
sd =: = » 105 3 5 
ur u :s 11: ⸗ * 

Die Linie «ß wird mit dem Maadſtede ſo verbunden, daß fie 
fi an demfelben verſchieben läßt, und die Vorrichtung wird nun 
auf folgende Art benutzt: 

Sol die Länge einer Linie durch dieſen Maapftab ' beftimmt 
werden, ſo legt man ben. Anfangspunkt derfelben an a, und falt 
nun der Endpunkt derſelben mit einem Theilpunkte des Maaßſtabes, 
„. B. mit 11, zuſammen, fo iſt die Länge der Linie = 11 Eins 
heiten. Liegt der Endpunkt der zu mefjenden Linie. aber zwiſchen 
wei Zheilpunften, 3. B. zwifhen 11 und 12, "fo verſchiebt man 
aß fo weit, bis g mit dem Endpunkte der ‚Linie zuſammen fält, 
IR diefes Hereitö der Fall, wenn 1 von-aß- mit 7 des Maaßſtabes 
zuſammen trifft, fo.beträgt die Länge der Linie 4 mehr ald 11 Eins 
beiten. Muß aß fo weit verfchoben werben, bis 2 von. aß mit 
8 zufammentrifit, fo beträgt ‚die Länge der Linie Z mehr al& 11 
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Einheiten u. ſ. w. Es geht alfo hieraus hervor, daß man mittelſt 
dieſer Vorrichtung die = einer nen bi auf £ der Einheit ge: 
nau meffen Fann. 


Diefe, an dem Maapflabe verfilehbare Einie aß nennt man 
einen Nonius oder VBernier, und der Gebrauch befjelben befteht 
darin, daß man ben Maaßſtab an ber zu mefjenden Linie fo an: 
legt, daß a mit dem Anfangspunkte derfelben zufammenfällt, und 
hierauf den Nonlus aß fo weit verfchiebt, bls B mit dem End: 
punkte der zu meffenden Linie zuſammentrifft. Hierauf fieht man 
nach, welcher Zheilpunft ber «B mit einem Theilpunkte des Mich 
ftabes zufammenfällt, fo giebt num die bei biefem Theilpunkte de 
aß ftehende Zahl an, um wieviel die zu mefjende Linie Länger iſt 
als die Zahl auf dem Maapftabe ausbrüdt, über welche der End: 
punft der zu mefienden Linie hinweggeht, obne ben naͤchſtfolgenden 
Theilpunkt des Maaßſtabes zu erreichen. 


Werden zu dieſem Behufe, wie in der obigen Zeichnung, 5 
Einheiten ded Maapftabes auf dem Nonius in 6 gleiche Theile ge: 
theilt, fo erhält man durch benfelben jede Länge bis auf z ber 
Einheit genau. Theilt man auf dem Nonius 9 Einheiten des 
Maafftabes in 10 gleiche Theile, fo giebt der Nonius die Länge 
auf zz ber Einheit genau. Will man mittelft des Nonius eine 
Ränge auf „'; der Einheit genau haben, fo müflen 19 Einheiten 
des Manpftabes in 20 gleiche Theile auf dem Nonius Be wer: 
benu.f.w 

Hieraus folgt ganz allgemein, wenn (n — 1) Einheiten 
des Maaßſtabes auf dem Nonius in n gleidhe Theile 
getheilt werden, fo kann man mittelft deffelben jede 


Länge bis auf „der Einheit genau meffen, und bie 


auf dem Nonius ‚angegebenen Zahlen folgen auf dem 
Nonius in derfelben Rihtung auf einander, wie auf 
bem Maaßſtabe. 


Die hier zuleßt beigefügte Bemerkung über die Richtung, in wel: 
cher auf dem Nonius die Zahlen auf einander folgen, ift deswegen 
zu beachten, weil auch noch eine andere Gonftruction des Nonius 
vorfömmt. Bei der oben angegebenen Einrichtung find Die Theile 
bes Ronius Eleiner als die des Maafftabes; man kann 
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die Theile des Nonius aber auch größer als bie bes 
Maaßſtabes annehmen, 


1234567898101 121831415 16 —_b 
Ab 1 1 — 


5b 4 2 1 


Iſt ab ber Maaßſtab, und theilt man jetzt 7 Einheiten des 
Maapftabes auf dem Nonius aß in 6 gleiche Theile, fo iſt jeder 
Theil des Nonius = 15 Einheiten des Maaßſtabes. Da nun 
die Länge 

auf ab von 13 bis 12 = 1 Einheit if 
und auf «ß von Bb8 1= 1} 
ſoo ift der Unterſchied = 4 \ 
welches der Abfland der 1 auf «A von 12 des Maaßſtabes ifl, 
Ferner iſt die Länge 
auf ab vpn 13 bis 11 = 2 Einheiten 
und auf aß von B bi 2 = 22 =» 
| alfo der Unterfhieb — 2 — 
und dieſes iſt der Abſtand der 2 auf aß von 11 des Maaßſtabes. 
Eben fo ift der Unterfchied 
ber 3 auf aß von 10 des Maaßſtabes — 
s As ı» : 9 5 5 =; 
ss. + 84 ⸗ = 4, 

Liegt alfo der Anfangspunkt einer zu meffenden Linie in a, 
und ihr Endpunkt zwifchen 13 und 14, und verfchieht man den 
Ronius, his 4 mit dem Endpunfte der Linie zufammenfällt, und 
muß zu biefem Behufe zB fo weit verfchoben werden, baß 1 mit 12 
zuſammen trifft, fo ift die zu meffende Linie um 4 größer ald 13 
Einheiten, fie ift um 2 größer, wenn 2 mit 11 zufammentrifft u, f. m. 

Hieraus folgt ganz allgemein, werden (n + 1) Einheiten des 
Naaßſtabes auf dem Nonius in m gleiche Theile getheilt, fo kann 


man mittelft deffelben jede Lange bis auf > der Einheit genau 


meiien, und die auf bem Nonius angegebenen Zahlen - 


folgen in einer entgegengefegten Richtung auf einan— 
der ald bei dem Maaßftabe, 


Anmerkung. Bei jedem guten Winkelmeßinftrument ift ein Nonius 
engebracht. Das Inftrument beficht aus ginem Kreife, auf welchem bie einzel: 
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» nen Grabe und heile berfelben angegeben find, doch geht hier bie Eintheilung 
nicht weiter, als höchftens bis auf „I, Grab, alfo bis auf 5 Minuten, unb ber 
Nonius bient nun bazu, um auch einzelne Minuten und Theile berfelben genau 
meffen zu koͤnnen. 

Giebt ber getheilte Rand bes Inftruments z. B. 5 Grab ober 5 Mir 
nuten unmittelbar an, und werben nun 29 ſolche Theile auf dem Nonius in 
80 gleiche Theile getheilt, fo ift jeder Theil bes Nonius 55 von 5 Minuten, 
- und der Unterfchied zwiſchen einem Theile des Randes und einem heile des 
Ronius ift daher = F, von 5 Minuten = Js = z Minute ober 10 Su 
cunden, Mittelft dieſer Vorrichtung kann man aljo bei diefer Borausfegung 
einen Winkel auf 10 Secunden genau meffen. Eben biefe Genauigkeit erhält 
"man auch, wenn bei der obigen Vorausfegung SL Theile bes getheilten Kan: 
des auf bein Nonius in 3O gleiche Theile getheilt werben, 





Der Maafflab, durch welchen eine Linie ſich genau meflen 
läßt, wird auch in bem Falle benugt, wenn eine Linie geheilt wer: 
den fol, die fo groß ift, daß die in der Xheorie angegebenen R% 
geln ſich nicht anwenden laffen, wie dieſes ber Fall ift, wenn eine 
auf dem Felde gemeffene Linie nach beftimmten Verhaͤltniſſen zu 
theilen iſt. Für ſolche Linten fucht man entweder die Theile burd 
Rechnung zu ermitteln, oder man trägt diefelben nach dem verjüng: 
ten Maaßftabe auf und nimmt nun die Theilung nach den in den 
Sägen 9 bis 13 angegebenen Regeln vor 

Werben von einer’ großen gerablinigen Figur, z. B. vom einer 
Figur auf dem Felde, eine hinreichende Anzahl Stüde gemeffen, um 
biefelbe conftruiren zu koͤnnen, und verzeichnet man biefe Figur nun 
. mit Hülfe eined verjüngten Maafftabes, fo erhält man dieſe Figur 
hierdurch ber Form nach, aber verjüngt, und zwar um fo Eleiner, 
je Heiner die dem Maaßſtabe zum Grunde liegende Einheit ange 
nommen wird. Dan erhält auf diefe Weife eine ber gegebenen 
ähnliche Figur auf einem Eleineren Raume, und ba ähnliche Figuren 
wie die Quadrate ihrer gleichnamigen Seiten fi) verhalten (20.), 
fo verhält fich auch die Fläche der gegebenen Figur zu der Fläche 
der ihr Ähnlich conftruirten, wie dad Quadrat -der Einheit deö 
Maaßſtabes, nach welchem die Seiten der gegebenen Figur gemeſſen 
find, zu dem Quadrate der Einheit von dem Maaßftabe, nach wel 
chem man die ihr ähnliche Figur conftruirt. Nimmt man z. B. bei 
ber Gonfiruction den. Decimalzoll ald die Länge einer Ruthe an, 
welche 10 Decimalfuß a 10 Zoll halt, fo ift die Einheit der com 
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firwirten Figur = r55 don der Einheit der gemefjenen, und daher 
verhält ſich die Fläche der gegebenen Figur zu der Fläche der con: 
firuirten, wie 1? : (155)? = 1: ra300, die verzeichnete Figur 
bat alfo, wenn die Einheit um dad 100 fache verjüngt wird, nur 
ro50u ber Fläche von der gegebenen. Achnliche, nad verfhie 
denen Maaßftäben aufgetragene Figuren verhalten 
fi zu einander, wie die Quadrate der ihnen zum 
Grunde liegenden Maaßſtaͤbe. Soll alfo eine bereit3 con- 
firuirte Figur nach einem beftimmten Verhaͤltniſſe verjüngt werben, 
fo Fann man den hierzu erforderlichen Maaßſtab aus der gege: 
benen Figur hiernach finden, nur muß hierbei darauf Rüdficht ges 
nommen werden, ob bad Verhaͤltniß auf die gegebene Laͤnge oder 
auf die Flaͤche ſich bezieht. 

Bezieht das gegebene Verhaͤltniß ſich bloß auf die Laͤnge, ſo 
haben die Maaßſtaͤbe daſſelbe Verhaͤltniß. Soll z. B. eine gege 
bene Figur fo verjüngt werben, daß die Seiten 3 der Länge von 
den Seiten der gegebenen Figur erhalten, fo muß auch der Maap: 
ftab derfelben 3 von der Länge des Maaßſtabes der gegebenen Figur 
erhalten, und bie — verhalten ſich alsdann wie 

2: —2 1213 29;: 4. 

Bezieht das — Verhaͤltniß ſich aber auf die Flaͤchen, ſo 
haben die Quadrate der Maaßſtaͤbe dieſes Verhaͤltniß, und es laͤßt 
ſich hieraus die Laͤnge des Maaßſtabes durch Rechnung finden. 
Sol z. B. die Fläche der zu conſtruirenden Figur 3 von der Fläche 
der gegebenen betragen, und man fest bie Länge der Einheit bes, 
zu der zu conflruirenden Figur gehörigen Maafflabed — x für bie 
Länge der Einheit des Maaßſtabes der gegebenen Figur = a, fo 


muß feyn | 
1 ‘ 4 = a? ° x2 
| 2 a? | 6 a? 
12 — — SD 
und daher 


2422 
folglich wird x — N% — > 16 
mb weil !6 = 2,4495 
wid x = — X 2,4495 = ä x 0,8165 


und es ift daher a: x = 1 : 0,8165, 
Auf diefe Weife läßt fich die Länge des Maaßſtabes durch 
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Rechnung finden; man kann denſelben aber auch durch eine geome: 
trifche Gonftruction ermitteln, oder allgemein auf einem fogenann- 
ten quadratifchen Maaßſtabe abnehmen. 


Eintihtung und Gebrauch des quadtatiſchen 
Maaßſtabes. 


Errichtet man auf ab eine Normale am nimmt a 1 — abi 
42 bi5;a3=-b2; aA=-bI ic 
fo ift, wie bereit8 Aufg. 118. Seite 158. be m 
wiefen worden ifl 

(a 2)? = 2 (ab)? 
(a 3)? = 3 (ab)? 
(a 4)? — 4 (ab)? 
(a 5)? — d (ab)? ꝛc. 

Iſt daher ab die Seite einer Figur P 
und a 3 die, berfelben gleichnamige Seite einer 
derſelben ähnlichen Figur Q, fo ift 

p = (ab)? : (a 3)? (20,) 
= (ab)? : 3 (ab)? 

do P:Q.,=1 : 3 

ind daher Q = 3 P. 

Hieraus folgt: wenn ab bie Seie einer 
Figur P if, und es iſt die derſelben gleich⸗ 4 h 
namige Seite q einer aͤhnlichen Figur geges 
ben, fo ergiebt ſich unmittelbar, ein Wievielfahes Q von P if, 
wenn man bie Linie q auf dem Maafftabe am abmißt. Wird 
der Anfangspunft der q an a angelegt und reicht num ber Endpunki 
derfelben bis 5, fo ii Q — 5 P, reiht der Endpunkt von q bis 
7, ſo iſt O = 7Pı. 

Soll umgekehrt die Seite q einer Figur () gefunden werden, 
welche der P ähnlih und = 5 P ift, und ift die der q homologe 

Seite det P— ab, ſo iſt q — a5. 
| Da ferner ähnliche Figuren fih aud wie die Quadrate ber 
Einheiten ihrer Maafftäbe verhalten, fo ift, wenn ab die Einheit 
ift für den Maaßſtab von P, die Einheit des Maafftabes 
fr Q = a 2, wenn Q = 2 P ſeyn foll 
=43 2 Q=-3Ps + 
= a4 :— Q=-A4P s +» % 


— 


nD @» » m @N990 


— 


=: ii 


Allgemein folgt, dag wenn P co Q und P zu Q, wie 2 zu 
5 fich verhalten fol, die homologen Seiten diefer Figuren, und alſo 
auch die Einheiten ihrer Maaßſtaͤbe fich verhalten müffen wie a 2 zu 
a 5, und fo für jedes andere Verhältnig. Man kann alſo mit Hülfe 
des Maafftabes am, welcher ein quadratifher Maafftab ge 
nannt wird, wenn eine Seite oder die Einheit des Maafftabes einer 
Figur P gegeben ift, die gleichnamige Seite oder die Einheit des 
Maapftabes einer ähnlichen Figur Q finden, welche zu P ein gegebenes 
Verhaͤltniß hat. 





Fortſetzung der Aufgaben. 


6, 30. 


Aufgaben von der Eonftruction und dem Gebrauch der 
verfhiedenen Maaßſtabe. 


Aufgabe 501. Eine Seite p einer Figur P ift gegeben; 
man fol die Seite q einer ähnlichen Figur Q finden, bie 3 mal 
fo groß als dieſelbe iR. 


Aufiöf ung. Nimm auf dem quabratifchen Maapftabe die 
Linien a1 und a 3, und fuche zu biefen und ber gegebenen p die 
Ate Proportionale x, fo daß 

1:a3=pıx (12) 
fo iſt x — q bie gefuchte Seite. 


Aufgabe 502. Die Einheit a des Maafftabes ift gegebeit, 
nach welchem eine Figur P aufgetragen iſt; man foll hieraus die 
Einheit des Maapftabed einer ähnlichen Figur Q finden, welche 
5 mal fo groß als P if: 

Aufgabe 503. Eine Figut P iff gegeben, und der Maaps 
tab derfelben, deſſen Einheit = m iſt; es foll der Maaßſtab der 
‚ ähnlichen Figur Q gefunden werden, und ed fol P zu Q wie 3 
zu 5 fich verhalten. 


Auflöfung. Auf dem quadratiſchen Maaßſtabe nehme man 
die Längen a 3 und a 5, ſuche zu dieſen und ber gegebenen m 
die 4te Proportionale, ſo daß 
a3:a5—mix 
fo iſt x die Einheit des Maaßſtabes. 


= 4 - 


Aufgabe 504. Bon einer Figur P ifl die Seite p gegeben; 
‚man foll die Seite q einer ähnlichen Sigur Q finden, daß Pa 
O wie 7 zu 4 fich verhält. 


Aufgabe 505. Eine Figur P ift — von welcher eine 
Seite = pz es ſoll Q der P ähnlich conſtruirt werben, daß die. 
Slähe von Q = 5 P wird. 

Auflöfung Da fen fl Q = $P 

ſo iſt auch 2 — 5P 

und daher P: Q2825 
wenn alſo q die geſuchte ber p homologe Seite ſeyn ſoll, fe iſt 
auf dem quadratiſchen Maaßſtabe a8: ag =pig: 

Aufgabe 506. Die Seite p einer Figur P ift gegeben; & 
foll die gleihnamige Seite q der ähnlichen Figur Q durch Rechnung 
_ gefunden werden, und es foll fyn Q == „5; P. 

Auflöfun Es it P:Q = p?:g? (20) 
dp P:; P=p?:q? 
und daher 10:7 = p*: gq? 


ER 7p2 70p? 
= = 
folglich iſt q 70 : 


g- 5 x 3,367 = 0,8367 X p. 











Aufgabe 507. Man kennt die Einheit m des Maaßſtabes, 
nad) welchem eine Figur P aufgetragen iftz es foll hieraus durch 
Rechnung die Einheit ded Maapftabes gefunden werden, nad web 
chem bie ähnliche Figur Q aufgetragen werden muß, wenn Q = 
25 mal fo groß als P ſeyn fol. 

Auflöfung. Wird die gefuchte Einheit = x geſetzt, fo fin: 
det man x = 1,58 x m, 


Aufgabe 508. Die gleichnamigen Seiten p und q det aͤhn⸗ 
lichen Figuren P und Q find in Zahlen gegeben; man fol hieraus 
berechnen, wie die Figuren P und Q ihrer Größe nach zu einander 
fih verhalten. 


Kuflöfun Es it P:Q = p?:gt 
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Anmerkung. Sind p? und q? große Zahlen, die keinen gemeinſchaftll⸗ 
hen Factor haben, fo kann man einen Näherungswerth für bad Verhaͤltniß von 
P zu Q mittelft der. Kettenbrüche auffuchen. 





Aufgabe 509. Die Seite p ber Figur P if — 17,8 und 
die gleichnamige Seite q ber ähnlihen Figur Q = 23,5 ; wie 
verhalten fih die Figuren P und Q zu einander? 

Antwort. Die Figuren verhalten fi umgefähr wie 4 : 7, 
ober genauer, wie 35 : 61. 


Aufgabe 510. Eine Figur ift nach zwei verfihledenen Maaß⸗ 
ſtaͤben aufgetragen, und es iſt die Einheit des einen Maaßſtabes der 
Pariſer Zoll von 12 franzoͤſiſchen Linien, und die des anderen der 
preußiſche Zoll von 11,6 franzoͤſiſchen Linien; wie verhalten ſich 
beide Figuren ihrer Groͤße nach zu einander? 

Aufloͤſung. Werden die Slächen ber Figuren mit P und 
Q bezeichnet, fo no 
— 122 : 11,6? 

— 144 : 134,56 

— 91:84 

— 900 : 841 

die nah dem franzöfifchen Maaßſtabe aufgetragene Figur verhaͤlt 
ſich daher zu der, nach dem preußiſchen aufgetragenen, ungefaͤhr wie 
15 : 14, ober genauer, wie 46 : 43. 


Aufgabe 511. Auf einem Maapftabe find Sechſtel⸗Zolle 
angegeben; man foll für denfelben einen Nonius conftruiren, fo 
dag mit Hülfe deffelben die Längen bis auf 15 Linie genau gemef 
fen werden fönnen. 

Auflöfung. Der Zoll hat 12 Linien, alfo ift 2 Zoll — 
2 Linien = 20 Zehntel. Der Nonius muß daher fo conftruirt wers 
den, daß man burch denfelben z, ber Einheit bed Maapftabes, 
welche zZ Zoll ift, finden Ffann. Man muß alfo 19 Einheiten von 
3 Zoll entweder oder 21 ſolche Einheiten auf dem Nonius in 20 
gleiche Theile theilen. In dem erften Falle folgen die Zahlen bes. 
Nonius in berfelben Richtung auf einander, wie bei dem Maaß: 
ftabe, und in dem andern Falle müfjen fie in entgegengefegter Rich 
tung auf einander folgend angebracht werben. 

Aufgabe 512. Auf einem Maaßſtabe find Viertel⸗ dolle an⸗ 

gegeben, und es haͤlt jeder Zoll 10 Linien; man ſoll einen Nonius 
35 
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für diefen Maaßſtab conſtruiren, durch welchen die Längen bis auf 
15 Linie genau gefunden werben Fünnen. 

Auflöfung. Die Einheit des Maafftabes ift — + Zoll 
— 1% 10 = 25 Linien = 253 X 10 Zehntel — 25 zehnte 
Linien. Daher müfjen auf dem Nonius 24 oder 26 Theile des 
Maafftabes, von -welchen jeder — J Zoll ift, in 25 gleiche Theile 
getheilt werben. 


Aufgabe 513. Auf dem getheilten Rande eines Winkel: 
meßinftruments find Viertel: Grade angegeben; man foll einen Nos 
nius damit verbinden, durch welchen die Winkel auf eine Minute 
genau fich beftimmen lafjen. 

Auflöfung. Da der Grab 60 Minuten hält, fo ift z Grab 
— 15 Minuten. Auf dem Nonius muß man daher 1% oder 16 
Diertel:Grade in 15 gleiche Theile theilen. 


Aufgabe 514, Ein Winkelmeßinſtrument giebt unmittelbar 
Zwölftel: Grade an; es fol ein Noniud damit verbunden werben, 
durch welchen jeder Winkel auf 10 Secunden genau fich ermits 
teln läßt. 

Auflöfung Es:ift „, Grad — 5 Minuten — 5 . 60 
— 300 Secunden —= 30 x 10 Secunden. Daher müfjen auf 
dem Nonius 29 oder 31 Theile, von welchen jeder ein Zmölftels 
Grad ift, in 30 gleiche Theile getheilt werden. 


Aufgabe 515. Auf dem getheilten Rande eines Winkel: 
meßinfiruments find Zwanzigftel: Grade angegeben; man fol einen 
Nonius damit verbinden, durch welchen Die Winfel auf 5 Secunden 
genau ſich beflimmen laſſen. | 

Auflöfung. Es iſt „5 Grad = 3 Minuten = 3 . 60 Se 
cunden ⸗ _ = 36 mal 5 Secunden. Auf dem Nonius 
müffen daher 35 ober 37 Theile bed Randes in 36 gleiche Theile 
getheilt werben. 

Aufgabe 516. Mit einem Maaßftabe, auf welchem Fünftel: 
Zoll angegeben find, ift ein Nonius verbunden, auf welchem 21 
Theile des Maafftabes in 20 gleiche Theile getheilt find, melde 
Genauigkeit giebt diefer Nonius, wenn der Zoll in 10 Linien ges 
theilt wirb? 

Auflöfung. Jeder Theil des Nonius if = 1+ 75 
von einem Theile bed Maaßſtabes, der = + Zoll iſt. Jeder Theil 
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des Nonius ift alfo um Js X 5 = 105 Il = ri X 10 ki. 
nien = 775 Linie größer ald ein Theil des Maaßſtabes. Folglich 
giebt der Nonius die Längen bis auf zu Linie genau. 


Aufgabe 517. Auf einem Maapftabe find Achtel=Zoll ans 
gegeben, und e3 ift mit demfelben ein Nonius verbunden, auf wel 
chem 29 Theile des Maaßſtabes in 30 gleiche Zheile getheilt find; 
welche Genauigkeit giebt diefer Nonius, wenn der Zoll in 12 Linien 
getheilt wird? 


Auflöfung. Jeder Theil des Nonius t=23=-1— SZ 
der Einheit des Maaßſtabes. Der Unterfchieb — Theile ift alfo 
315 von # Zoll, und es ift diefer Unterfchied daher = 75 X 
> 12 Linien = 25% = z5 Linie. Folglich giebt der Nonius die 
Längen bis auf z'5 Linie genau. 

Aufgabe 518. Auf einem Winkelmeßinftrument find Bier: 
tel⸗Grade angegeben, und auf dem damit verbundenen Nonius find 
44 folche Theile in 45 gleiche Theile getheiltz welche Genauigkeit 
gewährt dieſer Nonius ? 

Auflöfung. Es ift jeder Theil des Nonius = 3 =1 
— 77 von einem Theile ded Randes; der Unterſchied ift alfo = 
a5 x + Stab = „5 x 3 x 60 Minuten = SG = + Minus 
ten = 20 Secunden. Mittelft des Nonius wird alfo jeder Winkel 
auf 20 Secunden genau gefunden. 


Aufgabe 519. Auf einem Zrandporteur find halbe Grade 
angegeben, und ed ift mit demfelben ein Nonius verbunden, auf 
welchem 16 von diefen halben Graben in 15 gleiche Theile getheilt 
find; mit welcher Genauigkeit kann man durch diefen Zransporteur 
einen Winkel mefjen? 


Auflöfung. Jeder Theil des Nonius ift = 15 = 14 rs 
von einem halben Grade. Der Unterſchied iſt alfo „; XGrad 
= 15 x 30 Minuten = 2 Minuten, Mit Hülfe eines’ folchen 
Zransporteurd wird alfo jeder Winkel auf 2 Minuten genau ges 
funden. 


Aufgabe 520. Auf einem Winkelmeßinftrumente find Zwan⸗ 
zigftel: Grade angegeben, und auf dem damit verbundenen Nonius 
find 46 Theile des Randes in 45 gleiche Theile getheilt; welche 
Genauigkeit läßt ſich hierdurch erreichen? 

Auflöfung. Es ift ein Theil des Nonius — 4 = 1-7; 

35 * 
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von einem heile ded Randes, alfo von „', Grad. Der Unter: 
ſchied ift folglich — 

a5 X 25 Grad = 5 x 3 Minuten = „; Minute = ;, X 
60 Seunden = 4 Secunden. Mittelft diefer Vorrichtung kann alfo 
jeder Winkel auf 4 Serunden genau gefunden werben. 


XXX. Das Wefen der Aufgaben von der Gonfruciim 
ähnlicher Figuren. 


Die Conſtruction ähnlicher Figuren ift das Wefentlichfte bei 
bem Gebrauche der Geometrie. So iſt 3. B. dad Auftragen einer 
auf dem Felde gemeffenen Figur, mittelft eines verjüngten Map 
ftabes, nichts Anderes, ald das Entwerfen einer der gemefjenen aͤhn⸗ 
lichen Figur. , Die Aufgabe, durch welche gelehrt wird , wie ähm: 
liche Figuren ſich conftruiren laffen, müffen daher zu den wichtigfien 
Aufgaben der ganzen Geometrie gerechnet werden. 

Iſt eine Figur gegeben, und fol eine ihr ähnliche verzeichnet 
werben, fo muß von der zu confiruirenben entweber eine Seite ge 
geben feyn, oder fie ift ihrer Größe nach beftimmt. Das BVerfab: 
ren, durch welches in beiden Fällen die verlangte Figur gefunden 
wird, ift in den Säben 18 und 25 angegeben. Für die Anwen: 
dung find hierbei folgende Säle zu unterfcyeiden: 

1) Iſt eine Figur bereits confiruirt, und fol eine berfelben 
"ähnliche Figur über. einer gegebenen Linie verzeichnet werben, jo 
läßt fich hierbei unmittelbar das in dem 1Sten Sage angegebene 
Derfahren anwenden, welches dem Weſen nach bariu befteht, daß 
man die Figur in Dreiede zerlegt, und jebes derfelben aus einer ge 
gebenen Seite und den beiden anliegenden Winkeln verzeichnet. Eine 
hierbei anwendbare Abkürzung ift in ber Anmerdung zu Sat 18. 
angegeben, und ed befteht diefelbe darin, daß man der gegebenen 
Seite eine, der Ihr gleichnamigen Seite der gegebenen Figur pas 
rallele Lage giebt, und nun die Seiten und gezogenen Diagonalen 
parallel abfchiebt. 

Diefe Aufgabe findet ihre Änwendung, wenn eine gegebene 
geometrifche Zeichnung, z. B. eine Charte oder ein Plan, verjüngt 
oder vergrößert werben fol. 

2) Iſt die Figur, für weldhe eine ähnliche conftrwirt werben 
ſoll, nicht unmittelbar auf dem Papier gegeben, fondern find flatt 
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beffen bie erforderlichen Beftimmungsftüde in Zahlen ausgebrüdt, 
bekannt, kennt man alfo die Länge der zu den Beflimmungsftüden 
gehörigen Seiten und. die zu denfelben gehörigen Winkel ihrer Größe 
nach, fo wird die Conflruction mit Hülfe des verjüngten Maaß— 
ftabes und des Zrandporteurs ausgeführt. Die Seiten werben nad) 
dem Maapftabe aufgetragen, und die Winkel mit Hülfe des Trans: 
porteurd an den gehörigen Stellen angefeßt. Hierbei gilt allgemein 
als Regel, dag von einer nfeitigen Figur (2 n — 3) Beftim- 
mungs ſtuͤcke gegeben ſeyn müfjen, wenn diefelbe foll conftruirt wer: 
den können. Da übrigens die in Zahlen gegebenen Seiten oder Dias 
gonalen der Figur mit Hülfe des Maaßſtabes als Linien ſich ange: 
ben lajjen, und die ihrer Größe nach gegebenen Winkel mittelft des 
Ztansporteurd fich unmittelbar angeben laffen, fo koͤmmt eö bei der 
Auflöfung einer folhen Aufgabe immer bloß darauf an, aus unmittels 
bar in hinreichender Anzahl gegebenen Beftimmungsftüden einer Fi⸗ 
gur, diefe zu confiruiren, wozu bereits vielfach die Anleitung gegeben 
ift, und ins Befondere findet man die hierbei anwendbaren Saͤtze, 
$. 2. Seite 11%, $. 4. Seite 125 und $. 6, Seite 135 ıc. 

Diefe Aufgaben finden ihre Anwendung, wenn eine auf dem 
Felde dadurch aufgenommene Figur, daß man Seiten und Winkel 
derfelben gemefien hat, nun aufgetragen und hierdurch eine Zeichs 
nung berfelben entworfen werden fol. 


Anmerkung. Iſt die auf dem Felde aufzunehmenbe Figur nicht zu groß,- 
fo vermeidet man es, Winkel zu meffen, fonbern man mißt ſtatt berfelben Dias 
gonalen, und hat fo den Vortheil, daß bei dem Auftragen der Zransporteur nicht 
gebraucht wird, fondern nun jedes ber Dreiede, aus welchen bie Figur beftcht, 
durch die brei gegebenen Seiten beffelben conftruirt werben Tann. 


Sol eine Figur conftruirt werden, die einer gegebenen ähnlich 
ift und die eine beflimmte Größe hat, fo kann diefes zwar immer 
nach Anleitung des 25ften Satzes gefchehen, indefjen Fönnen bier 
noch folgende Fälle unterfchieden werden: 

3) Iſt die Größe der zu entwerfenden Figur in Zahlen gege: 
ben, fo muß auch der Inhalt der Figur, welcher fie ähnlich werden 
fol, in Zahlen gegeben feyn, und man kann nun eine Seite der 
zu entwerfenden Figur durch den Sat finden: aͤhnliche Figuren 
verhalten fih ihrer Größe nach zu einander, wie ‚bie Quadrate 
gleichnamiger Seiten berfelben. Es können alfo hierbei bie Auf: 
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gaben 501 — 10. angewendet werben, und bie Aufgabe wirb hie: 
durch auf den Fall Nr, 1. zurüdgeführt. 

Diefe Aufgabe findet ihre Anwendung, wenn man auf bem 
Felde eine Figur von einer beflimmten Form abfteden will, die eine 
gegebene Größe haben fol. 

4) Sind endlih, wie bei dem 25 ften Satze, zwei Figuren C 
und D wirklich gegeben; und foll die zu conftruirende der einen C 
ähnlich, und ber anderen D gleich werden, fo läßt fih im Allgemei: 
nen die Aufgabe nach der Anleitung in dem Zufage zu Satz 2. 
Iöfen, und ed kann diefe Auflöfung in einzelnen Fällen abgekürzt 
werden, wenn die Form, welche die Figur erhalten fol, von der Art 
ift, daß eine einfache Formel für ihren Inhalt fi angeben läßt. 

Diefe Aufgabe läßt fich vielfach bei der Auflöfung fchroieriger 
Aufgaben dadurch benußen, daß man die zu Töfende Aufgabe um: 
Fehrt, und hierdurch eine Figur erhält, Die der gefuchten aͤhnlich 
ift. Mehrere Anwendungen hiervon enthalten die Aufgaben in ber 
folgenden Beilage. 





“ 


Die beiden Aufgaben Sat 18. und 25. find, wie aus dem 
Borhergehenden fich ergiebt, rein praftifch; die noch übrigen Aufgaben 
aber, Sat 28. und 29. dienen ald Grundlage zur Erweiterung ber 
Theorie. Der eigentliche Zweck derfelben ift, eine für alle Fälle 
anwendbare Methode zu begründen, durch welde alle 
geometrifhe Aufgaben fih loͤſen laffen, die, algeb: 
raiſch behandelt, zueiner quadratifhen Gleihung füh 
ren. Diefe Aufgaben fchliegen ſich daher unmittelbar an die beiden 
Aufgaben Sat 11. und 14. des 2ten Buches an, durch welche eben 
biefer Zweck für den Fall erreicht wird, wenn eine Aufgabe zu einer 
einfachen quadratiſchen Gleihung von einer der Formen führt 

x? + ax — A 
x2 — ax — A 
und ax — x? —- A 
wie in der Beilage X. Seite 204 u. f. nachgewiefen wirb. 

Die Aufgaben Sag 28. und 29. des 6ten Buches, follen dazu 

dienen, eine Aufgabe auch in dem Fale auflöfen zu Eönnen, wenn 


x⸗ mit einem Goüfficienten von der allgemeinen Form Fr verſehen 


iſt, wo 3 und « gegebene Linien find, Es enthalten dieſe Aufga— 
ben daher die des zweiten Buches als beſondere Faͤlle unter ſich. 
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Die Aufgabe Satz 28. lautet: 

Es ſoll an einer gegebenen Einie ‚ab ein — ae 
entworfen werben, dad einer gegebenen Figur GO: gleich, und deſſen 
Ergänzung einem gegebenen Parallelogramme A ähnlich if. 





Wird hier A als ein Nechtet angenommen, befien Seiten « 
und 8 find, fo ift auch C ein Rechteck, und es iſt — da die 
Ergaͤnzung be —8 A feyn fol 

«e:ß=bd:de 
und — für bdi=x Ä 
a:ß=x:(de) 


folglich if (de) = = 


Sept man nun bie gegebene ini ab = a, fo iſt, weil bd 
= 2 ſeyn ſoll, ad ⸗ a — x 
und da ad de 20 
ſo iſt auch a-2.*=6 
und dieſes giebt die quabratifche Gleichung 
B . ax — [2 x2 = G 
& & 
welches die Gleichung Nr. 3. Seite 208. in einer allgemeinern Form 
ift, und man erhält hieraus den dort berüdfichtigten Fall, wenn A 
ein Quadrat ift, denn in dieſem Falle wirde « = ß, und die Gleis 
hung wird 
ax — x? = C. 


Zufag. Diefe Gleichung fowohl, ald bie allgemeinere 
[4 AX —— B . oe G 
[64 [74 
führt nicht in allen Fällen zu einem reellen Refultate, und es ift 


daher nothwendig, die Bedingungen feftzuftellen, unter welchen fie 
benußt werden kann. Dieſes nun gefchieht durch den der Aufgabe 
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Sat 28. vorhergehenden Lehrſatz, Sat 27., ber aus ber allgemeinen 
Gleihung fich, wie folgt, ableiten läßt. 
Die aflgemeine Gleichung ift 
ß- ß 


.-. ‚ıx— _,.:C 
& & 





x 5% 


md 2 — ar — 2 ,C 
oder wenn man a = 2 m ſetzt 


. 2 —- 2m — ..C 
bierzu m? = m? 





giebt ”- 2m hmmm n.C 
alfo (x — m)? mi. .C 
und weil m 5.6.m 
| CBat 202 22.22. 222.27 
nämlich &8 it (x — m)? = = [£ m? — c] 
ba nun hieraus folgt x — m — [LP m —cC] 


| ß 
fo ergiebt ſich zugleitb, baß nicht feyn darf \ 
c> £ 
weil fonft ber Ausdrud unter dem Wurzelzeichen negativ wird, und 
Daher alsdann x Feinen reellen Werth erhalten kann. 
Die Beſchraͤnkung für den Gebrauch der Gleichung, zu wel 
her die Aufgabe Say 28. führt, ift alfo, es darf nicht feyn 


CSPL;. 
ce 


m? 


Da nun abe ab = a = 2 m geſetzt wurbe, fo ift m bie 
halbe Linie ab, und befchreibt man über diefe halbe Linie ein Rechted, 
aͤhnlich A, und ſetzt die zweite Seite dieſes Rechteds — z, fo iſt 
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ae: ß=mitz 


ß 


alfo z — m 
& 


und daher ift, wenn man den Inhalt diefed Nechteds mit z 
bezeichnet. 
ZL = uns — 
& & 


Da nun nicht feyn darf 
G>£.m 
o darf auch nicht feyn 
fo darf auch nicht fi — 


Das an ab zu entwerfende Rechteck — C, deſſen Ergaͤnzung 
aͤhnlich A ſeyn fol, darf alſo nicht groͤßer ſeyn, als bad der Er: 
gaͤnzung und alfo auch A ähnliche Rechteck Z, welches über ber 
halben Linie- ab befihrieben werden Tann, und Bien ift der 
27ſte Satz. 


Die Aufgabe Satz 29. lautet: 

Es ſoll an einer gegebenen Linie ab ein Parallelogramm ae 
entworfen werden, dad einer gegebenen Figur G glei, und deſſen 
Ueberſchuß einem ‚gegebenen N A aͤhnlich ift. 


Wird bier, wie bei ber — — A — ein Rechtee 
angenommen, deſſen Seiten « und 4 find, fo ift auch C ein Rechteck, 
und es iſt nun, ba ber Ueberfchuß be A fen foll 

ü&: ß == bd: ‚ de 


und daher für bd — x 
. a:Bß=x:(de) 


folglich ift (de) — — 


Setzt man alſo die gegebene Linie 4 = 4, fit ad = 
x-+- a, und ba 





adxde=C 
fo ift auch arax® =.C6 
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und dieſes giebt die quadratiſche —— | 
£ . x? - 4 Ax — G 


welches die Gleihung Nr. 1. Seite 208. in einer allgemeinen Form 
ift, und man erhält hieraus den dort angegebenen Fall, wenn ber 
Ueberſchuß ein Quadrat werden fol, wenn alſo «= ßBif. Bi 
diefer Vorausſetzung wird die Gleichung 

x? + aX == C. 

Auf dieſen Zuſammenhang dieſer Aufgaben des Gten Buche 
mit denen des zweiten Buches wird uͤbrigens ausdruͤcklich durch die 
Aufgabe Sag 30. aufmerkſam gemacht, welche den 11ten Sat de 
2ten Buches enthält und nachweifet, wie dieſe Aufgabe. bloß einen 
befonderen Fall von dem 29ften Sage begreift. | 

Bufag. Gebt man indem Rechteck ae — C bie verlängerte 
Linie ad — x, fo wird, weil ab — a fyn fol,hbd= x — 3, 

und da «a:ß=bd:de 
fit <:ß=x-—a: (de) 
alfo (de) = e 56 — a3, 
und da adxde = C 
fo iſt auch x x ex.) = C 


welches die quabratifche Gleichung giebt 
2 . xꝰ — 2 .ax — Ü 
& & 
und dieſes ift die allgemeine Form ber Gleichung Nr. 2. Seite 208. 
Anmerkung. Aus ber hier mitgetheilten Erläuterung geht hervor, baf 
bie beiden Aufgaben Gag 28, und 29. benugt werben können, um jede geomt: 


triſche Aufgabe mittelft derfelben zu löfen, bie, algebraifch behandelt, zu einer ber 
quadratifchen Gleichungen führt | 


1) Et t+f,x=c 

2) PR ae: REN, 
& X 

8) et ur 
& & 


wo a, m und 4 gegebene Linien und C eine gegebene Fläche ift. 
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XXXI. Aufgaben, die mit Hülfe der Sätze des 
ſechſten Buches ſich löſen laſſen. 


— 


$. 31. 


Aufgaben, deren Auflöfungen von einfachen Proportionen 
abhängen. rs 

Gehen drei gerade Linien von einem Punkte m aus, und wers 
den in der einen mn diefer Linien. beliebig zwei Punfte p und q 
angenommen, und zieht 
man von diefen Punkten 
pa und gb pri, an 
me und pa, qß pri. 
an mk, fo daß alfo iſt 
pa prll. gb und pe 
pi. qP 
fo ftehen die erfteren dies 
fer beiden Linien in dem⸗ 
felben Verhältniffe zu 
einander, wie die lebte: 
ren. Es ift alfo 
pa:gb= pe: qß 

Beweis. Da pa pri. qb, fo ift 

mp:mg=pa:gb (4) 
und weil pa pril. qß, fo ift au | 

mp:mgq=pa:qß (4) 
und folglich pa:qb=pa:gqß (V. 11.) 
Zufag Da pa:gb=pa:gqß 

und Lapa« = I_bqß 

fo ifl, wenn man a« und bP zieht 
Aap« w Abqß 6.) 
und ed ift daher ap: bq = au: bB 
und aa prll. bB. 

Die von a und b der me an.mn gezogenen Parallelen ap, 
bq find alfo auch den an mk gezogenen Parallelen au und b£ 
ebenfalls proportionirt. 

Anmerkung. Diefer Lehrſatz laͤßt fich bei ber Auflöfung vieler Aufga— 
ben mit gutem Erfolg benugen, wie aus ben Aufgaben bes gegenwärtigen $., 
beren Auflöfungen auf biefem Sage beruhen, ſich ergiebt. 
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Aufgabe 521. Ein Dreieck abe iſt gegeben; man fol ein 
Quadrat befchreiben, deſſen eine Seite in bc liegt, und von welchen 
zwei Eden in ben Seiten ab und ac bes Dreiecks fich befinden. 

Auflöfung. Ziehe die 
Normale ae des Dreieds, nimm a p 
ed = ae, vollende das Quas | 
drat aedp, ziehe bp und durch 
q die ga prll. pa und qö pri. | 
pd, und ziehe. endlih &«ß prll. | 
ae, fo ift «qöß das verlangte b edc dd 
Quadrat. 

Beweis. Da ge prll. pa und qö prll. pd, fo iſt 

ge: qgö=pa: pd 
danın pa= pd (p.c.) 
fo it auh ga — qõ 
und La«qö = Lapd = R° 
alfo «qöß ein Quadrat. 


Aufgabe 522. Man fol in einen Kreisausfchnitt ein Qua: 
brat fo hinein zeichnen, daß zwei Eden beffel: 
ben in dem Kreisbogen, und bie beiden übris 
gen in den Radien des Ausſchnitts Liegen. 

Auflöfung. Biche bie Sehne ab 
bes Ausſchnitts ach, befchreie über ab 
das Quadrat abnm und ziehe cm, cn, 
fo fchneiden diefe Linien den Bogen ab in 
p und q, fo baß pq bie Geite des geſuch⸗ 
ten Quadrats wird. 


Aufgabe 523. Man fon in einen Kreisausfchnitt ein Qua⸗ 
drat fo hinein zeichnen, daß eine Seite des Quadrats in bem Ru 
bius ca liegt, eine Ede in cb und eine in 
bem Bogen ab. | 

Auflöfung. Bon b fälle auf ac bie 
Normale bd, verlängere ca, nimm dn — bd 
und vollende das Quabrat bdnm. Berbindet 
man nun c mit m und zieht durch p die p« 
parallel mn und pß parallel mb, und endlich 
aud By parallel mn, fo iſt payß bad ges 
fuchte Quadrat, 
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Aufgabe 524. In einem Kreisabfchnitt fol man ein Qua: 
drat hinein zeichnen, fo daß die eine Seite des Quadrat in der 
Sehne des Abfchnitts liegt, und zwei Eden beffelben in dem dazu 
gehörigen Kreisbogen. 

Auflöfung. Wird über der ganzen Sehne ein Quadrat bes 
fhrteben, und verbindet man die außerhalb der Sehne liegenden 
beiden Eden deffelben mit dem Halbirungspunfte ber Sehne, fo fchneis 
den diefe Verbinbungslinien den Kreißbogen in ben beiden Punkten, 
in welche dad zu befchreibende Quadrat den Kreisbogen trifft. 


Aufgabe 525. Ein Winkel acb mit begrenzten Schenfeln 
ca und eb ift gegeben; man foll in diefen Schenkeln die Punkte 
aund ß fo beflimmen, daß wenn man «ß zieht, aß = aa 
= ßb wird. | 

Auflöfung In ac nehme 
man beliebig einen Punkt m, mache 
bn = am, ziehe durch n die np 
prll. ba und fchlage aus m mit ma 
einen Bogen, ber die bn in p 
fgneidet. Wird hierauf a mit p 
verbunden und ap verlängert, bis 
fie die bc in ß fchneidet, und zieht 
man hierauf «ß pril. pm, fo find 
die hierdurch beftimmten Punkte ß 
und & die gefuchten. 


Aufgabe 526. Innerhalb eines Winkels ift ein Punkt p 
gegeben; man foll einen Kreis befchreiben, deſſen Umfang durch p 
geht, und ber beide Schenkel des Winkels berührt. 

Auflöfung. Halbire den 
‚ gegebenen Winkel acb durch die 
Linie cd. Bon irgend einem 
Punkte m der cd fälle die Nor: 
male ma auf den einen Schehs 
fl ca und befchreibe mit ma 
einen Kreis, fo berührt biefer 
beide Schenkel des Winkels 
(IV. 4.) Man ziehe cp und 
hierauf gm; wird nun buch 
p die pn parallel qm gezogen, 
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fo iſt n der Mittelpunkt und np der Radius des zu befchreiben- 
den SKreifes. 

Anmerkung. Es giebt auch einen zweiten Kreis, der den Bebingumgen 
der Aufgabe entſpricht. Der Mittelpunkt defjelben wird gefunden, wenn man 
mo zieht und durch p eine Parallele mit mo, bis fie bie cd trifft. 





Aufgabe 527. Ein Winkel ift gegeben und innerhalb deſſel⸗ 
ben ein Kreis k der Größe und Lage nach, man foll einen Kreis bes 
fchreiben, der k und beide Schenkel des Winfeld berührt, fo daß k 
und ber befchriebene Kreis außer einander liegen. 


Auflöfung. Iſt R der Radius von k, fo ziehe man mit 
beiden Schenteln des Winkel Parallelen in einem Abftande — R, 
die außerhalb des Winfeld liegen, und fuche den Mittelpunkt des 
Kreifes, der diefe Parallelen berührt, und durch den Mittelpunkt des 
gegebenen Kreifes geht (Auf. 526.), fo ift diefer Mittelpunkt zugleich 
auch der des gefuchten Kreifes. 


Aufgabe 528. Ein Winkel ift gegeben und innerhalb deſſel⸗ 
ben ein Kreis k der Größe und Lage nah; man foll einen Kreis 
befchreiben, der beide Schenkel des Winkels berührt, und auch k, 
fo daß k innerhalb des zu befchreibenden Kreifes liegt. 


Aufgabe 529. Es find zwei Kreife k’ und k' der Größe 
und Lage nach gegeben; man foll zwiſchen denfelben eine gerade 
Linie durchziehen, die beide Kreife berührt. 

Auflöfung Man ziehe bie 
Radien ca und ya prül., aber in ent: 
gegengefeßter Lage, verbinde a mit « 
und ziehe cy, fo fihneiden fich Die Linien 
ac und cy inx, fo daß, wenn man 
von x eine Tangente xm an k’ zieht, 
diefelbe ruͤckwaͤrts nach nn zu verlängert, 
auch k' berührt. 

Beweis. Ziehe cb an den Bes 
rührungspunft b der xm und von 
die Normale yß auf xn, fo ift 

xc:xy=cb:yß 
aber auch xc:xy= ca:ya 








alſo cb:7B = ca: yı 
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Da mıncb = ca, fo ift auch „B = ya, alfo yß ein Ras 
dius des Kreiſes k”, und da yß normal auf xn fieht, fo it xn 
Tangente diefes Kreifes. 


Aufgabe 530. Zwei Rreife k’ und k' find ber Größe und 
Lage nad) gegeben; es foll eine getade Linie gezogen werden, bie 
beide Kreife fo berührt, daß beide us einer und bderfelben Seite 
diefer Linie liegen. 


Aufgabe 531. Zwei Kreife k’ und k" find der Größe und 
Lage nad) gegeben; es foll eine gerade Linie fo gezogen werben, 
daß fie den Kreis k’ berührt, und k" fo fchneidet, daß ein der 
Größe nad) gegebenes Stud — S der Linie, Sehne diefed Kreis 
fe wirb. 

Analyfis. Da S ber Größe nad gegeben ift, fo ift auch 
der Abftand diefer Sehne von dem Mittelpunfte des Kreifes k'' ges 
geben, und befchreibt man in diefem Abftande von dem Mittelpunfte 
einen Kreis, fo muß die zu ziehende Linie diefen Kreis berühren, 
aber auch k’ foll die Linie berühren; die Aufgabe läßt fich daher 
immer auf eine der beiden vorhergehenden zurüd führen. 


Aufgabe 532. Zwei Kreife k’ und k’ find der Größe und 
Lage nad gegeben; es foll eine gerade Linie durch dieſe Kreiſe 
gezogen werden, fo daß ein Stüd S’ diefer Linie, Sehne von k', 
und ein ebenfalld gegebenes Stud S“, Sehne von k" wird. 


Aufgabe 533. Es ift ein 
Winfel ach gegeben, und ein 
Punkt p; man foll einen Kreis 
befhreiben, defjen Umfang durch 
den Punkt p geht, der den einen 
Schenfel ca des Winfeld ach 
berührt, und den andern Schen- 
tel cb fo fchneidet, daß der zu 
dem abgefchnittenen Bogen gehoͤ⸗ 
rige Gentriwinfel einem ebenfalls 
gegebenen Winkel p gleich ifl. 

Auflöfung Aus dem 
Scheitel ded gegebenen Winkels 
p beichreibe mit einem beliebigen 
Radius einen Kreis und ziehe die 
Sehne mn. Hierauf befchreibe 
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man mit demſelben Radius einen Kreis «dB, der ca berührt und 
cb fo fchneidet, daß ein Stüd Bö,= mn Sehne biefed Kreifk 
wird (Aufg. 237.), verbindet man nun c mit p, zieht von c bdurd 
den Mittelpunkt q eine Linie, zieht den Radius qy, und durch p 
berfelben parallel die px, welche bie cl in x fehneidet, fo iſt x de 
Mittelpunkt und xp der Radius des gefuchten Kreifes. 


Aufgabe 534. Es ift ein Winkel gegeben, und ein Punkt 
p; man foll einen Kreis befchreiben, deſſen Umfang durch p geht, 
und der die Schenkel des gegebenen Winkels fo fchneidet, daß bie 
auf den abgefchnittenen Bogen ftehenden Gentriwinkel zwei ebenfalls 
gegebenen Winkeln p' und @'' gleich find. 

Auflöfung. So wie bie vorige Aufgabe auf Aufg. 237. 
zurüdgeführt werden kann, eben fo läßt ſich die gegenwärtige auf 
Aufg. 242, zuruͤckfuͤhren. 

Aufgabe 535. Ein Winkel ift gegeben, und ein Kreis k 
ber Größe und Lage nach; es foll ein Kreis befchrieben werben, der 
k und einen Schenkel des Winkels berührt, den andern Schenkel 
aber fo fchneidet, daß der zu dem abgefchnittenen Bogen gehörige 
Gentriwinfel einem ebenfalls gegebenen Winkel p gleich if. 

Aufgabe 536, Ein Winkel ift gegeben, und ein Kreis k 
der Größe und Lage nach; man foll einen Kreis befchreiben, der k 
berührt, die beiden Schenkel bed gegebenen Winkel aber fo ſchnei⸗ 
det, daß die zu den abgefchnittenen Bogen gehörigen Gentriwinkel, 
zwei gegebenen Winkeln p' und @'' gleich find. 


$. 32. 
Eonftruction der Figuren in Figuren, 


Aufgabe 537. Um ein gegebenes Dreied «By fol ein an 
bere® ABC, welches dem eben: 
fallö gegebenen Dreied ab c ähn: 
lich ift, fo befchrieben werben, daß 
BC mit «y einen gegebenen 

Auflöfung. Sebe any 
ben Winkel 9 an und an belies 





u 


bige Punkte der angeſetzten Linie die Winkel c und b, und ziehe 
bierauf durch 8 eine Linie pell. cn und durch » eine Linie pri. bm, 
fo wird hierdurch das verlangte Dreied ABC erhalten. 


Aufgabe 538 Man fol in ein’ Dreier abe ein Dreieck 
hinein zeichnen, das einem anderen gegebenen Dreleck aßy ähnlich 
ift, und das eine foldhe Lage hat, daß bie der &y gleichnamige 
Seite, die bc unter einem gegebenen Winkel fchneidet. 

Auflöfung. Belhreibe um Aaßydad AABCw Aabe, 
fo daß 1_ Bay — 9 (Aufg⸗ 537.), theile hierauf be nach dem: 
felben Berhältnig, nach. welchem BC in & getheilt if, ba nad) dem 
Berhältnig wie BA in y, und ac fo wie AG in B getheilt iſt, 
fo geben die drei Zheilpunfte die Cden des hinein zu zeichnenden 
Dreieds. 


Aufgabe 539. Um ein gegebenes Dreied «By fol ein dem 
gegebenen Aabe ähnliches Dreid ABC fo verzeichnet werden, 
daß BC in a nach demfelben ae getheilt wird, nach wel: 
them bc in m getheilt ift. 





— Albers am und At Br nun ſeyn fe 
cm: mb —= Ca: æB 
fo ift auch verbunden DER 
ch: — CB CH 
alfo verwechſelt 
.cb: 'OB= =em: Ca 


Yen m 


und” da 8 C=LlLe 
fo iſt ACAs Acam 
und daher | CAa =: cam —22 
und aus :gleihen Grütiden IL BAd EL. bamiı“ a: 
Nun iſt Aabe And der Punkt m srachen alfe — die 
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Winkel cam und bam, folglich find and die Winkel gegeben 
GA«:und BA, abet auh Außy iſt gegeben, und daber «aß, 
ay und L Bay; folglich kennt man von dem Viereck aßAy, 
zwei Seiten «ß, «y, ben von denſelben eingeſchloſſenen Winkel Bay 
und die Winkel 3Ac und yAc, welche die Diagonale « A mit ben 
unbekannten Seiten bildet, folglich iſt das Viered «BAy gegeben 
(Aufg. 318.), und: hierdurch auch bag ‚um «Br zu bejichreibende 
Died ABC. 

Auflöfung. Ans aß, a, L Bay, 1. $ßA@ | cam 
mb I yAa — 1 bam,:befchreibe dad Viereck aß Ay (Aufg. 
318:), an irgend’ einen Punkt: dev verlängerfen Ay fege den 
Winkel b des gegebenen Dreiedd abc an, und ziehe mit bem zwei: 
ten Schenkel diefes Winkeld durch « eine Parallele, fo erhält man 
hierdurch das um «By. zu.befcreibende Dreied : ABC in der, der 
Bedingung der Aufgabe entfprechenden Lage, 

Aufgabe 540. In ein. gegebened Dreied abc fol ein dm 
ebenfall8 gegebenen A«ßy aͤhnliches Dreied fo hinein gezeichnet 
werden, daß die der « gleichnamige Spige bed hinein zu zeichnen: 
den Dreiedd in dem Punkte m liegt. 

Auflö fung.’ Befchreibe um Aaßy en AABC w Aal, 
fo daß BC in « nad demfelben Berhältnifje getheilt wird, wie bc 
in ın getheitt ift (Aufg. 539.) theile hierauf ac und ab, eben fo 
wie AC und AB in B und y getheilt find, fo geben die Zeil: 
punkte die Lage für die Eden des zu conftruirenden Dreieds. 

Aufgabe 541. Man foll in ein gegebenes Dreied ein gleid: 
feitiged Dreieck ſo eintragen, ‚daß die. eine. Ecke deflelben in einem 
beftimmten Punkte ded Umfanges von dem gegebenen liegt. 

Aufgabe 542. Man foll um ein gegebened Dreied «dr 


ein dem Aabc ähnlihes ABC fo beflhreiben, dag BC in * 
Punkte & halbirt wird. 


Aufgabe 543. In ein gegebenes Dreieck ſoll ein aͤhnliches 
beſchrieben werden, deſſen eine Ecke in einem beſtimmten Punkte 
des Umfanges von dem gegebenen liegt, und die anderen beiden Eden 
follen in den beiden übrigen Seiten des gegebenen Dreiedcs liegen. 

Aufgabe 544.. Man fol in ein gegebened - Dreied a«ßy ein 
dem Aabe aͤhnliches fo verzeichnen, daß zwei Seiten dieſes Dreieds 
mit der ‚einen, Seite des gegebenen gleiche Winkel bilden. 


L 
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Aufgabe 6546. Es iſt ein Winkel gegeben und ein Punkt; 
man ſoll von dieſem Punkte aus zwei Linien an beide Schenkel des 
Winkels ſo ziehen, daß, wenn man die Punkte, in welchen dieſe 
Linien die Schenkel treffen, mit einander verbindet, das hierdurch 
gebildete Dreieck einem gegebenen Dreieck aͤhnlich wird, 

Analyfis. Iſt adb 
der gegebene Winkel, c der 
gegebene Punft und abc 
das gefuchte Dreied cv 
Naßy, fo find die Winkel 
m und n gegeben, und 
vollendet man das Biere 
ayßö co acdb, fo it 
auh I_ady = m und 
I_ß5y = n. Da nun 
auh Aapßy gegeben ift, 
fo ift Viereck ayöß gegeben; folglich auch das — Viereck 
acdb, in welchem die gegebene Linie cd gleichnamig yõ if. 

Auflöfung. Beſchreibe das Viereck «y8 (Aufg. 318.), 
ziehe cd umd febe an c den Winkel dea = L_öya und I_dcb. 
— Öyß, fo ift das Verlangte gefchehen. 





Anmerkung. Man kann in |_ noch ein zweites Dreicd od Aaßry 
fo einzeichnen, daß daffelbe die — Lage erhaͤlt, alſo daß der Punkt 
e näher als ab bei d licat. 


—— 


Aufgabe 546. Zwei parallele Linien find gegeben und zwi⸗ 
fhen denfelben ein Punkt; man fol ein Dreieck befchreiben, von 
welchem die eine Spite in dem gegebenen Punfte und die andern 
beiden in dem gegebenen parallelen Linien liegen, und das einen 
gegebenen Dreiede ähnlich ift. 

Anflöfung Durch den 
gegebenen Punkt p ziehe. beliebig 
eine Linie mn, bis fie beide Pas 
rallelen trifft, theile die Grunds 
linie «ß des ‚gegebenen Dreieds . 
in d nach demfelben Berhältniß, 
wie m.n..in. p getheilt ift, und 
verbinde y mit d. Wird hier: 





auf durch p eine Linie pq prül. ben gegebehen Parallelen gejogen, 
und an p Winkel gpa = Ldya und Lgpb'= L8yB ange 
fett, fo ift, wenn man nun ab zieht, Nabe dad verlangte Dreied. 


Aufgabe 547. Man foll in ein Quadrat abed ein gleich⸗ 
ſeitiges Dreieck «By fo einzeichnen, daß eine Ede deſſelben in ber 
Ede a des Quadrates liegt. | | 

Analyfie. Da aß = ay fern fol, 
fo it aub AabB O Aadpy, und. daher 
it _baß = Ldap. 

Nun ift Ubad — R° gegeben 

und aub Eßay = 53 Ro. | 
Folglich ach Lbaß + da y=z; R° 
und weil I_baß = I_day, fo find diefe 
Winkel gegeben, und daher die Linien aß 
und ay der Lage und Größe nad). i 

Aufgabe 548, Das gleichfeitige Dreied x Br if gegeben ; man 
fol ein Quadrat um bdaffelbe befchreiben, deffen eine Ede in a liegt, 
‚und von welchem zwei Seiten durch die Punkte B und ꝓ gehen. 

Aufgabe 549. Um irgend ein gegebene Dreieck aßy fol 
ein Quadrat befchrieben werden, deſſen eine Ede in a liegt, und 
von weichem zwei Seiten durch die Punkte B und y gehen. 

—— Zieht man ac (Fig. Aufg. 547.), fo ift L_ acß 
= Lacy = J R® gegeben, da nun au) Aaßy gegeben ift, fo 
it das Viered aßcy — (Aufg. 318.), und hierdurch das 
Quadrat. 

Aufgabe 550. Sn ein Quadrat foll ein Dreieck befchrieben 
werben, befien eine Ede in einer Ede des Quadrats liegt, und von 
welchem die beiden übrigen Eden in Seiten dieſes Quadrats liegen, 
und es foll dieſes Dreied.einem gegebenen aͤhnlich feyn. : 

Auflöfung. Befchreibt man um bda8' gegebene Dreied ein 
Quadrat (Aufg. 549.), fo erhält man eine, der zu entwerfenden 
ähnliche Figur. 

Aufgabe 551.. Man foll in ein Quadrat ein Dreied be: 
ſchreiben, das einem gegebenen Dreiede ähnlich ift, und es foll eine 
Spitze ded Dreieds in einem gegebenen Punkte der einen Seite des 
QDuadrated liegen, und die beiden übrigen Spiten in zwei an der 
felben anliegenden Seiten defjelben. 
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Auflöfung, Diefe ift nicht verfchieden von der Aupiöjung 
ver Aufgabe 546. 

Aufgabe 552. Um: ein gegebenes Dreieck fol ein Quadrat 
befchrieben werden, fo daß bie eine Seite bdefielben in dem Punkte, 
wo fie die eine Spige des Dreiecks trifft, mach einem gegebenen Ber: 
bältnifje getheilt wird, und die beiden an diefer Seite anliegenden 
Seiten follen durch die beiden übrigen Spigen des Dreiedö gehen. 


Aufgabe 553. Man foll in ein gegebened Quadrat ein 
Dreieck hinein zeichnen, das einem gegebenen Dreieck aͤhnlich iſt, 
in einem gegebenen Punkte der einen Seite des Quadrated liegt, und 
pie beiden andern Spigen in ‚zwei neben einander liegenden Seiten 
deſſelben. 

Auflöfung.. „Diele iſt nicht verſchieden von der Aufloͤſung 
der Auf abe 545. — 

Aufgabe 55. Drei gerade Linien find der Lage nach ge: 
geben, ı und in der einen biefer Linien ein Punkt; man fol ein Dreied 
beichteiben,,, das einem gegebenen ähnlich ift, defien eine Spite in 
dem ‚gegebenen Punkte liegt, und deſſen andere beide Spitzen in 
den beiden uͤbrigen gegebenen Linien liegen. 

Aufgabe 555. Drei Punkte, die nicht in geraber Linie 
liegen ı find der Lage nad) gegeben; man joR ein Quadrat befchreis 
ben, von welchem die eine Ede in dem einen dieſer Punfte liegt, 
und zwei einander gegenüber liegende Geiten deſſelben follen. durch 
die beiden übrigen Punkte gehen. 

Aufgabe 556. Drei Punkte, die nicht in gerader, Einie 
liegen, find der Lage nad) gegeben; man foll ein Quadrat beſchrei⸗ 
ben, von welchem drei Seiten durch dieſe Punkte gehen, und es ſoll 
eine Seite deſſelben in dem gegebenen Punfte nach einem beſtimm— 
ien Verhaͤltniſſe getheilt werben. 

Aufgabe 557. In ein gegebenes Quadrat abcd fot ein 
anderes aßyö befchrieben werben, dad & | a Dr 
von dem Flächeninhalte des gegebenen 1) Bu F 

Analyfis. Da abced ein Quadrat. = — — F 
iſt, und auch aßz y0 ein ſolches ſeyn ſoll, ſo 
muß ſeyn ac = bB = cy = dd (Seite 
149 Nr. 6.) oder (Aufg. 521. ©. 159), ,. 
daher iſt wa. +.ad — ab gegeben. _ — 





Kerner ft abed = aßyö +4. Aaad 
und aßyö = 3 abed (p.h) — 

Folglich iſt die Fläche gegeben von 4: Aaad — 4 abcd, 
alfo kennt man bie Fläche des rechtwinkligen Dreiedd ad, und 
die Summe der beiden Kateten deffelben au + ad ab, md 
daher auch dad Dreied felbft (Aufg. 162! Seite 210), und folg: 
lich aa, wodurch « der u nach beffimmt — und — * die 
Punkte 8, y und: Ö. J 


Aufgabe 558. In ein Quadrat ſoll ein ab Hindi ge 
zeichnet werben, dad einen gegebenen Flätheninhalt hat. 2 

Determination. Die Fläche darf nicht Feiner ſeyn als die 
Hälfte des gegebenen Quadrats, und nicht größer dis das "ganze 
Quadrat. 30 


Aufgabe 559. um ein —— Duädrat fol man. ein an: 
deres befchreiben, das. 14 mal fo groß ald das gegebene te, - 

Analyfis. Gegeben das Quadrat eßyd (ig. Aufg. 557.) 
gefuht das Quadrat abed, und es fol feyn add — PR 
aßyd, alo 4X Anıd — en aßyö gegeben, dber äh ad 
ift gegeben, folglich kennt man von dem Dreied and bie Hypothe— 
nufe «ö und die Stäche, und baber das Orelec Aufgabe‘ 127, 
Seite 160.) 


Auf gabe 560. Um ein —— Quadrat ſoll ein anderes 
beſchrieben werden, das einen gegebenen Flaͤcheninhalt hat. 

‚Determination. Die Fläche darf nicht kleiner ſeyn al 
das ‚gegebene Quadrat, und nicht größer als dieſes Quadrat zweimal 
genommen. 


Aufgabe 501. Man ſoll in ein gegebenes gleichfeitiged 
Dreied,abc ein ebenfalls gleichfeitiged Dreiec hinein zeichnen, we 
ches halb, fo groß als dad gegebene ift. | 

Analyſis. Nimmt man au — 
bB = &y, ſo iſt auch ab Be 
ya, und da au I_a —l be De 
fo ‚find p die Dreiede aay, dba, ye 
| gleich und aͤhnlie ch und es iſt alfo | 

a4y Spa = yß 

und ‚daher A «By gleichfeitig. Da 
Daßy-= 3 Aabe fen ſoll, fo muß J 
auch ſeyn 3x Hay Aabe, al Aauy&} Aabe: 


un 





- Nun ifl Nabe:Aaay=ah x ac: auay (23.) 
und Aabe:Aaoy =6 : 1 | 
folglich ft abxXac:aaxay = 6: 





und daher — _= — ay 
va aber ac — ab und ay —= eb, ſo au 
an — ac ab 


folglich iſt ab in « fo zu — daß das Rechteck ac ><cb, einem 
gegebenen Rechteck ab —* F b gleich: wird, und es iſt daher der 


Punkt a gegeben, und font auch die Punkte 3 und y. 
Aufloͤſung. Sude die mittlere Proportionale x smifchen 
der Seite ab des gegebenen Dreiedd "und dem sten Theile derfel: 
ben. (13.), und ſchneide hierauf ab’ tn a) daß aa = ch = 
x? wird (Aufg. 2. Seite 207), ſo iſt das · Verlangte geſchehen. 


Aufgabe 562. In ein gegebened gleichſeitiges Dreieck ſoll 
«in — gegebenes gleichſeitiges Oreiec hinein gezeichnet wer- 
8 einen gegebenen, Flaͤcheninhalt bat. 2 

etermination.. Die Fläche darf nicht „größer. ſeyn ‚als 
das gegebene Dreicd, und nicht Eleiner ald der Ate Theil deffelben. 


Aufgabe 563. Um ein gegebeneß, ‚gleichfeitiges Dreieck foll 
ein anderes ebenfalls gleichfeitiges Dreieck hefeyeiehen werden, daß 
zwei mal fo groß als das gegebene iſt. 

Auftdfung. Beſchreibt man in ein. gteichfeitiges. Dreieck ein 
anderes, das halb fo groß, ift ald daſſelbe, ſo erhaͤlt man ._ 
‚eine R ber ‚N entwerfenben, ähnliche Figur. * : 

Auf gabe 564. Um ein gleichfeitiges. Dreieck fon — 
ebenfal gleichfeitiged Dreied befchrieben werben, welches einen ges 
gebenen Flaͤcheninhalt hat -.2..107: 

Determination. "Der —“ Flaͤcheninhalt darf nicht klei⸗ 
ner ſeyn, als das gegebene gleichſeitige Dreieck, no nicht größer, 
als biefes Dreied vier mal — 


3 
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| $. 33, 
Fortſetzung der Aufgaben von Figuren in — 


Aufgabe 565. Ein Winkel ach mit gleich großen Schen: 
keln ift gegeben; man fell auf beiden Schenfeln die gleich großen 
Stüdern aa und bp fo abfchneiden, daß wenn aß gezogen wird, 
diefe Linie fo groß, gi die — ahaſſchanuenen Stüde zuſam⸗ 
men, iſt. 

Aufloͤſung. — a und 
b aus ſchneide auf den Schenken 
die beliebigen, gleich großen Stüde 
am, bn, ab, ziehe mnp-und nehme 
auf dieſer Linie md = 2 (am) 
=2<bn). Bon a ziehe dur d 
eine Linie, fo ift, wenn b.c pon der: 
felben in 4 getroffen wird, b das 
abzuſchneidende Stud, nimmt man 
alfo ax = hB und ‚zieht aß, "7 en. 
ift dad Verlangte gefthehen. — — 9 

Beweis. Da ac = be; am = bn und aa = 2) X 
ſind die kinien ab, mn, e«ß parallel. Hiernach iſt 

— eB (6.) u 
da nun md:#)2 (am) (p. €) Pace 
ſo iſt auch Erle) u 

und weil bA = a« BE s 
fo iſt ebenfalls ae = 2 (bp) * 0. 
und daher auh aß = du bp Pub eud 


. Aufgabe 566. Man fol von einem Winkel, ef ea 
gleich groß find, dieſe um gleich viel ver⸗ 
längern, ſo daß, ‘wenn man hierauf die 
Endpunfte verbindet, die Verbinbungslinie - ' 
fo groß ift, wie die Verlängerungen- beider “ 
Schenkel zufammen.- 

Auflöfung. Ift ach ber gegebene. :' 
Winkel, fo nehme man auf den Verlän: 
gerungen der Schenfel am = bn von 
beliebiger Größe, ziehe mn und fchneibe 
auf diefer Pine md = 2 (Am) = 
2 (bn) ab, Wird hierauf von a burch 
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d eine Linle gezogen, welche die Verlaͤngerung von ch in ß 
fchneidet, und man nimmt an = aD — dieht fo iſt das 
Verlangte geſchehen. — Dr 777 


Aufgabe 567. Man fol in’ einen gegebenen Kreis’ drei 
gleich große Kreife hinein zeichnen, bie, den gegebenen und fich gegen 
feit ig berühren. 

Analyfis. Sind die Kreife 
befchriöben, und man verbindet die 
Mittelpunfte a, b, € derfelbei’durch 
ab, bc und.ca,:fa find &,-B und-y 
die gegenfeitigen Berhhrungspunfte 
(III. 12.), und es iſt daher, wenn 
man den gemeinſchaftlichen Radius 
der, in den gegehenen hinein gezeich⸗ 
neten Kreiſe = r ſebt ab = 2r, 
be — 2r und ca =2r, alfo abc ein gleichfeitiges Dreied, BE 
rühren die Kreife den gegebenen in A, B, C, fo iſt auh aA — 
bB = cG = r, und wenn m ber Mittelpunkt des gegeberlen 
Kreiſes iſt, fo find maA, mbB und meC ebenfalls gerade Linien 
(IH. 11.). Hiernach iſt ma = mb = mc, alfo m der Mittet: 
punkt des Kreifes, der um das gleichfeitige Dreied abc beſchrieben 
werden kann, und es iſt daher 





| amb’= | bme = [_ cma gegeben. 

Auch iſt mA == nıB = mC gegeben, 42 > 
und aA= hB = a9 — by=tr — 
alſo ab —aA - bB ig 


und eben p be=bB + cGC und ca = cC + air — 
folglich koͤmmt es bloß darauf an, in dem gleichſchenkligen Winkei 
AmB die Punkte a und b fo zu beſtimmen, daß aA = bB unb 
ab = aA 4 bB wid; was durch Aufg. 565. geſchehen kann, 
und ed find baher die Mittelpunfte.a, b,:c' der zu befchreibenben 
Kreife der Lage nach befiimmt, : und: hierdurch. auch die. Karim aA 
= bB — cC:ber Größe nad. | 

Auflöfung. heile ded gegebenen Kreifes Umfang F A, B 
und C in dreingleiche Theile, ziehe mA,mB, mÜ und ſuche hier: 
auf die Punkte a, b, e, ſo vagaA — bBBR— cU und zugleich 

aA+bB= ab,bB+cC = be, cG c. 

(Aufg. 666.), fo find-a, b, c die Mittelpunfte und aA, = 
= c6 iſt der gemeinſchaſtliche Radiug der zu beſchteibenden Kıpile 


— ——— — 
— 
* * 


Auf gabe / 568. Man ſoll im einen gegebenen Kreis vier, gleich 
geoße Kreiſe hinein zeichnen, die denſelben beruͤhren, und von welchen 
jeder, zwei ber übrigen Kreife ebenfalls berührt. 

‚ Auflöfung. Theile des Kreifes Umfang in 4 gleiche Theile, 
siehe Radien an die Zheilpumkte, und verfahre hierauf mit den Schen⸗ 
fein eines der vier hierdurch erhaltenen Winkel tie bei Aufg. 565. 


Aufgabe 569. Man foll in einen gegebenen. Kreis: fünf gleich 
größe Kreife hinein zeichnen, von welchen ‚jeder zwei der Übrigen bes 
rührt, und die fämmtlicy den gegebenen, Kreis berühren, 3.15» 

Aufgabe 570: Im einen gegebenen Kreis; ſoll man''n gleiche 
Kreife hinein zeichnen, von welchen jeder zwei der übrigen ac 
und bie ſaͤmmtlich den gegebenen Kreis berühren. 


Aufgabe 571. Es iſt ein Kreis ‚gegeben; 5 "man for vier gleih 
große Kreife befchreiben, die außerhalb deſſelben liegend, “ihn berühren 
unb von welchen jeber zwei ber übrigen ebenfalld berührt. | 
2 ‚Auflöfung. Sf m 
der, Mittelpunft, des geges 

ene De So. theile den 
M —3 ß» P, 9. in 
4 ‚gie iche „heile, ziehe bie. 
Ray me, mß, my, 
mö, und verlängere die 
gleich großen Schenkel eines 
Winkels am.ß um gleich: 
viel, fo ba aa — Bb, 
und zugleich &a + ßb = \i. 
ab: wird tAufg. 566.), ſo 
find a und b ‚die Mittel⸗ | nt 
punkte, und’ a« — bf bie Babien, zweier: ber ser See, bie um 
den gegebenen befchrieben werden ſollen. il »s Inn 

Aufgabe 572. - Man: foll um einen: gegebenen Kreis, drei 
gleich große Kreiſe beihreiben, die ſich ‚gegenfeitig‘ und: den en 
nen ‚Kreis berühren. : -. : 

- Aufgabe 573. Es * n gleich größe Kreife um einen 
gegebenen befchrieben werden, die. benfelben en und von weis 
chen 'jeder- zivei ‘der Übrigen ebenfalls berührt. - 

Aufgabe'574. In ein gegebenes gleichfeitiges Dreied: fahın 
drei gleich große Kreife hinein gezeichnet werden; "die fich gegenfeitig 
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Geräten, und den — — * N des Dreicde eben: 
falls berührt. sr Bi 
Auflöfung.. Ziehe von c tun 
die Normale cd auf die Grunds 
linie ab, halbire die Winkel bei 
a und d durh ax und de, fo - 
fchneiden. fi) diefe Halbirungs⸗ 
linien in dem Mittelpunfte & des ’ 
einen Kreifes, und ed wird eben 
fo der Mittelpunft 6 des zwei⸗ 
ten Kreifeö gefunden, und nimmt 
man auf cd dad Stud cy — | 
ac, fo iſt y der Mittelpunkt: des britten ’ Reifes; 


Aufgabe 575. Man fon in ein. gleichfchenfliges Dreied drei 
Kreife befchreiben, die fich gegenfeitig. berühren, und von welchen 
jeder die beiden übrigen ebenfalls ber bit. 

Aufloͤſung. Die beiden Kreife, welche bie Grundlinien be⸗ 
rühren, ſind gleich groß, und ihre Mittelpunkte werden wie bei 
der vorigen Aufgabe gefunden, wodurch alsdann der Mittelpunkt 
des dritten Kreiſes beſtimmt iſt. 


Aufgabe 576. Man ſoll in ein Quadrat vier gleich große 
Kreife hinein zeichnen, von when jeber zwei der aͤbrigen und zwei 
Seiten des Quadrats bexuͤhrt. 

Auflo ſung. Der gemeinſchaftliche Radius dieſer Kreiſe iſt 
be vierte Theil von. der Seite bed Quabrat3. 


Aufgabe 577. Im ein Duabrat : follen fünf gleich. große Rreife 
fo: Hinein gezeichnet werben, daß der eine. diefer Kreife die. vier. uͤhri⸗ 
gm berührt,. und / jeder dieſer legtern zwei Seiten des Duadrates. 

Auflöfung, Setzt man die Seite des Quadrates — 4, 
die halbe Diagonale deſſelben — d und, den gemeinfchaftlichen 
Radius der zu befhreibenden Kreife = x, fo findet die Propor: 
tion ſtatt u d’: F =d—Tx:x 

dit d:gq=d—2x:?2x 
und daher d+ gq: qed: 23° —— 
— beſtimmt iſt. I 
Aufgabe 578. In ein"tegulaites Fuͤnfeck follen * gleiche 
Kreiſe beſchrieben werden, von welchen jeder um. der en 
zwei "Seiten des! Fuͤnfecks beruhen’. © - ah rd uiu 
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“Aufgabe 579: : Man. foll-in ein. regulaires ned. n.-gleiche 
Kreife befchreiben, von welchen jeder zo ber übrigen m zwei 
Seiten ber Figur berührt. 

Aufgabe 580. Im ein — ned fon man (n + 1) 
gleiche Kreife befchreiben, von welchen einer alle übrigen berührt und 
jeber diefer übrigen n Kreife zwei Seiten der Figur. 

Aufgabe 581. Man fol in einen Kreis fünf gleich große 
Quadrate hinein seihnen, bon welchen das mittlere mit jedem ber 
übrigen eine Seite gemein hat. 

Analyfis. Iſt ab der Durcwee des gsgchmen Sei, 
und finn ah — hf = fh drei der... 
fünf gleihen Quadrate, ſo iſt aßba. .. 
ein Rechteck, in welchem bie eine Seite 
aß drei mal fo groß als bie andere 
Bb ift, und die Diagonale ab dieſes | 
Rechtets ift dem Durchmeſſer des "des 
gebenen Kreiſes gleich. Beſchreibt man 
alfo irgend ein Rechte‘, in welchem 
bie eine Seite drei mal fo groß als die 
anbere ift, fo ift diefes aͤhnlich aßba, ° 
und. da von diefem die Diagonale ab 
gegeben ift, fo kann daffelbe befchrieben werben. (18.), wodurch bie 
Seite der in den Kreis zu befchreibenden Quadrate gefunden wird. 


Aufgabe 582." Man foll in einen gegebenen Kreis 5° gleich 
große Quadrate fo hinein zeichnen, daß das wittlere mit jedem der 
übrigen eine Edle gemein hat, und: daher: mit den verlängerten Sei 
ten des mittleren Quadrates die Seiten der: Übrigen zufammenfallen, 

Aufldöfung. Der dritte Theil von bem Durchmeifer des ge⸗ 
gebenen Kreifes iſt die Diagonale der Quadrate, die in denfelben 
in der angegebenen At ſich Hinein zeichnen Laffen: 

Aufgabe 583.. Es follen vier gleich große gleichfeitige 
Dreiede in einen gegebenen Kreis hinein gezeichnet werben, von wels 
Gen das mittlere Dreied mit jedem der übrigen eine Seite ge 
mein bat. 

Aufgabe 584... Man: foll -in einen Kreis. vier. gleich große 

gleichfeitige Dpeiede ſo hinein zeichnen, daß .iebe3..ber, drei äußeren 

mit dem mittleren eine Ede gemein hat, zind olfe, Die Seiten, der 
— 





ze 


äußeren Dreiecke in den Berlängerungen ber Seiten bes — 
— 

Analy ſis. Da die vier gleich⸗ 
feitigen Dreiede acc, bpf, cyd und 
edf einander gleih find, fo iſt e« 
— de und fb = df, alſo it d«e = 
db = 2 (de), und daher auch ab 
= :2’(ef) = 2 (ar), und eben fo iſt 

und ya = 2 (cy) 

Da nun aa = bp = cy, fo iſt 
auch cab = Bc = ya 
folglid find auch die zu dieſen Sehnen gehörigen Bogen gleich 
groß, es ift alfo 
Bogen ab — Bogen Bc = Bogen ya 
da nun au :s aa= ⸗ bf= =; ZZ 





fo if & Bogen ab — Bogen bc = Bogen ca 

des Kreifes Umfang ift alfo in a, b und c in brei gleiche Zi 
getheilt. Daher ift die Sehne ab gegeben. 

Da Bogen ac — Bogen bc, fo ift auch 

l_aoc = —— III. 27.) 

Folglich iſt Racb durch ac halbirt, und ed iſt daher in 

Aacb bx:xa=be:ea (3.) 
und weil ba = 2 (aa) 


bk:ıxa =2: ı 
und verbunden ba:xa=3: 

Folglich if xa-—= 4 (ab), und — x gegeben. Nun iſt 
auch c gegeben, alſo cx und daher « der Lage nech⸗ PRIOR a@ 
der Größe und Lage nach beflimmt ift. 

Auflöfung. Theile des Kreifes Umfang in a, 5 und c in 
drei gleiche Theile, ziehe ab, nimm ax = z (ab), ziehe cx und 
verlängere diefelbe, bis fie den Kreis in « trifft, verbinde a mit « 
und trage nun BB = cy = au in ben Kreis, und ziehe die Ders 
bindungslinien aß, by und ca, fo ift dad Berlangte gefchehen. 


Aufgabe 585. Man fol in einen Kreis ſechs regulaire fuͤnf⸗ 
ſeitige Figuren fo hinein zeichnen, daß die eine. dieſer — mit — 
der uͤbrigen eine Seite gemein hat. 
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Aufgabe 586. Im einen Kreis fol man fieben regulaire 
fechöfeitige Figuren fo hinein zeichnen, daß die eine biefer Figusm, 
welche die mittlere ift, mit jeder der übrigen eine Seite gemein hat. 


$. 34. 


Conſtruction der Dreiede, wenn das gegebene Verhälmij 
‚zweier Seiten zu den Beitimmungsjtüden gebört. 


Aufgabe 537. ine gegebene: gerade Linie ab ſoll bi ı 
verlängert werden, fo daß die verlängerte Linie ax zu der Berlin 
derung bx, wie m : n fich verhält. 

Auflöfung. Unter 
einem beliebigen Winkel - > 








fege an a bie unbegrenzte = 
ac, nimm auf derfelben am a 
==m und mn==n, pers 

binde den Punft n mit b n 


und ziehe durch m eine der 
nb parallele mx, fo ſchnei⸗ 
det biefe die verlängerte ab _ 
in dem gefuchten Punkte x. 
Beweis. Es iſt anınm=ab:br (2) 
baber verbunden am :nm — ax: bx 
alſo m : -n=ax:bx. 


Aufgabe 588. Ueber einer gegebenen Grundlinie ab fol 
ein Dreied ach befchrieben werden, fo dag ac: ch wie m 
ſich verhält; es fol der geometriſche Ort für die Lage der Spize c 
diefes Dreiedö angegeben werden. 


— | FR — 83 Fr 
Auflöfung. heile ab in d, fo daß ad: db—m:n, 
und verlängere ab bis ö, dag auch ad: bd — mein (Auf 


u 


gabe 587.) Ueber dd befchreibe einen Halbkreis, fo entſpricht jeder 
Punkt des Umfanged den Bedingungen, und es iſt daher, wenn 
man von ‚irgend einem: Punkte < diefes — die Linien ca, 
ch zieht, casch == .m.::.n. 


Beweis. Da ii: ans (P- DE 
und auch ad: 6bemın! = 
ſo iſt ad:db=ad:öb. sb: 
alfo verwechfet ad: ad = db : db „, 
daher getrennt ad: dd = db: öb — db 
nimmt man alfo 88 = db, fo ift auch, wenn g ber Mittelpunft 
bed Kreifes ift, Bg = gb und db — db = db — öß = pb 
— 2 (bg). Zugleich ift dd = 2 (dg), und daher 
ad:2(dg) = db :2 (bg) 
folglich ft and ad: dg= db :.be 
alfo verbunden ag :'dg = dg::'bg 
und weil dg = gc 
1 ag:ge=gce:gb 
da nun Lg=Le 
fo iſt Aagc w Atgb 
folglich ft La=1i geb 
aber I gdce = Lgcd | 
alfo auch  Lgde. — La=Lgcd — er 5% 
und wit Ledc— La=L.dea (I FEN | 
ſo it Ldea=L1Lgced — Lgeb- 
Der Winkel bea wird alfo durch cd * und es iſt daher 
ad:db = ac:chb G.) 
da nın ad: db — n 
fo ift aud ub ac:cb=m Tr 


Aufgabe 589. Bon einem Dreied ift gegeben das Verhält: 
nig zweier Seiten, der von diefen Seiten ren Winkel und 
die dritte Seite. 


Gegeben A: B=-m:nLcecwC. 

Analyfis. Werden die gegebenen Linien m und n. unter 
dem Winfel c an einander gefest und die Endpunkte verbunden, 
fo erhält man ein, dem gefuchten:. ähnliches Dreied (6.),. und da 
von dem gefuchten Dreieck C ‚gegeben iſt, welche der. .die Endpundte 
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von m und n verbindenden. Linie —— ſo iſt hierdurch das 
geſuchte Dreieck gegeben: 

Aufgabe 590. Man kennt von einem Dreleck das Verhält: 
niß zweier Seiten, die dritte Seite und einen am dieſer Seite an 
- Liegenden Winkel. 

Gegeben A:B= mtn, c wm La. 

Analyfis.. Da C und dad Verhältnig von A : B gegeben 
ift, fo ift der geometrifche Drt für bie Lage des Punktes c gegeben 
(Aufg. 588.), und wird an-bem einen Endpunkte der C der Win: 
Bel c angefegt, fo muß c auch in dem zweiten Schenfel dieſes 
Winfeld liegen. Die Spitze e des Dreiecks liegt alſo in dem 
Punkte, wo dieſer zweite Schenkel den Halbfreis, welcher der geo⸗ 
metrifche Drt für c ift, ſchneidet. 


Aufgabe 598.: Man -Eennt von einem Dreied das Verhaͤlt⸗ 
niß zweier Seiten, bie dritte Seite und die zu berfelben gehörige 
Normale. Ä 
Gegeben A:B=m:n, Gun y. 

Auflöfung. Man: beflimme den: geometrifchen Ort für bie 
Spige c des Dreieds (Aufg. 588.), und. ziehe eine der C parallele 
Linie in einem Abftande von GC — y, ſo ſchneidet diefe den Halb: 
Frei in der gefuchten Spike c des Dreieds. 


Aufgabe 59% Bon einem Dreieck iſt das VBerhältnig zweier 
Seiten gegeben, die brifte Seite und die ju berfelben gehörige 
Halbirımgslinie ($. 19, Seite 306.) 

Gegeben A:B=m:n, GC und (y). 

Auflöfung: Befchreibe den Halbkreis, in deſſen Umfang die 
Spige c ded Dreiecks liegen muß, und aus dem Halbirungspunkte 
von C einen Bogen mit dem Radius (4), fo fchmeidet dieſer den 
Halbkreis in dem gefuchten Punfte c. 


Aufgabe 693. Bon einem Dreied ift gegeben das Berbält: 
niß zweier Seiten, die zu einer dieſer Seiten gehoͤrige Normale und 
die dritte Seite, 

Gegeben A:B=m:n,awm Ü. 

Analyfis. Durch C und & — La gegeben, alfd dad Dreied 
(Aufg.'590.) : 

Aufgabe 594. Man kennt von einem. Dreied das Berhaͤlt⸗ 
niß zweier Seiten, den von dieſen Seiten eingeſchloſſenen Winkel und 
die zu der dritten Seite gehoͤrige Normale. 
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Gegeben A:B=m:n,Lemby. _ 
Analyfis. Das Dreied, in welchem. ber. von ben gege: 
benen Linien m und n eingefchlofjene Winkel == c, ift dem Ges 


fuschten ähnlich (6). 


Aufgabe 595. Bon einem Dreied ift dad Verhältniß zmeier 
Seiten gegeben, der von biefen Seiten eingefchloffene Winkel und 
Die zu der dritten Seite gehörige Halbirungslinie. 

Gegeben A:B=m:n, |_c und (y). 


Aufgabe 596. Es ift von einem Dreied gegeben das Ver⸗ 
bältniß zweier Seiten, der von diefen Seiten eingefchloffene Winfel 
und die zu einer diefer Seiten gehörige Halbirungslinie, 

Gegeben A:B=m:n,Lc un (e). 


Aufgabe 597. Man kennt von einem Dreieck das Verhältnig 
zweier Seiten, den von dieſen Seiten eingefchloffenen Winfel und 
Die zu einer diefer Seiten gehörige Normale 

Gegeben A:B=m:n, 


I_c und «. N 
Analyſis. Durh ax =« und . 
I_c it Aaca gegeben, alfo auch N 


ac=-BwtwA:B=m:n, 
fo ift A ebenfallö gegeben, und daher 
das Dreied. a 7 b 

Aufgabe 598. Man Fennt von einem Dreied das DVerhält: 
niß zweier Seiten, bie zu einer diefer Seiten gehörige Normale 
und einen an der dritten Seite anliegenden Winkel. 

Gegeben A:B=m:n,a und Lb. 

Analyfis. Durch ax — « und Üb if Aaba gegeben, 
und daher ab = C, alfo dad Dreied abc (Aufg. 590). | 

Aufgabe 599. Es ift von einem Dreied dad Verhaͤltniß 
zweier Seiten gegeben, ein an ber dritten Seite anliegender Wins 
fel und die zu derfelben gehörige Normale. 

Gegeben A:B=-m:n,Lb ud y. 

Analyfis. Durch cy = y und I_b ift Abcy gegeben, 
alſo be = A, und ad A: B= m:n, fo ift B ebenfals 
gegeben. 


— —W 
Aufgabe 600.. Es iſt von einem Dreieck gegeben das Ber: 
hältnig zweier Seiten, ein an der dritten Seite anliegender Winkel, 
und die zu der dritten Seite gehörige Halbirungslinie. 
37 
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Gegeben A:B= min, b und (p). 

Analyfis. Befchreibt man ein Dreied aus m, n und I_b, fo 
daß L_b der m gegenüber liegt (Aufg, 4 ©. 105), fo ift dieſes 
dem Gefuchten ähnlich, und verbindet man ben Halbirungspunft der 
‚dritten Seite diefes Dreiecks mit der gegenüber liegenden Epige, 
fo ift diefe Linie der gegebenen (y) gleichnamig. 


Aufgabe 601. Man kennt von einem Dreicd das Berhältnif 
zweier Seiten, die zu einer diefer Seiten gehörige Halbirungslinie, 
und einen an ber dritten Seite anliegenden Winkel. 

Gegeben A:B=m:n,(e) und |_b. 

Auflöfung. Diefe ift nicht verfchieden von der Auflöfung 
ber vorigen Aufgabe. 


Aufgabe 602. Bon einem Dreied? ift gegeben das Verhält: 
niß zweier Seiten, die Summe diefer Seiten und bie dritte Seite. 

Gegeben A:B=m:n,A+-BwuwC. 

Analyfi. DDA:B=m:n 

pfiftA+B:A=m-+n:m 
und A-B:B=m-+n:n 
und es ift baher ſowohl A als B gegeben. 

Aufgabe 603. Man Fennt von einem Dreied das Verbälts 
niß zweier Seiten, die Differenz diefer Seiten und die dritte Seite. 

Gegeben A:B=m:n,A— BwC. 

Analyfi. DAA:B=emi:n: 

ſo it A-B:A=em-—n:m 
und A——B:B=m—n:n 
folglich iſt ſowohl A als B gegeben. 

Aufgabe 604. Bon einem Dreied iſt gegeben das BVerhält: 
niß der erfien Seite zu ber zweiten, die Summe der zweiten und 
dritten Seite, und ber der britten Seite gegenüber liegende Winkel. 

Gegeben A:B=m:n,B+ Cwl_ec. 

Auflöfung. Beſchreibt man aus m, n und dem von diefen Linien 
eingefchloffenen Winkel c ein Dreied, defjen, dritte Seite = o fon 
mag, fo ijt dieſes Dreied dem Gefuchten ähnlich, und wird nun 
B-+C fo getheilt, daß die Theile wie n : ſich verhalten, fo 
ift der Ite diefer Theile = B und der zweite = C. 


Aufgabe 605. Es ift von einem Dreied gegeben das Ver⸗ 
haͤltniß der erſten Seite zu der zweiten, die Differenz der zweiten 
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und dritten Seite und der der dritten Seite gegenuͤber liegende 
Winkel. 

Gegeben A:B=m:n,B— CwötL.e Ä 

Auflöfung. Befchreibe aus m, n und dem eingefölofenen 
I_c ein Dreied, deffen 3te Seite = o ſey, fo iftnmn —'o:n 
= B — 0: B, wodurch B beflimmt ift, und ſomit auch die 
beiden uͤbrigen Seiten des Dreiecks. | 

Aufgabe 606. Bon einem Dreieck ift gegeben das Verhaͤlt⸗ 
niß ber erften Seite zu der zweiten, die Summe der erften und 
dritten und auch die der zweiten und dritten Seite. 

Gegeben A:B=m:n, A+ CwmB-+rC. 

Analyfis. Da gegeben ft AH Cum B+C, fo if 
auch gegeben (A + C) — (B-++C) = A — B; da aber au 
gegeben ift das Verhältnig von A : B, fo find die Seiten A und B 
gegeben (Aufg. 603.) und alfo au O. 

Aufgabe 607. Man Fennt von einem Dreied dad Verhaͤlt⸗ 
niß der erften Seite zu der zweiten, die Summe ber erflen und 
dritten und die Differenz der zweiten und dritten Seite. 

Gegeben A:B=-m:n, AO und B— C. 

Analyfis. Da gegeben TA-CwmB— C, ſo if. 
auch gegeben (A+C) + B— C)=A+B, und daher 
A und B (Aufg. 602.) und aljo auch C. Ä 

Aufgabe 608. Bon einem Dreied ift gegeben, das Verhaͤlt⸗ 
niß zweier Seiten, die zu einer diefer Seiten gehörige Normale und 
Halbirungslinie. 

Gegeben A:B=m:i:n,e und («). 

Analyſis. Es iſt die zweifache Fläche de Dreiecks Au — 
BB und daher 

A:B=ß:ao 

undta A:B=m:n 
pt mın=ß:e 
da nun m, n und « gegeben find, fo ift auch 6 gegeben; man 
kennt aber auch (a), folglich find von dem Dreieck gegeben«,. B (e), 
und daher läßt das Dreieck fich confiruiren (Aufg. 272. ©. 312). 


Aufgabe 609. Es ift von einem Dreieck gegeben das Ber: 
häftniß zweier Seiten, die zu ber erſten diefer Seiten gehörige Nor: 
male und bie zu ber andern gehörige Halbirungslinie. 

Gegeben A:B=m:n,c. un (ß). 
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Aufgabe 610. Man Fennt von einem Dreieck das Verhaͤl⸗ 
niß zweier Seiten, bie zu ber einen dieſer Seiten gehörige Normal 
und die Halbirungdlinie der dritten "Seite. 

Gegeben A:B=m:n, « und (y) 

Analyfis. Es ift wie bei Aufg. 608. 

m:n=ß:ie 
alfo 8 gegeben, aber auch « und (y), und daher das Dreied (Aufı. 
273. ©. 312). 

Aufgabe 611. Don einem Dreied ift gegeben, das Ver: 
bältniß zweier Seiten, die zu einer dieſer Seiten gehörige Normal 
und die Normale der dritten Seite. 

Gegeben A:B=m:n, «und y. 

Analyfis. Die zweifache Fläche des Dreieds if = Ar = 
Cy, und ed ift daher 

A:C=yr:& 

Da nun y und « gegeben find, fo ift ihr Verhaͤltniß gegeben, 
und alfo auch dad von A : C. Da hiernady gegeben ift das Ber: 
haͤltniß von A: B und das von A : C, fo ift das Dreieck de 

Form nach gegeben (5), und da man « Eennt, fo ift es auch der 
Größe nach gegeben. 

Auflöfung. Zu y, « und m fuche die Ate Proportionale 
o, und befchreibe aus m, n und o ein Dreied, fo ift diefes dem 
Gefuchten aͤhnlich, und es ifi die zu m gehörige Normale der ge 
gebenen « gleichnamig. 

Aufgabe 612. Es find von einem Dreied die zu ben drei 
Seiten deffelben gehörigen Normalen gegeben; man foll das Dreicd 
verzeichnen. 

Gegeben «, ß, 9 

Analyſis. Es it Au Bp = Cy 

und daher A:B=ß: x 
und B:C= y: 

Da nun @, ß und » gegeben find, fo if and gegeben ba3 
Verhältnig von A : B, und-das von B : C, und daher das ge 
fuchte Dreied der Form nach (5) und durch die Normalen ift ed nun 
auch der Größe nach beftimmt. 


Aufgabe 613. Es ift von einem Dreieck gegeben daB Vers 
haͤltniß zweier Seiten und die zu biefen : ten gehörigen Halbis 
rungslinien. 
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Gegeben A:B=m:n, («) und (). 
Analyfis. Nah Nr. 5. Seite 224 iſt 


24+0=+2(p% 


u: 
und B+C0=+2(e)2 


u a BEE 
Daher abgezogen A? — B? — Den ++ 2 (B)? — 2 (a)? 
Es ift alfo auch 
RB 2B—B—- arm 
und daher 3 A? — 3 B? = 4 (B)? — 4 (a)? 


do A2 — Be 2 1? — (a) 


und wil.A® — B2 = (A + B) A—B), fo ift 
\A+B(A—B=4#[? - (e2]. 

Da nun « und ß gegeben find, fo ift dad Rechteck (A + B) 
>< (A — B) der Größe nach gegeben. | 

Nun iſt A:B=m:n 
und daher A$B:A—B=m+tn:m—n 
folglich iſt das Verhaͤltniß der Seiten A+ Bund A — B eben: 
falls gegeben, und daher dad Rehted (A+B)Xx(A—B) 
auch der Form nad. 

Auflöfung. Beſchreibe ein Rechteck, von welchem m+rn 
und m — n bie Seiten find, und — ein Rechteck, das diefem 
ähnlich ift, und defien Fläche — % [(B)? — («)?] nah (21), 
fo find die Seiten diefed Rechtecks A —B und A—B, wodurch 
A und B beftimmt find. 


Aufgabe 614. Man Fennt von einem Dreied das Verhaͤlt⸗ 
niß zweier Seiten, die zu einer diefer Seiten gehörige Halbirungds 
linie und die Halbirungdlinie der dritten Seite, 

Gegeben A:B=m:n, 

(«) und (y) 

Analyfid. a (a) = («) und 
c(y) = (y) dahr ax=y (a) . 
und cx = 3 (y) Eehnſatz Seite . 
213). Nun ift a («) gegeben, Ä 
alfo der Punkt x biefer Linie nd 4 (v) b 
ex der Größe nad. 





Da ac=B,cb=A 

und A:Bem:n 
fit uhcb:ca=m:n 
Di 
z° hr 


Da nun = = c (ea), fo if 


und daher 


c(a):ca= 7 on 
folglich ift in Aac(a) dad Verhältnig der Seiten ac : c («) ge: 
geben, aber auch die Grunblinie a (a) = (e). 

Folglich der geometrifhe Ort für die Spige c dieſes Dreieds 
(Aufg. 538.). Da nun der Punkt x der Lage und cx =) 
der Größe nach gegeben ift, fo ift auch der Punkt c der Lage nad 
gegeben, und daher ac = B und c (a) = zZ A, wodurch das zu 
conftruirende Dreied beſtimmt ift. 


Aufgabe 615. Von einem Dreied ift bad Verhältniß zweier 
Eeiten gegeben, die zu einer diefer Seiten gehörige Halbirungslinie, 
und die Normale der britten Seite. 

Gegeben A:B=m:n, 
(«) und 9. 

Analyfis. Iſt ad = («), 
fo wird ch in d halbirt, und da 
cb=A und ca — B, und ba 
das Verhältniß gegeben ift a 7 ẽ b 

| A: B = m:n | 


’ A,n_ıam, 
fo it auch gegeben. 2; :Be.:n 

alſo ced:ca= 
2 


aber auch ad = (a) ift gegeben, folglich der geometrifche Ort für 
die Lage des Punkts c in Aadc. 
Da cy = y,foift de = % y gegeben, und daher Aade, 
alfo ab der Lage nach, folglich aud die der ab parallele Einie, 
welche in einem Abftande — y von derfelben gezogen werden Fann, 
und in diefer Parallele liegt der Punkt, deſſen geometrifcher Ort 
burh Aadc bereits auf eine andere Art gefunden ift, und es iſt 
bierdurch die Lage von c beflimmt. 


n 
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9 35, 
Aufgaben gon der Theilung ber Figuren, 


Aufg abe 616. Ein gegebenes Dreied foll von ber Spige c- 
aus in drei Theile getheilt werden, die in gegebenen Berhältniffen 
zu einander ſtehen. 


Auflöfung. Man theile die Grund: 
linie ab inm und n, fo daß bie Theile 
am, mn, nb in dem gegebenen Ber: 
hältniffe zu einander find (10), und ziehe 
cm, cn, fo haben die Dreiefe acm, a * 
men und ncb eben dieſes Verhaͤltniß 
zu einander (1). 


Aufgabe 617. In der einen Geite eines Dreieds ift ein 
Punkt d gegeben; man foll von diefem Punkte aus zwei gerade ‘ 
Linien fo ziehen, daß das Dreieck dadurch in 3 heile, nach gege: 
benen Berhältnifjen, getheilt wird. 

Auflöfung. VBerwandele das 
gegebene Dreied abc in ein andes 
red adß, deſſen Spige in d liegt 
(Aufg. 131.), theile aß inm und n 
nad) dem gegebenen Verhältniß, ziehe 
dm, dn, und wenn, wie hier, ber 
eine Theilpunft n in der verlängers 
ten ab liegt, fo ziehe dx, daß Adxz—= Abzn wird (Aufg. 
133.), fo find dm und dx bie gefuchten Theilungslinien. 


Aufgabe 618, Innerhalb eined Dreiedd ift ein Punkt d 
gegeben, und durch de mit einem Punkte des Umfanges verbunden; 
man fol von d aus die Linien dm und dn fo ziehen, daß durch 
diefe beiden Linien und die gegebene de das Dreied in 3 Theile 
nach einem gegebenen Berhältniffe getheilt wird, 


Auflöfung. Man verwandele 
das gegebene Dreied abc in ein ans e 
deres, defien Spise in d liegt, nach 
der Anleitung (Aufg. 145.), und ver: 
fahre hierauf wie bei der vorigen Aufs a m üb 
gabe. 
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Anfgabe 619. Man ſoll in einem gegebenen Dreieck abc 
eine Linie By der Grundlinie bc parallel fo ziehen, daß das Dreied 
dadurch nach einem gegebenen Berhältniffe getheilt wird. 

Auflöfung. Ueber ab be: | 
ſchreibe einen Halbkreis, theile ab 
in m nach dem gegebenen Berhält: 
niß, und errichte in m auf ab eine 
Normale, bis fie den Halbfreid in 
d trifft. Wird hierauf ad gezogen, 
“aß = ad genommen, und man 
zieht nun durch 8 die By der bc 
parallel, fo ift das Verlangte ges 
ſchehen. 

Beweis. Es iſt A: A+B= (aß)? : (ab)? (1) 

— (ad)? : . (ab)? 
und weil ab:ad = ad: am (S.) 
fo it ab :am — (ab)? : (ad)? ($. 20. Seite 462.) 
folglich it aach A:A+-B=am:ab 
und daher A : B— am : mb 
und da ab in m nach gegebenem Verhältniffe getheilt ift, fo haben 
bie Theile A und B daß verlangte Verhältniß zu einander. 


Aufgabe 620. Man foll ein Dreied durch eine Linie, welde 
ter Grundlinie parallel ift, in zwei gleiche heile theilen. 


| Aufgabe 621. In einem Dreieck follen - zwei Linien ber 
Grundlinie parallel gezogen werben, daß daſſelbe dadurch in brei 
Theile getheilt wird, die in gegebenen Verhältniffen zu einander find. 


Aufgabe 622. Man foll ein Dreied nach einem gegebenen 
Verhaͤltniß in zwei Theile theilen, und es ſoll die Theilungslinie 
einer der Lage nach gegebenen Linie Pq parallel ſeyn. 

Auflöfung. Durch c 
ziehe die cd prll. pq, bie Seite 
ab des Dreiedö theile in m 
nad) dem gegebenen Verhältniß, 
daß alfo, wenn die Theile des 
Dreiedö wie mın ſich verhalten 
folen, am:mb = m:n if, 
und befchreibe über ad einen Halbs 
freis. In m errichte auf ab eine 
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Normale, bis fie den Halbkreis in e trifft, ziehe ae, nimm ad 
— ae und ziehe durch Ö die öy parallel cd, fo ift d/ die geſuchte 
Theilungslinie. 
Beweis. Es iſt A B: A ad: : (a3) (19.) 
= (ad)? : (ae)? 
und wel ad: aae=ae:am ($.) | 
fo it (ad)? : (ae)? = ad: am (9.20. ©. 462.) 
und daher ad A-—-B:A= am. 
NniftabrA—B:A+B+C=ad:ab (1. 
fig A:A+B + C=am:ab 
und daher A: B+C=am:mb 
dann am:mb=m:n (p. c.) 
fit A:B+C=m:n 
ao Aaydö:yöbe=m:n. 


Aufgabe 623. Ein Dreieck foll durch eine gerade Linie hal: 
birt werden, die einer der Lage nach gegebenen Linie pq parallel ift. 


| 





Aufgabe 624. Man foll in einem Dreieck zwei Linien zies 
ben, die einer der Lage nach gegebenen pq parallel find, und es 
fol das Dreied durch diefe Linien in drei Theile, nach gegebenen 
Verhaͤltniſſen, getheilt werden. 


Aufgabe 625. Ein Dreicd ſol in drei Theile gebt wers 
den, die fich verhalten, wie m : n : o, und es foll die eine Theis 
lungslinie einer der Lage nad) a Linie pq, und die andere 
der, der Lage nach gegebenen p‘q‘ parallel feyn. 

Auflöfung. Ziehe yß der 
pq pill., fo daß ayß : yBbe 
'em-+n: o, und ziehe hier⸗ P 
auf in Aaßy bie y'ß' parallel 
p'q’, daß 

Aayß:y'ßpy=mın 
fo find Y'B' und yß die gefuchs 
ten Zheilungdlinien. 
- Aufgabe 6%6. Ein Winkel c ift gegeben, und außerhalb 
biefes Winkels ein Punkt p; man foll von p aus bie Linie pxz 
fo ziehen, daß das dadurch abgefchnittene Dreied xcz einer gege⸗ 
benen Figur A gleich wird. 





Analyfis. Durch p ziehe pa pri. cb und pd normal auf 
ca, fo find ca und pd gegeben, und es iſt Apxa cw Azsc 
| und eilt Azxc — A 
Apxa = (ax pcqh. 
Nun iſt Aczx : Aapx = (cx)? : (xa)? 
alfo auh A : 5 (ax) X (pd) = (cx)? : (xa)? 
und 2A : (ex)? =axXxpdıaxXaı 
=pd:ax 


n 








b 


Sept man aber 2 A == pdXmn, fo ift, weil pd gegeben 
iR, auch die Linie mn gegeben, und e3 ift nun 
pd > mn: (cs)? = pd:ax 





alfo mn: (cx)? =1 : mx 
oder mn:cx==cx:ax 
und daher mn X ax = (cx)? 
und da ax — ac — cx, fo ift aud 
mn = (ac — cx) — (cx)? 


ao mnxXac= (cx)?+ mn X cx 

und mnxXac=cx\X (mn cx) 
und hierdurch ift cx beflimmt (Aufg. 1. Seite 205.) 

Auflöfung. Die gegebene Figur A verwanbele in! ein 

Rechte, deffen eine Seite = z (pd) (1.45), und nehme mn = 
der zweiten Seite diefed Rechtes, daß alfo A = Z(pd) X (mn) 
und 2A = pd > mn. Berlängere hierauf mn um ein Stüd, 
daß das unter der Verlängerung und ber ganzen verlängerten Linie 
enthaltene Rechteck = mn X ac (Aufg. 1. Seite 205.) wird, bie 
gefundene Verlängerung fchneide man auf dem Schenkel ca bis x 
ab, daß alfo cx diefe Verlängerung wird, Zieht man hierauf von 
p durch x bie gerade Linie pxz, fo ift das burch. diefe Linie ab- 
gefchnittene Dreied xcz = A. | 


Aufgabe 627. Bon. einem außerhalb eined Dreiecks gege 
benen Punkte p fol eine gerade Linie durch dad Dreied gezogen 
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werden, daß daſſelbe dadurch nach einem gegebenen Verhaͤltniſſe ge⸗ 
theilt wird. 

Aufloͤſung. Von p ziehe durch p 
c die Linie pcd, und theile ab in m 
nach dem gegebenen Verhältnig. Kalt c 
nun m mit d zufammen, fo ift pcd 
die gefuchte Theilungslinie; ift bieſes 
aber nicht der Fall, fo ziehe cm und 
fhneide von p aus durch La ein * m. ” 
Dreied ab, dad = Aacm ift (Aufg. 626.), fo ift, dad Verlangte 
gefchehen. 

Aufgabe 623. Man foll von einem außerhalb eines Dreiecks 
gegebenen Punkte zwei Linien durch daſſelbe fo ziehen, daß das 
Dreied hierdurch in drei Theile, nach gegebenen Verhältniffen , ges 
theilt wird. 

Aufgabe 629. Innerhalb eines Winkels ift ein Punkt p ges 
geben; man fol durch diefen Punkt eine gerade Linie fo legen, daß 


das durch diefe Linie abgefchnittene —— einer gegebenen Figur 
A gleich wird. 





ce Y b 


Analyfis. Durch den gegebenen Punkt p ziehe pa parallel 
dem einen Schenkel ch des gegebenen Winfeld c und ziehe von p 
auf den andern Schenkel ca die Normale pd, fo ift ca und pd 
gegeben, und es ift, wenn xy die gefuchte Linie feyn foll 
Aczıy: Asxp = (cx)?: (ax)? 





und da Acxy =.A feyn foll, und Aaxp = "X pd ift 
A; exe == (cx)? ; (ax)? 
afo 2A: pd—(en:an 


Wird nun 2 A im ein Rechte? verwandelt, deffen eine Seite 
pd ift, und fegt man die andere Seite diefed Rechtedd — mn, 
fo ift mn gegeben und 


— 


— — 
mn x pd.: pd = (cx)? : ax: 


dfe mn : 1 == (cı)* :.ax 
folglich ift ' (cx)? = mn X ax 
und weil ax — cx — ca 





(cx)? = mn (cx — ca) 
(ex)? = mn xcx — mnX ca 


babe ft mn X ca —= mn X cx — (cx)? 
ao mn xXca=(mn — cx) X cx 

Da nun mn und ca gegeben ift, fo kann cx gefunden werben 
(Aufg. 2. Seite 207.), und es ift hierdurch die Aufgabe gelöf't. 

Auflöfung. Man verwandele 2 A in ein Rechteck, deſſen 
eine Seite — pd ift (I. 46.), und ed fey mn bie zweite Seite 
dieſes Rechtecks; hierauf verwandele man das NRechted mn.X ca 
in ein Quadrat (II. 14.), defjen Seite = q feyn mag. Schneide 
nun mn, fo daß das Rechteck beider Theile = q? wird (Auf 
gabe 2. Seite 207.), nehme cx fo groß als der eine diefer beiden 
Theile ift, und ziehe von x durch p eine Linie xpy, fo wird durch 
diefe Linie das verlangte Dreieck abgefchnitten. 

Determination. Da das Rechteck (mn — cx) x cx 
ben größten Werth erhält, wenn cx = —* iſt (II. 6.), ſo darf 
nicht ſeyn 

mn mn 


mn x ca> (mn — —— 


und alfo auch nicht mn X ca> z x zZ 


;s 2. 3 3 ca > on 
4 


Es darf alfo ca nicht größer feyn, als der vierte Theil der 
Linie mn, wenn bie Aufgabe fich fol löfen laſſen. Iſt aber ca 


< T und wird mn in der angegebenen Art getheilt, fo Fanm je: 


der der beiden Theile diefer Linie flr cx angenommen werben, und 
die Aufgabe laͤßt daher zwei verfchiedene Auflöfungen zu. 


Aufgabe 630. Innerhalb eines Winkels ift ein Punkt p 
gegeben; man foll durch dieſen Punkt eine gerade Linie fo ziehen, 
dag dadurch dad möglich Eleinfte Dreieck abgefchnitten wird. 
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Aufloͤſung. Ziehe pa parallel cb, nimm ax Mr ac und 
ziehe von x durch p die xpy, 
fo ift Acxy das moͤglichſt Heinfte 
Dreied. 

Beweis. Daxc=?2 (xa) 
(p. c), ſo it Acıy = 4x 
Axap (19.) 
und wel Axap = 

Aexy = cx X dp 
nach Aufg. 629. iſt aber 2 A—=-2 X Acıy = mnX dp 
folglich ift 2 (cx) x (dp) = mn X dp 


ax d 








alſo cx = er 
2 
und daher ca = — 


für jeden Eleineren Werth von A, alfo auch von Acxy, würde auch 
mn. Heiner feyn, und alfo ca > — was nach der obigen Des 


termination nicht feyn kann. Folglich ift Acxy das möglichft Fleinfte 
Dreied. 


Aufgabe 631. Innerhalb eines Dreieds ift ein Punkt ges 
geben; man folf durch diefen Punkt eine gerade Linie fo ziehen, 
daß dad Dreied durch diefe Linie halbirt wird. 

Aufgabe 632. Dur einen innerhalb eines Dreiedd geges 
benen Punkt fol eine gerade Linie fo gezogen werden, baß das 
Dreieck durch diefe Linie nach einem gegebenen Verhältniffe ger 
theilt wird. 

Aufgabe 633. Ein Paralleltrapez fol durch eine gerade Li⸗ 
nie, welche den parallelen Seiten parallel di ‚, In zwei gleiche Theile 
getheilt werben. 

Analvfis. Es ſey xy bie 
gefuchte ZTheilungslinie; man fege 
ad — a, be = b, xy = x, fo 
if, wenn man ae und xf pril. dc 
jiht,xg = x — a und bf — 
b—x. Werden nun die Normalen 
am und xn gezogen ‚' fo ift 
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adyx = “rad. en und xycb — (b + =) (zn) * ER) 
und da feyn fol adyx = xycb, fo ift auch 
(x + a) (am) = (b + x) (xn) 
folglih (nah $. 4. ©, 456.) am: xn=(b+x):(x+ 3) 
es ift aber auch 
am:xn=xg:bf, ao am:xn = (x —a):(b—ı) 
ao BI: H)=-a—a):b— x) 

und daher (b- X) (b — x) = (x + a) (x — a) (17) 

afo b? — x? = x? — a2 (II. 5.) 

und Br a2=- 22 


cn b? + a? b?+.a°? 
folglich ift a amd x? und alfo x V 5 ) 


Aufldöfung. Befchreibe ein rechtwinkliges Dreieck, von wel: 
chem bc und ad die Kateten find, fuche hierauf die mittlere Pros 
portionale zwifchen der Hypothenuſe diefes Dreiecks und der Hälfte 
berfelben, fchneide dieſe mittlere Proportionale von c bis f ab, und 
ziehe durch f die fx prll. cd und durch x diexy pri. be, fo ift 
xy bie Zheilungslinie, durch welche das Zrapez halbirt wird. 


Aufgabe 634. Ein Paralleltrapez fol durch eine Linie, 
welche den parallelen Seiten parallel ift, fo getheilt werben, daß 
ber eine Theil adyx= Aade, d a 
und der andere Theil xycb — 

Aacb wird. 

Analyfis. Da adype.bce N 
fo haben die Dreiede adc und 
ach gleidhe Höhe, und es ift daher c e fnb 
| A°de: Aach=ad:be (1. 

alſo auch adyx:xycb = ad: bc 
und ed ift daher, wenn man bie Benennung, wie bei ber borigen 
Aufgabe, beibehält 
a:b Kt) (am)  ‚(b+x)am 
2 





i 2 
—— +a):(b )? 

alfo ta: b — Ara a 

und weil am: xn =gx:fb=x —- a:b — x 
e..n._$@+3a):(b+x) 

Bubeie ton 
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dp a b — x2 — R:h? — 2 
daher ab? — x?) =b (x? — a?) 
afo ab? —- ax — bx? — a?b 


folgid ab? + a2b = ax? + bx? 
naͤmlich ab (a + b) = (a + b) x? 
ed ift alfo ab — x? und daher x — Yab, 
Die gefuchte Theilungslinie xy ift alfo die mittlere Propor: 
tionale zwifchen den parallelen Seiten ad und bc des Parallels 
trapezed. 


Aufgabe 635. Ein Paralleltrapez foll durch eine Linie, welche 
den parallelen Seiten parallel ift, fo getheilt werben, daß der obere 
Theil. zu dem unteren wie & : ßB fich verhält. 

Analyfis. Nach der Bezeichnung bei ben beiden vorigen 
Aufgaben ift 


+3a):(b+ 
a:ß= ER — 





alſo <:ß = x? — a2: b? — x? 
alfo.« (kb? — x?) = ß (x? — a?) 








‚und daher ab? — ax? = Bx? — Ba? 
folglich it ab? + Ba? = (a +Bß) x? 
2 2 
und daher ob? + pa? = ı? 
a+Bß 


hiernach it x = —— 


Aufgabe 636. Es iſt ein Parallellogramm gegeben, und ein 
Punkt p innerhalb deſſelben; man foll durch dieſen Punkt eine Linie 
fo ziehen, daß die Figur hierdurch nach einem gegebenen Verhaltniß 
getheilt wird. 

Aufloͤſung. Theile ad in m 
nach dem gegebenen Verhaͤltniß, ziehe Sf 
mn parallel ab, balbire diemnin e, 
und ziehe durch p und e bie Linie xy, IR 
fo ift diefe die gefuchte Theilungslinie. c n vv 

Aufgabe 637. Bon einem außerhalb eines Parallelogramms 
gegebenen Punkte foll eine gerade Linie durch die Figur fo gezogen 
werden, daß diefelbe hierdurch nach einem gegebenen A ges 
theilt wird. 
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Aufgabe 638. Eine gerablinige Figur foll von einem, in dem 
Umfange derfelben gegebenen Punkte p nach gegebenen Verhaͤltniſſen 
getheilt werden. 

Auflöfung. Berwanbdele bie Figur in ein Drefed nach Us 
leitung (Aufg. 151. Seite 176), theile die Grundlinie deffelben nah 
den gegebenen Verhältniffen, und verbinde die Zheilpunfte mit dem 
Punkte p, fo ift das Verlangte gefchehen. 

Anmerkung. Fällt.eine Theilungslinie zum Theil außerhalb der Figur, 
fo wird bdiefelbe Hincingefchafft, wie bei Aufg. 164. Seite 177. 


Aufgabe 639. Innerhalb einer geradlinigen Figur ift ein 
Punkt p gegeben, und mit einem Punkte des Umfanges durch 
eine gerade Xinie verbunden; man foll von p aus gerade Linien 
ziehen, daß die Figur durch dieſe Linien und durch die gegebene, 
nach gegebenen Berhältniffen getheilt wird. 

Auflöfung. Verwandele die Figur in ein Dreied, befien 
Spige in p liegt (Aufg. 156. ©. 178.), theile hierauf die Grund» 
linie dieſes Dreiecks nach den gegebenen Verhältniffen, und verbinde 
die Zheilpunfte mit p. 


Aufgabe 640. In dem Umfange einer Figur find zwei 
Punkte gegeben; man foll von diefen Punkten aus zwei Linien ziehen, 
durch welche die Figur in drei Theile getheilt wird, die ein gegebe 

nes Verhältniß zu einander haben. 


Aufgabe 641. Die beiden Grundſtuͤcke A und B find durd - 
bie Grenze mn getrennt; man foll ohne Aenderung der Größe die 
fer Grundftüde die Lage der Grenze 
fo ändern, daß fie der, der Lage nad) 

gegebenen Linie pq parallel wird. 

Auflöfung. Durd m unp n 
ziehe ma und nb parallel pq, und 
theile das Trapez manb durch eine 
der ma parallele Linie xy, fo daß 
amxy== Aamn wird (Aufg. 634.), 
fo ift xy die gefuchte Grenze. 


| Aufgabe 642. Zwei Grundftüde find durch eine gebrochene 
Grenze getrennt; man foll diefelbe in eine gerablinige Grenze vers 
wandeln, welche einer gegebenen Linie parallel ift. 
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Auflöfung. Verwandele die gebrochene Grenze in eine ges 
rablinige (Aufg. 161. Seite 181), und biefe hierauf in eine andere, 
welche der gegebenen Linie parallel ift (Aufg. 641.). 


Aufgabe 643. Man foll die Linie xy ber gegebenen ab 
parallel fo ziehen, daß das hierdurch erhaltene Paralleltrape; acyx 
dem Dreied cbd gleich wird. 

Auflöfung. Bu ac, cb, cd m 
fuche die vierte Proportionale cm, h 
ziehe am und mn parallel ac; 
theile hierauf das Paralleltrapez 
acmn durh xy parallel ac, fo 
dag acyx — Aacm wird (Aufg. | 
634.), fo ift dad Verlangte ger AN 
fchehen. 

Beweid. Da ac: cb=cd:cm 

ſo it Aacm = Abcd (15.) 
da nın Aacm = acyx (p. c.) 
fo it aub acy acyx = Abcd. 


Aufgabe 644. Die Grenze mn fol in eine andere xy vers 
wandelt werben, welche einer der Rage nach gegebenen Linie pq 
parallel ift. Die, Seitengrenzemde 
aber ift in d gebrochen. 

Auflöfung. Durch mund n 
ziehe mg und nk parallel pq, und 
es treffe die nk die verlängerte md 
in k, ziehe ab parallel mg, fo daß 
abkn = Aknm wird (Aufg. 
634.), und ziehe hierauf xy parallel 
ab, daß acyx = Abed (Aufg. 
648.), fo ift xy bie gefuchte Grenz: 
linie, 











Aufgabe 645. Man foll von einer gegebenen gerablinigen 
Figur ein Stüd von gegebener Größe abfchneiden, und es foll die 
Zheilungälinie einer gegebenen Linie parallel feyn. 

Auflöfung. In dem Umfange der Figur nehme man belie: 
big einen Punft an, und ziehe von diefem Punfte aus eine gerade 
Linie, fo daß dadurch der verlangte Theil abgefchnitten wird (Aufg. 
153, Seite 177). Die hierdurch erhaltene Grenze verwandele man 
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in eine andere, welche der gegebenen Linie parallel ift (Aufg. 644.), 
fo ift das Verlangte gefchehen. 

Aufgabe 646. Eine gerablinige Figur fol durch eine Linie, 
welche einer gegebenen parallel ift, nach einem gegebenen Verhältnis 
in zwei Theile getheilt werben. 

Auflöfung. Xheile die Figur von irgend einem Punkte des 
Umfangs derfelben nach dem gegebenen Verhältnig (Aufg. 638.), 
und ändere die Lage ber hierdurch erhaltenen.Grenze, fo daß fie der 
gegebenen Linie parallel wird. (Aufg. 644.) 

Aufgabe 647. _Eine geradlinige Figur foll durch Linien, 
welche einer gegebenen parallel find, in eine gegebene Anzahl gleicher 
Theile getheilt werben. 

Aufgabe 648. Man fol eine gerablinige Figur durch kinien, 
welche einer gegebenen parallel find, in mehrere Theile theilen, die 
in gegebenen Verhältniffen zu einander ftehen. 


$. 36. 
Nod einige Aufgaben, deren Auflöfungen von den Sägen 
des fehlten Buches abhängen. 


Aufgabe 649. Ein ungleichfeitiges Dreied fol in ein glei 
ſchenkliges verwandelt. werden, fo daß der eine Winkel des gegebe: 
nen Dreiedd ber Winkel an der Spige des gleichfchenkligen wird. 

Analyfis. Iſt ach das gegebene, 
und xcy das verwandelte Dreieck, fo 
muß fyn Aach = Axcy 
und ba beide L_c gemein haben, fo ift 

ac!:cx=cy:cb (15) 
und weil cy = cx ſeyn fol 

ac:cx=cx:ch. 

Der geſuchte Schenkel cx ift alfo bie 
mittlere Proportionale zwiſchen den Seis 5 
ten ca und ch des gegebenen Dreiecks. 

Aufgabe 650. Ein gegebened ungleichfeitiges Dreied fol 
in ein gleichfeitiged verwandelt werben. 

Auflöfung. Verwandele das gegebene Dreied in ein am 

deres, von welchem ber eine Winkel —= 2 R° ift (Aufg. 136. 


* 





— 39 — 


Seite 171), und verwandele biefes hierauf mit Beibehaltung biefes 
Winkels, als Winkel an der Spige, in ein gleichſchenkliges, fo ift 
dieſes Dreieck gleichfeitig. | 


Aufgabe 651. Die beiden Seiten ca und ch des gegebe: 
nen Dreiedö abc folen um gleich | 
viel bis & und 4 verlängert wer: 
den, fo daß, wenn man «ß zieht, 

Acaß zwei mal fo groß als das a 
gegebene Acab wird. * 

Analyſis. Zürca = a, ch b 
= bwmdaer=bß=x, if ce 6 
— a x und cß — b 4x. 


Nun iſt Acab: Acad = caxchb:ca x cß (23.) 
und Acab : Acaß = —— 2 (p. h.) 
ao caXx<chb:c« x ch »>1:2 : 

oder ax<b :(a-x)x (box) 1:2 

folglich ift 2ab=(a+x)(b+x) 

und 2ab=ab+ax+bx + x 

daher ab = (a-b + x)x; 
woburd x beftimmt ift. 
Auflöfung. Verlängere bie inea—-b= cat ch um 
ein zu beflimmendes Stüd x, fo daß das, unter der verlängerten Li⸗ 
nie a b + x und deren Verlängerung x enthaltene Rechte, dem 
gegebenen Rechteck a > b = ca X ch glei wird (Aufg. 1. 
Seite 205), fo ift die hierdurch gefundene Verlängerung =a@=bBß. 


Aufgabe 652. Die Seiten ca und ch des Dreieds cab | 
ſollen um glei) viel bis «und ß verlängert werden, fo daß Acab 
iu Acaß wie m zu .n fich verhält. 

Auflöfung. Nach der Analyfis der vorigen Aufgabe wird, . 
bei derfelben Bezeichnung ü 

ax<h:(a+x) x(eb-2)=m:n 
dl ab :ab-ax Fb —=m:n 


inne N 
und ab :ax+bx+ x? — m:n—m 


— — 


folglich iſt ——— b=a+brd)x 
m 
Wodurch x gefunden wird, wie bei der vorigen Aufgabe, wenn 
man das Rechteck — (- — = ).ab zuvor beflimmt. 


m 
38 * 


c 
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Aufgabe 653. Die gerade Linie mab iſt der Größe un 
Lage nad, und die Linien ac, bp find der Lage nach gegeben; man 
fol von m aus die gerade Linie mxy fo ziehen, daß das durd 
dieſelbe abgefchnittene Viered xaby einen gegebenen” Flächenin 
halt faßt. 
Analyſis. Da ab der Größe 
und Lage nah und au, bPB der Lage 
nach gegeben find, fo ift Aabe der 
Größe nach gegeben. Da nun aud 
dad Viereck axyb der Größe nach ge: 
geben ift, fo ift auh Acxy gegeben, 
und man kann daher von m au bie 
mxy fo ziehen, daß dad von I_c ab: 
gefchnittene Dreieck Exy einen Flächen: 
inhalt = Aabc — axyb hält (Aufg. 626.), und hierdurd ii 
die Linie mxy der Lage nad) gegeben. 


Aufgabe 654. Die gerade Linie mab ift der Gröfe und 
Lage nach gegeben, und die Linien bB und ac, welche parallel un: 
ter fih find, der Lage nah; man foll von mi aus die may fo 
ziehen, daß das dadurch abgefchnittene Paralleltrapez axyb eine 
gegebenen Flächeninhalt faßt. 


Aufgabe 655. Es it ein Dreied abc gegeben; man fol 
innerhalb diefes Dreieds einen Punft x von der Art finden, das 
wenn man xa, xb, xc zieht, dieſe drei Linien in gegebenen Ber: 
baltniffen zu einander ftehen. 

Analyſis. Da ab gegeben ift 
und das Verhältnig von ax : xb, fo 
ift der geometrifche Drt für die Spige x c 
des Dreiecks abx gegeben (Aufg. 587.) 


Seite 574), und eben fo ift auch, da — * x 
ac gegeben ift, und das Verhaͤltniß N 
ax : xc, der Drt für die Spitze des „ b 


Dreiedd acx gegeben, und es ift hier: 
durch die Lage von x vollfommen beftimmt. 

Aufgabe 656. Man fol innerhalb eines Dreiecks einen 
Punkt x von der Art finden, daß, wenn man von x aus die Linie 
xa, xb, xc zieht, die Dreiede abx, acx und bex ein gegebe: 
nes Verhältniß zu einander haben. 





u 


Analyfis. Sof fon 
Aabr': Aacx! Abex — y +»ß: 
fit Aabx: Aabke = »: (44 5% 
es ift alfo das Berhältnig von Aabx: Aabc — und da 
beide die Grundlinie ab gemein haben, fo verhalten fte fich wie ihre 
Höhen. Da nun bie.-Normale won c aufiab gegeben ift, fo kann 
die Höhe von Aabx gefunden werben, und es muß, wenn man 
in einer diefer Höhe gleihen Entfernung von ab eine,‘ der ab pa: 
vallele Linie ziehet, in diefer Linie der Punkt: x m 
Aus gleichen Gründen ift 
Aacx: MAach — 3: (y F 33464) 
und hierdurch die Höhe von Aacx gegeben. Folglich muß x auch 
in der Linie liegen, welche in dem diefer Höhe gleichen Abſtande 
parallel ac gezogen werden kann, und es iſt hierdurch die Rage 
von x vollkommen beflimmt. 


Aufgabe 657. Die Sehne ab 
eined Kreisbogens ift gegeben, und die 
derfelben parallele Zangente «ß, melde 
von den verlängerten Radien begrenzt wird, 
die durch die Endpunfte a und b des Bos 
gen: gehen; man foll hieraus den Nas 
dius bed Kreifes finden. 

Analyfis. Befchreibt man über «aß 
einen Halbkreis «eß, zieht we normal. 
auf wc und verbindet e mit ß, fo ift 


Lcaö +löce = | ceö Ft acd — R’ 





und daher 1öcae = | «cd 
de nun [e =Leea—=R 
fo iſt ft Aueß w/ Ncda GA) 
und daher aß: de —=ca:cö 
— ce:ca 
und da ca:ca==aß:ab 
fit aß:ae = eß: ab 
und folgid we. — ab; 


alfo ift ae der Größe und Lage * gegeben, und hierdurch ſind 
«ce und dc gegeben, alſo auch der Mittelpunkt c und der Radius c o 
des geſuchten Kreiſes. 

Aufloͤſung. Ueber «PB beſchreibe einen Halbkreis, trage «e 
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— ab als Sehne ein, errichte in @ auf ze eine Normale «c, und 
eine andere in dem Halbirungöpunfte ö der aß auf aß, fo ſchnei⸗ 
ben fich diefe beiden Normalen in dem Mittelpunfte c des zu be 
fchreibenden Kreifes und es ift cö der Radius beffelben. 


Aufgabe 658. Im einem Kreife find zwei Radien ca, ch 
gezogen; man foll an den Bogen ab’ eine Zangente «B von gege: 
bener Länge ziehen, welche von ben verlängerten Radien ca und 
cb begrenzt wird. 

Analyfis. Da ca und ch der = d 
Größe und Lage nach gegeben find, fo 
ift I_acb gegeben, aber auch «ß und 
cd = ca, welche normal auf «ß ift 
(II. 18.); folglih ift vom Auch 
gegeben bie Seite «ß, bie zu berfel: 
ben gehörige Normale cd und der der 
gegebenen Seite gegenüber liegende 
Winkel, wodurch das Dreied ſich conftruiren läßt (Aufg. 301. 
Ekite 3236). 

Aufgabe 659. Bon einem Dreied ift der Radius r de3 Kreis 
ſes gegeben, der in baffelbe befchrieben werden kann, und die zu den 
beiden Seiten a und b gehörigen Normalen « und ß; man fol das 
Dreied conftruiren. 

Analyfis. Wenn bie drei Seiten des Dteiecks a, b und c 
find, fo ift die zweifache Fläche deffelben —= r (a +b+e) 
(Aufg. 392. Seite 393. ) 

Da aber die zu a gehörige — — 

und = = b = — 
fo iſt die zweifache Flaͤche auch — aux — bgs. 

Da ax bs, ſo iſt a: b — B836& (8. 4. ©, 456.) 

und daher b = 

€ ift aber auch r (a-+b-kc) — bB 

und daher r:ß—=b:at-b+rc 


und weil b— 3° 
ß 


Euer 


und daher rB:ßB — r —ar: at c 


— 500 — 
folglich ift er BEE a+c 


und daher ——— 
& & 





und weil Eu u er = -eiN: 
fo ift ee -erd 


& 
ao Br: aß — (a +P)r=a:c 
und endlich a ma e. 


Da nun «, ßB und r gegeben find, fo iſt auch das Vexhaͤltniß 
von a : c gegeben; aber au dad vona:b= ß: «if gegeben, 
folglich das gefuchte Dreied der Form nah, und da « ber Größe 
nad befannt ift, fo laßt fich hieraus auch das geſuchte Dreieck der 
Groͤße nach finden. 


Aufgabe 660. Man kennt von einem Dreieck die Grund⸗ 
linie, das Verhaͤltniß der beiden uͤbrigen Seiten und den Radius 
des Kreiſes, der um das Dreieck ſich beſchreiben laͤßt; es ſoll daſ⸗ 
ſelbe conſtruirt werden. | 

Gegeben A:B=m:n, C und R. 

Analyſis. Wird mit R ein Kreis beſchrieben, * C als 
Sehne eingetragen, fo muß der Scheitel ded der Seite C gegenüber 
liegenden’ Winkel in dem durch C abgefchnittenen Bogen bed Kreis 
ſes liegen, ber geometrifche Ort diefes Punktes ift aber auch durch 
C und das Verhaͤltniß A : B beflimmt (Aufg. 587.), folglich 
ift die Lage des Punktes c gegeben und hierdurch das geſuchte 
Dreieck. 

Determination. Da C bie gemeinfchaftliche Sehne zweier 
Bogen ift, fo kann auch c im jedem diefer beiden Bogen liegen, und 
es find daher zwei Dreiede möglich, die den Bebingungen der Auf⸗ 
gabe entfprechen. 


—E 





XXX. Lehrfäte, die mit Hülfe der Saͤtze des fechften 
Buches fi) beweifen laſſen. 


Lehrfag 201. Wenn zwei Sehnen im Kreife fich fehneiden, 
und man verbindet ben einen Endpunkt der einen mit dem einen 
Endpunfte der andern, und eben fo den zweiten Endpunft der einen 
mit dem zweiten Endpunfte ber andern, fo werben hierdurch zwei 
Dreiede erhalten, die ähnlich find. 

Beweis (III. 21.) und (4.) 

Lehrfat 202, Schneiden zwei Sehnen verlängert ſich außer: 
halb des Kreifes, und werben die beiden obern, und eben fo bie 
beiden unteren Durchſchnittspunkte derfelber mit dem Kreife durd 
Sehnen verbunden, fo erhält man bierburd zwei ähnliche Dreiede. 

Beweis (III. 22.) und (4.) 

Lehrſatz 203. Auch wenn man von zwei fich außerhalb bes 
Kreifes fchneidenden Sehnen den oberen Durchſchnitt der einen mit 
dem untern Durchfchnitte der andern verbindet, und umgekehrt, wer: 
den zwei ähnliche Dreiede erhalten. 

Beweis (III. 21.) und (4.) 

Lehrfas 204. Wird von einem Punkte außerhalb eines 
Kreifed eine Sehne durch den Kreis und eine Zangente an den Kreis 
gezogen, und man verbindet die Durchſchnittspunkte der Sehne mit 
dem Berührungspunfte der Tangente, fo find die beiden hierdurch 
gebildeten Dreiede, zu welchen die — als gemeinſchaftliche 
Seite gehoͤrt, aͤhnlich. 

Beweis (III. 32.) und (4.) 

Lehrſatz 205. Faͤllt man in einem Dreieck die beiden Nor— 
malen & und ß, fo verhalten ſich die beiden Abſchnitte, welche durch 
diefe Normalen von den dazu gehörigen Seiten abgefchnitten werden 
und die an dem Scheitel des Winkels c anliegen, wie « und ß. 

Beweis (4.) | | 

Lehrſatz 206. Die beiden durch « und B auf den Seiten 
a und b abgefchnittenen, an L_c anliegenden Abichnitte der Seiten 
a und b eines Dreiecks verhalten ſich umgekehrt wie die Seiten, 
auf welchen fie abgefchnitten find. = 

Beweis (III. 31.), (III. 36.) und ($. 4. ©. 456.) 

Lehrſatz 207. IE ein Dreied abc in einem Kreife be: 

fhrieben, und man zieht von b aus einen Durchmeffer bd, ver: 
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bindet a mit d, und fällt von a auf be die Normale au, fo if 
Aabd w Aaca. 


Beweis (III. 21.) und (4.) 

Lehrſatz 208. Sind die drei Seiten eines Dreied3 a, b, c, 
der Durchmeffer des Kreiſes, der um dieſes Dreieck befchrieben ift 
— 2 R, und die zu der Seite a. gehörige Normale — «a, fo fin: 
det die Propottion flatt: 

2Rh:b=c:« 
Beweis (Lhrſ. 207.) 

Lehrſatz 209. Sind zwei gerade Linien der Lage nach ger 
geben, und zieht man drei Parallelen, von welchen diefe Linien ge: 
fchnitten werden, fo find die hierdurch erhaltenen beiden Abfchnitte 
ver einen Linie deren der andern proportionirt. 

Beweis (Il. 34.) und (2.) 

Lehrfas 210. Werden von einem Punkte außerhalb eines 
Winkels Normalen auf beide Schenkel des Winkels gefällt, ſo er⸗ 
haͤlt man hierdurch zwei aͤhnliche Dreiecke. 

Beweis (4.) 


Lehrſatz 211. In jedem rechtwinkligen Dreieck verhaͤlt ſich 
die Hypothenuſe zu der einen Katete, wie die andere Katete zu der 


Normale, von dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypothenuſe, 
ſich verhaͤlt. 


Beweis (16.) 


Lehrſatz 212. In jedem Dreieck verhält. ſich der ganze Um— 
fang zu einer Seite, wie die zu dieſer Seite gehoͤrige Normale zu 
dem Radius des Kreiſes ſich verhält, der in diefes Dreieck befchries 
ben werben Fann. | 

Beweis (16.) und (Aufg. 392.) 


Lehrſatz 213. Sind zwei Dreiede gleich groß, fo verhalten 


ſich ihre Grundlinien zu einander umgekehrt, wie die zu denfelben 
gehörigen Normalen. | 


Beweis (16.) 


Lehrſatz 214 Zieht man in einem Dreied eine Parallele 
zur Grundlinie, und verbindet irgend einen Punkt der Grunpdlinie 
mit der gegenüber liegenden Spitze, fo fihneidet ‘die Verbindung: 
linie die Grundlinie und die Parallele derfelben, nach bemfelben Ver: 
haͤltniß. 

Beweis (2.) und (4.) 
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Lehrfag 215. Wird in einem Dreieck eine Normale auf bie 
Grundlinie gefällt, fo verhält fi die Summe der beiden übrigen 
Seiten des Dreiedd zu der britten, Seite, wie die Differenz der 
beiden Abſchnitte dieſer Linie, zu der Differenz ber beiden übrigen 
Seiten ſich verhaͤlt. 

Beweis (I. 47.), (II. 5.) und ($. 4. ©, 456.) 

Lehrfag 216. Im jedem regulairen Vieleck ift die halbe 
Seite defjelben die mittlere Proportionale zwiſchen der Summe 
und der Differenz ber Radien der beiden Kreife, von welchen ber 
eine um, und der andere in dad Vieleck befchrieben werben Fann. 

Beweis (8.) 


Lehrſatz 217. Wenn in zwei Biereden die Seiten ded einen 
ben Seiten des andern, und auch die eine Diagonale des einen ber 
einen Diagonale des andern parallel find, fo ift die zweite Diago: 
nale des einen Vierecks der zweiten des andern Vierecks ebenfalls 
parallel, und die Figuren find ahnlich. 

Beweis (18.) | | 
Lehrſatz 218. Steben die Seiten eined Dreiedd auf ben 
Seiten eined andern normal, fo find die Dreiede ähnlich. 
Beweis (chrſ. 44. ©. 81.) und (4.) 


Lehrfa& 219. Werden in zwei ähnlichen Dreieden bie zu 
gleihnamigen Seiten gehörigen Normalen gezogen, fo wird jedes 
der beiden Dreiede in zwei rechtwinklige zerlegt, und es iſt von 
diefen das erfte ded einen Dreieds dem erften des andern abnlid, 
und es ift auch das zweite dem zweiten ähnlich). \ 

Beweis (4.) 

Lehrfak 220. Wenn man in zwei ähnlichen Dreieden eine 
gleichnamige Seite halbirt und den Halbirungspunft mit der ger 
genüber liegenden Spige verbindet, fo werben beide dadurch in ähn: 
liche Dreiede zerlegt, fo daß bad erfie dem — und das zweite 
bem zweiten ahnlich ift. 

Beweis (5.) 


Lehrfag 221. Werden in ähnlichen Dreieden Normalen auf 
gleichnamige Seiten gefällt, fo werben dieſe Seiten hierdurch nad 
bemfelben Verhaͤltniß gefchnitten. 

Beweis (Lhrf. 219.) 


Lehrſatz 222. Wenn man in ähnlichen Dreiecken bie, zu 
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gleichnamigen Seiten gehörigen Normalen zieht, fo verhalten fich 
die Dreiede zu einander, wie die Quadrate diefer Normalen, 
Beweis (Lhrf. 219.) und (19.) | 

Lehrfaß 223. Aehnliche Dreiede verhalten fi — wie die 
Quadrate der zu gleichnamigen Seiten derſelben gehörigen Halbi: 
rungslinien. 

Beweis (Lhrſ. 220.) und (19.) 

Lehrſatz 224. Werden in aͤhnlichen Dreiecken die Mittel⸗ 
punkte der Kreiſe, welche in dieſelben beſchrieben werben koͤnnen, 
mit den Ecken der Dreiecke verbunden, ſo werden ſie hierdurch in 
aͤhnliche und aͤhnlich liegende Dreiecke zerlegt. 

Beweis (IV. 4.) und (4.) 

Lehrfag 225. Wenn man in ähnlichen Dreieden ‘von ben 
Mittelpunkten der Kreife, die in diefelben befchrieben werden £önnen, 
Normalen auf die Seiten fällt, fo werben beide Dreiede . 
in ähnliche und ähnlich liegende Vierede zerlegt. 

i Bemeis (Lhrf. 224.) und (18.) 

Lehrfag 226. Werden in zwei aͤhnlichen Dreieden zwei Paar 
gleichnamige Seiten halbirt, und in den „Halbirungspunften der 
beiden Seiten eines jeden, Dreiecks Normalen errichtet, bis fie fich 
ſchneiden, fo find die beiden hierdurch in ben Dreieden erhaltenen 
Dierede ahnlich. 

Beweis (4.) und (18). i 

Lehrſatz 227. In aͤhnlichen Dreieden verhalten fi ich gleich⸗ 
namige Seiten wie die Radien der Kreiſe, die um dieſe Dreiecke 
beſchrieben werden koͤnnen. 

Beweis (Lhrſ. 226.) C 

Lehrſatz 228. Wenn man in 
einem Dreied abc von a und b aus 
die Linien ae und bB fo zieht, daß 4 
lL_aaß = L_b$a, fo findet die Pro: N 
portion ftatt: . b 

am: bm ='mß : me. 1 

Beweis (4). | | 

Lehrfak 229. Wenn in dem Dreied abc bie Seiten ca, 
ch in B und « nach demfelben Verhaͤltniß getheilt find, und man 
zieht bB, ac, von c aus durch in die Linie cmd, durch a die ad 
parallel bB und verbindet d mit b, fo ift db parallel ac. 

Beweis (2.) und (V. 11.) 
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Lehrſatz 330. Sind in Aabe die Seiten cb und cain 
a und B nach demfelben Verhältniffe gefchnitten, und man zieht ac, 
bB, und von c durch m die gerade Linie cmy, fo wird ab in 
y halbirt. 
+ Beweis (Lhrf. 229.) und (Rhrf. 32. ©. 82.) 
Lehrſatz 231. Halbirt man die Grunblinie ab eines Dreieds 
‚in y, zieht cp und durch irgend einen Punft m diefer Linie von 
a und b aus aa und hß, fo werben ch und ca in« m 
nach demfelben Verhältniffe gefhnitten. 
Beweis (Lhrf. 32. ©. 82.) und (2.) und (V. 11.) 
Lehrfas 232. Wird ab iny halbirt, cy gezogen, und durch 
irgend einen Punft m der cy die Linien a« und bp, und iſt 
cae:ceb=m:n ſo muß fyncm:my=2m:n 
Beweis (V. 4) 
Lehrſatz 233. Die drei Halbirungslinien eines Dreieds 
fehneiden fih in einem und demfelben Punkte. 
Beweis (Lhrf. 231.) 


Anmerkung, Man vergleiche hiermit den Beweis dieſes Satzes in dem 
Bufage, Scite 313. 


— c 
Lehrſatz 2354. Iſt cB zwei 
mal fo groß wie Ba, und by zwei 
mal fo groß wie ya, fo ift ß 
cm — 3 (my) und bm = 3 (mß). “ b 
Beweis. Ziehe durch a die ad 
‚parallel bB und verlängere cy, bis a 
fie diefe Parallele in d fchneidet, fo ift 
em:md==cß: ßa, alo cm — 2 (md) 
und my: yd=yb:ya s my==2(yd) 
und yd = yd 
folglich md — 3 (yd) 
daher cm — 2 (md) = 6 (yd) 


während ny= 2 (yd) 
folglich ſt em: m — 622 —=3:1 
alſo cm = 3 (my) 
und eben fo it bm — 3 (mß). 
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Lehrſatz 235. Iſt cB dad nfacde von Ba und by bas 
eben fo Bielfache von ya, fo ift cm von my dad (n + 1)fache, 
und‘ bm ift das eben fo Vielfache von mPß. 

Beweis, Wie bei dem vorigen Lehrfage. 


Lehrſatz 236. Wenn cß zwei mal fo groß ift als Ba und 
by drei mal fo groß ald ya, fo ift 
'cm:my=8:3 md bm:mß =9:2 
Beweis. Wie bei Chrf. 234. 


Lehrſatz 237. Wenn cß dad mfache ift von Ba und by 
dad nfache von ya, fo ift 
em:my=m(n#1)'nund bm:mß =n(m-+1) : m. 
Beweis. Wie bei den vorigen. Lehrfägen, 


Lehrſatz 238. Befchreibt man 
in einen Halbfreis ba3 rechtwinflige 
Dreiet ach, und über die beiden Ka= 
teten ac und be deffelben die Halb: 
freife apc, bgec, fo find die beiden 
halben Monde apcema und bgenb 
zufammen dem Dreied ach gleich. 

Beweis (31.) 


Lehrſatz 239. Werden über eine Katete und über die Hp: 
pothenufe eines gleichfhenklig rechtwinkligen Dreieds ähnliche und 
ähnlich liegende Figuren befchrieben, fo ift die Figur der Hypothe— 
nufe zwei mal fo groß als die der Katete. 

Beweis (31.) 


Lehrſatz 240. Beſchreibt man über drei gegebene Kinien 
a, b, e die ähnlichen und ähnlich liegenden Figuren A, B, C und 
ta:b:c=3:4:5,pitfC=A+B. 
Beweis (I. 48.) und (31.) 


Lehrfag 241. Befchreibt man in einen Kreis, deffen Radius 
— R ift, zwei regulaire Vielede P und Q, von welden das 
zweite () zwei mal fo viel Seiten als P bat, und iſt der Radius 
des Kreifes, der in P befchrieben werden kann = r, pit P:Q 
— 73 R. 
Beweis (1.) 
Lehrfag 242. Iſt abed ein Viereck im Kreife, und zieht 





a 


⸗ 


⸗ 
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man von irgend einem Punkte e ber verlängerten cd die eö paral: 
lel ab, fo wird diefe Linie in «, B, 9, Ö fo 
gefhnitten, daß 

ex eß = cy: ed. 

Beweis (III. 22.), (Seite 333, Nr. 4.) 
und (Lehrf. 202.) 

Lehrfag 243. If abed ein Viereck 
im Kreife, und man zieht be fo, baßl_cbe 
= | abd, fo ift h 
Nebe w Aabd und Aabe w Abcd, 

Beweis (TIL 21.) und (4.) 

Lehrfag 244. Iftabed ein Viered 
im Kreife, ſo ift die Summe der beiden Nechts 
ee, welche unter je zwei einander gegenüber 
liegenden Seiten deſſelben enthalten find, zus 
fammen ‘dem, unter den beiden Diagonalen 
dieſes Vierecks enthaltenen Rechtecke gleich. 
Es iſt alſo ab x cd ad x be = 
ac X bd. 

Beweis (Lehrf. 243.) und ($. 4. ©. 456.) 

Lehrſatz 245. Wenn ein Winfel eined Dreiecks einen Win: 
kel eines andern Dreiedd zu zwei rechten Winfeln ergänzt, fo ver: 
halten dieſe Dreiede fi zu einander, wie die Rechtecke der Seiten, 
die an biefen Winkeln anliegen. 

Beweis (23.) und (1.) 

Lehrſatz 246. In jedem Viereck verhalten fi die Abfchnitte, 
in welche die eine Diagonale durch die andere getheilt wird, zu ein 
ander, wie die beiden Dreiede, in welche dad Viereck durch bie 
zweite Diagonale getheilt ift. - 

Beweis (1.) V. 11.) und (V. 24.) , 

Lehrfat 247. Bei einem Viereck im Kreife verhalten fi bie 
Abfchnitte, in welche eine Diagonale durch die andere getheilt wird, 
zu einander, wie die Nechtede der, an dies 
fen Abfchnitten anliegenden Seiten. 

Beweis (Lehrf. 245.) und (Lehrf.246.) RA |\a 
Lehrſatz 248. Wenn man in einem 
Dreicd abe die beiden Normalen bß, cy 
zieht, und von a durch m die ac, fo ift a ’_ b 
Abcy co Ama. \ 
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Beweis, Eift Acyaw Abßa (4) 
und Abßa vw Amyb = 
* do Acyaw Ampb_ (21) 
daher cy:by==ya:ym 
folgih it Abcy w Amay. 

Lehrſatz 249. Sind cy und bB normal auf ab und ac, 

und man zieht von a durch m bie au, fo it Acma cw Achby, 
Beweis (Lehrf.,248.) 

Lehrfas 250. Werben in einem Dreied von ben drei Spitzen 
defielben Normalen auf die gegenüber liegenden Seiten gefällt, fo 
fchneiden diefe drei Normalen ſich in einem und demfelben Punkte. 

! Beweis (Lehr. 249.) 
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Die Elemente der rechnenden Geometrie. 





Einleitung. 


Die theoretifhe Geometrie lehrt aus einigen gegebenen andere, 
von denfelben abhängende Raumgrößen, als ſolche, mittelft einer 
Gonftruction finden, die in allen Fällen von den Elementaraufgaben 
abhängt, welche einen wefentlichen Beftandtheil der Euflidifchen Geo 
metrie ausmachen, . Während die Richtigkeit diefes Verfahrens nict 
bezweifelt werden kann, und mit einer der Geometrie eigenthüm: 
lihen Strenge ſich nachweifen läßt, daß durch daffelbe in jedem 
Valle befonderd das Gefuchte gefunden werden muß; wird dieſes 
Verfahren doch in vielen Fällen, wo es darauf ankoͤmmt, die Leb: 
ren der Geometrie num wirklich anzuwenden, unbrauchbar, weil felbi 
die größte mechanifche Fertigkeit nicht ausreicht, die zur Loͤſung einer 
Aufgabe erforderliche Gonftruction mit einer ſolchen Genauigfeit aus 
zuführen, daß das erhaltene Nefultat als ganz zuverläfjig angefehen 
werden fünnte. Der Gebrauc der Conftruction wird bierdurd be: 
fhränft, und es ift daher ein Hülfsmittel erforderlich, wodurd das 
Geſuchte von allen Zufälligkeiten unabhängig wird, und ſich unte 
allen Umftänden vollfommen genau finden läßt. Dieſes Hülfsmittd 
nun gewährt die rehnende Geometrie, welche die Anleitung 
enthält, unbefannte Raumgrößen dur Rechnung zu finden. 

Die rechnende Geometrie dient zur Unterſtuͤtzung der Gonftruction, 
um diefe zu vereinfachen, und fo den Nefultaten die möglichft größte 
Zuverläffigkeit zu verfhaffen; fie ift daher das Verbindungsmittel 
zwifchen der theoretifchen Geometrie und der praftifchen. Um aber 
eine Raumgröße durch Rechnung finden zu können, muͤſſen die Werth 
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der bekannten Größen durch Zählen ‘gegeben feyn, und man erhält 
diefe dadurch), daß die. vorfommenden Raumgrößen wirklich gemeſſen 
werben, indem man hierbei eine beflimmte. Einheit als allgemeines 
Maag annimmt... Die gefuchte Größe wird hierbei natürlich eben» 
fans durch, Zahlen audgebrüdt erhalten; da dieſe ſich Übrigens auf 
biefelbe Einheit beziehen, welche bei. ben gegebenen Größen angenoms 
men worden ift, fo läßt ſich, menn es nötbig feyn follte, dad Res 
fultat jeden Falles wieder auf eine Raumgroͤße zurüdführen und 
durch eine ‚folche darftellen. Der Maaß ſtab bildet hierbei das all 
gemeine Huͤlfsmittel. 

Die Regeln, welche bei der Berechnung von Raumgroͤßen an⸗ 
zuwenden find, muͤſſen aus der theoretiſchen Geometrie abgeleitet 
werden, und es laſſen ſich hierbei alle die geometriſchen Saͤtze bes 
nutzen, welche auch arithmetiſch ſich ausdrücken laſſen. Das voll⸗ 
ſtaͤndige Material für die rechnende Geometrie iſt daher in den Sägen 
beö zweiten und fünften Buches und in allen von diefen abhängen» 
den oder mit dieſen verwandten Saͤtzen enthalten, und ba bei allen 
diefen Sägen fogleich ihre arithmetifche Bedeutung in den Beilagen 
zu den angeführten Büchern vollfländig angegeben worden ift, fo 
kann jebt ohne Weiteres von bdenjelben Gebrauch gemacht werben. 
Da indeffen alle diefe Säge nur auf Linien und Flächen ſich bes 
ziehen, fo. kann man mit Hülfe derfelben auch nur, wenn Linien 
oder Flächen in Zahlen gegeben find, ebenfalls Linien oder Flächen 
durch Rechnung finden. 

Gehören Winkel zu den gegebenen Größen, oder follen Winkel 
durch Rechnung gefunden werden, fo find hierzu eigne Hülfsmittel 
erforderlich, für welche der legte Sa des fechften Buches die Grunds 
lage enthält. Nach diefem Sage verhalten in gleichen Kreifen fich 
Gentriwinfel zu einander, wie die Kreiöbogen, auf welchen fie ftehen, 
und ed koͤnnen daher, wenn einmal für den Radius ein beftimmter 
Werth angenommen iſt, Kreisbogen für die Winkel fubftituirt wers 
den. In einem und demfelben Kreife aber hängen von jedem Kreids 
bogen deinfelben eigenthümlic zugehörige gerade Linien fo ab, daß 
diefelben ihrer Größe nach fi) ändern, fobald ber Kreisbogen grös 
Ger oder Heiner wird, und es können daher diefe geraden Linien 
die Stelle der Kreisbogen und fomit:auch die der zu biefen Bogen 
gehörigen Winkel vertreten, wenn man hierbei den Radius des Kreis 
fes als gemeinfcpaftlihe und unveränderlihe Einheit annimmt. 

Jede geometrifche Rechnung, bei welcher — vorkommen, 
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kann daher auf eine andere zuruckgeführt werben, in welcher die den 
Kreisbogen, durch welche die Winkel gemeſſen werden, zugehörigen 
geraden Linien und deren Einheit der Radius: ift, "die Stelle. der 
Winkel vertreten. -- Hierdurch entficht ein eigner Theil ‚der rechnen⸗ 
ben Geometrie, die Zrigonometrie, die in ihrer vollftändige 
Ausbildung - zu einer eignen Wiſſenſchaft wird, und. als. — den 
— Theil der ganzen Mathematik bildet. Mr 


| Die Elemente ber rechnenden Geometrie lehren: 

1) das Berechnen gerader Linien aus gegebenen Linien und 
Flächen ; 

2) daß Berechnen der Flächen gerabliniger Figuren; 

: 3) das Theilen der Siguren durch Rechnung, Ind 

3) das Berechnen der Werthe der bei dem Kreife vorkommenden 
Größen, und hiermit enthalten die Elemente jügleich die Bon 
bereitung zu der Zrigonometrie. 


Erfter Abſchnitt. 
Dad. Beredinen gerader. Linien. 


Sebe ihrer Größe nach gegebene gerade Linie: wird durch einen 
einfachen Buchflaben bezeichnet, alfo dur a, b, c oder d ıc. Sind 
nun die Linien a, b und c drei Glieder einer Proportion, deren 
vlertes Glied — x ſeyn mag, 

iſt alſo a:b=c:x 
—_ be 
Rus 
Da nun bas Ate Glied i * Vroportlon ebenfalls eine gerade 


Linie iſt, ſo folgt, daß ag * = ebenfalls eine gerade: Linie ſeyn 


muß. Wird diefe als das — Glied einer PYroporkion angenoms 
men, beren erften beiden Glieder a’ und b’ find, und fegt man das 
vierte Glied derſelben — x’, fo iſt „ 








fo folgt x 
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Der Ausdruck bedeutet alſo ebenfalls eine gerade Li⸗ 





nie, und es gilt Gef auch von ben Ausdrüden be, 
b’' hrhb’c er — 

Wird alſo eine gerade Linie durch einen einfachen 
Buchſtaben bezeichnet, ſo bedeutet jeder gebrochene Aus— 
druck, in welchem der Zaͤhler einen allgemeinen Factor 
mehr ald der Nenner hat, ebenfalls eine gerade Linie. 

Sind b und .c.die Seiten eined Rechtes, fo wird die Fläche 
beffelben = b x c = bc, wenn alfo ein einfacher Buchftab 
eine gerade Linie bedeutet, fo wird durch dad Product zweier eine 
Släche auögebrüdt. ‚Sucht man aber zu ben Linien a‘, b’ und der 
Fläche bc die vierte Propertionale X, fo ui diefe ebenfalls eine 
Fläche, und es ift 

a:b'’=be:X 








do X = me. 
Die vierte Proportionale zu a” b und — welche eben⸗ 
falls eine Flaͤche ſeyn muß, iſt —— | 


Hieraus folgt, baß jeder gebrohene Ausdruck, im 
welchem der Zähler zwei allgemeine Factoren mehr als 
der Nenner hat, eine Fläche bedeutet. 

‚Sol zwifchen zwei gegebenen Linien b und c bie ‚mittlere Pros 
portionale gefunden werben, und fest man diefe > x, fo ift | 

hbhıxzır:e 
ſo x? — b: und daher x=V be. 

Da Nun biefe mittlere Proportionale ebenfalld eine Linie fen 
muß, fo folgt, daß auch !YBC eine Linie ausdrüdt. 

- Die Quadratwurzel aus einer Flaͤche iſt alſo immer 
eine Linie 

Sollen mehrere Größen adbirt werden, fo müffen fie ſämmtlich 
gleichartig ſeyn, und die Summe aller iſt denſelben ebenfalls gleich⸗ 
artig. Es iſt alſo nicht moͤglich, eine Linie und eine Flaͤche in eine 
Summe zu vereinigen. Hieraus folgt: wenn in einer aus mehrern 
Gliedern beſtehenden Groͤße ein Glied eine Linie bedeutet, fo müffen 

39 * 
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von dem Übrigen Gliedern, jedes für ſich, ebenfalls eine Linie auf 
drücken, und die mehrgliedrige Groͤße iſt alsdann ebenfalls eine Bir 
nie. Eben fo müffen alle Glieder Flächen ausdrüden, wenn ein 
Glied eine Fläche bedeutet, und es ift alsdann bie res 
Größe ebenfalls eine Fläche. 


 Hiemah it x a +2 — — Yb'c' eine Linie 


’ or ne he. \ 
mb, X == ab — ———— d Veh eine Flaͤche. 
Bon jeber Größe; toelche eine Linie ausdruͤckt, fagt man, es 

ift eine Größe- von einer Dimenfion oder eine Größe, deren Die 

menfion — 1 ift, und jeder Ausdruck, der eine Fläche bebente, 
wird eine Größe von zwei Dimenfionen genannt, oder eine Größe, 
deren Dimenfion — 2 ift, und haben mehrere Größen eine gleiche 

Dimenfion, fo riennt man fie ſymetrifch. - Hieraus folgt alfo, daß 

wenn bei einer geometrifchen Rechnung eine mehrgliedrige Größe vor 

fommt, und bei diefer jeder Buchflab für ſich eine Linie bedeutet, 
der ganze Ausdrud immer fometrifch feyn muß, und es läßt ſich 
aus der Dimenfion jedes einzelnen Gliedes erkennen, ob ber Aus⸗ 
druck eine Linie oder eine Fläche bedeutet. 

Da biernah z. B. ab + cd eine Flähe it, fo muß 

Y'(ab + cd) eine Linie — und weil auch m n eine 

ab4 cd e66 

Linie bedeutet, ſo iſt — und eben ſo auch — — * 5 

ebenfalls eine Linie, re en ift (m + n) Ycab + cd) em 

Flaͤche ıc. 

Es geht hieraus hervor, bag auch für zufammengefegte Aus 

brüde die abgeleiteten Säße ihre Gültigkeit behalten, und es wird 

hierbei die Bedeutung einer Klammergröße wie die einer-mehrglies 
drigen beurtheilt, und hierauf wird biefelbe wie eine eingliebrige 

Größe benugt. Der Zähler oder Nenner eined Bruches ift Übrigens 

ebenfalls ald eine Klammergröße anzufehen. 


Hat man bie beiden Linien a und b, fo if > eine bloße Zahl, 





melde ausdrüdt, mie oft b in a enthalten ift, ober es giebt 
3 die Zahl an, mit welcher b multiplicirt werben muß, um a zu 
erhalten. Der Ausdruck * bedeutet alſo gar keine Raumgroͤße, und 
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es ifi diefes eben fo auch mit dem Ausdrude % ver Fall. Won 


einem foldhen Ausbrud fagt man, er hat eine Dimenfion — o, 
und der Werth deſſelben ift ein bloßer Goefficient, alfo eine bloße 
Baht. Iſt 5. B. a dreimal fo groß als b, fo wird > = 3, und 
es ift für diefen Werth . .Ce=35c en Einie, welche die 
3 fache Länge der Linie c w 

Wird überhaupt eine Linie mit einer Zahl multiplicit, ſo giebt 
das Product wieder eine Linie, welche die gegebene ſo vielmal ent⸗ 
haͤlt, ſo vielmal die Einheit in der gegebenen Zahl enthalten iſt. 
Hiernach iſt 

> eine Linie, welche 5 mal fo groß iſt als a. 


ze » ben Sten Theil von 3a beträgt. 


Daffelbe gilt von Flächen, und es ift hiernach 
bab eine Flaͤche, die 5.mal fo groß iſt als die Flaͤche ab x. 


Anmerkung. Die folgenden. Aufgaben (enthalten. eine Anleitung, bie 
Werthe unbekannter Linien durch) Rechnung zu. finden, wenn die Linien ober Flaͤ⸗ 
den, von welchen dieſe Werthe abhängen, in Zahlen gegeben find, und es find 
einige der hierher gehörigen Aufgaben bereits in der Beilage XII, Seite 229 
u. f. getöft, und es ift hierdurch das Verfahren bereits angedeutet, welches bei 
der en ſolcher Aufgaben angewendet werben muß, 





6. 37. we 
Aufgaben zur Berechnung gerader Linien. 


Aufgabe 661. Die beiden Kateten eines rechtwinkligen 
Dreieds find gegeben; es foll die Hypothenufe deffelben gefunden 
werben. 

‚ Analyfis. Werben die Kateten mit a und, b und bie Sys 
pothenuſe mit h bezeichnet, fo ift 
"M=-22+1? (147.) 


— — Vda2 + 62), | 
Auflöfung. Man addire bie Duabrate beider Kateten, und 
ziehe aus der Summe. bie Laapgimay, fo giebt diefe die ges 


fuchte Katete. a 
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Beifpiel. Sind die Kateten 28 unb 37, fo ift die Hypo 

thbenufe bh = 17’(28° + 372) 2074 + 1369) 
| = Y 2153 = 46,4. 

. Aufgabe 662. Bon einem rechtwinkligen Dreieck iſt bie 
Hypothenuſe h und bie eine Katete a gegeben; man foll bie anbere 
Katete b finden. 

Analyſis. Daa?+b?—h? (I 47.) 

ſo iſt P=-h_— 2 
und dahe b= Y'(h? — a). 

Zuſatz. Dah? — 22. (h+ a) (h—a) (Il. 5.) un 
Seite 199. Nr. 5., fo ift auch 

b=yY'h+a)(h—.a). 

Beifpiel. Ei iſt h = 38 und a = 28. 

Hienad if b= v’'(38 -F 28) (38 — 28) = V’66 . 10 

= V'660 = 25,69. 

Aufgabe 663. Die Grundlinie eines gleichfchenkligen Dreiecs 
= g unb bie zweite Seite befielben = c find gegeben; man fol 
bieraus die Höhe diefes Dreiecks, alfo die zu ber Grundlinie g ge: 
börige Normale y berechnen. 

Analyfis. Da g durch Yy halbirt wirb, fo ifl y bie eine 
und z g die andere Katete eines vechtwinklichen Dreiecks, defien Dr 


pothenufe = c ift, und es ift daher y = v[e: — (> ) “} 
(Aufg. —— 


592— ge? 
2 
— — — 459 0-5 


re 


Aufgabe 664. Bon einem vechtwinkligen Dreied ift die Hy 
pothenufe und bie eine Katete gegeben; es foll der an biefer Katete 
anliegende Abfchnitt der Hypothenufe berechnet werben, welcher durch 
die von dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypothenuſe ge⸗ 
faͤllte Normale abgeſchnitten wird. 

Analyfis. Iſt a die gegebene Katete und « der an berfel: 
ben anliegende Abfchnitt der Hypothenuſe h 














do ah = a? 
2 
und ae * vn 


"Aufgabe 665. Die beiden Kateten a und b eine” rechts 
winkligen Dreiecks find gegeben; ed fol hieraus bet an a anliegende 
Abſchnitt © der Hypothenuſe gefunden werben. 


Analyſis. Nah (Aufg. 664.) iſt & — x 
* nach Aufg · 661.) a — V (a8 + b2) 


— iſt «a = FH * 5. | 

„Auf gabe 666. . Die beiden Kateten eined rechtwinkligen 
Dreiecks ſind gegeben; es ſoll hieraus die Normale p, welche von 
dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypothenuſe gefaͤllt wer⸗ 
den kann, gefunden werden. 

Analyſis. Der an a anliegende Abſchnitt « und p * 
die Kateten eines rechtwinkligen Dreiecks, deſſen Hypothenuſe a iſt. 





Daher wird 
PP t+e= a? DE Ta: 
alfo ae = a? — eo” . 
— Be 1 a 
und wel « — Ye + » ſo iß & 


und daher p? = a” — Fr: FR 
tert "a? b2? 


2 F ——63 
a? b? ab 
Fofglic iſt p — v (or = b2 = va: + 2). 
Aufgabe 667. Aus der einen Katete a und ber Hypolhe⸗ 
nufe h foll die Normale p berechnet werden. ne 
Analyfis. Es ” Ru = Kin ae 


a* 





> 


s ee.» . 
3 3 PT sh 


2 — ee ni 
daher auch p? — 7° Ber 





— 
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und p? = bz (h? — a*) 
folguih in - ad). 


Beiſpiel. Iſt die Hypothenuſe = 34 und bie Katete = 80 
ſo witd p ⸗ sg v3 — 502) 
3: V 256 == 37 . 16 = 14,7 
Aufgabe 668. Die Grundlinie g und die zweite Seite c 
eines gleichſchenkligen Dreieds find gegeben; man foll hieraus die 
Abſchnitte berechnen, in melde die Seite c durch die zu berfelben 
gehörige Normale x gefchnitten wird. 


Analyfis. Gebt man den an g anliegenden Abfchnitt der 
Seite c = x, fo ift der andere Abfhnitt = c — x, und 4 
ift nun 


Ferry und = (ce — ı? +7 


alſo g? — x? = y2 und c? — (c — x)? = 2 
oder weil (c — x)? = c(?—2cı + ı° 
2ex — ı? = y". 


Berden beide Werthe von y2 einander gleich gefeht, fo eu 
man | 


2cx— x? = g? — ı? 
folglih ft 2 cx = g? 
und baber x = B”, 
= 2e . 
Da nun der andere Abſchnitt = e — x fen muß, fo ft dew 
2 


2 2? — 
elbe — 8 um 8 
me. 2c 2c 





Aufgabe 669. | Man foll von einem gleichfchenkligen Dreied 
den Werth ber zu c gehörigen Normale aus den beiden Seiten g 
und c des Dreiecks berechnen. 


Analyfis. Da Yeg- Pot) —n 
m 5 £ Aufg. 668.) 
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‚nr=(+ 6-8) 


—_ Zegtsd)2cg— 8?) __glcte)g2e—gt 
2c.2c * 2c.2c 


g? 
= .;@T90@-D 


and daher il y = > VCH LC— g) 


c 
Aufgabe 670. Bon einem gleichſchenkligen Dreied find bie 
zeiden Normalen gegeben; es follen hieraus die Seiten des Dreiecks 


gefunden werben. 
Analyfis. Es fey die zu ber Grunblinie g gehörige Nor⸗ 


male = « und die zu der Seite c gehörige = y, fo ift, weil in 
jedem Dreieck die Seiten mit den zugehörigen Normalen umgekehrt 


proportionirt find, ge = cy (14.), und es iſt alfo c > 8% 
? 


Nun iſt aber e=&y4p 





Br 557 Een 
folglich ift auch m. = — rg 
— er ——— — 
und daher — — — y2 
—— ——— 
ch 0, 
a Br (kat —y2)__ 
folglich ift Tepe * 
und EV (ka? — y2) __ — 
2y — 
2/7 
sr dr rc 
ber Werth der Grundlinie, und hieraus findet man den der Seite 


alſo 





—— URERAESE:. 2... SICHERE: | 
V (4 a: — „2)' W 


Aufgabe 671. Von einem Dreieck ſind die brei Seiten 
a, b und c gegeben; man fol den durch die zu b gehörige Nor⸗ 
= a beſtimmten Abfchnitt = x der Seite b finden, ber an a 
anliegt, 
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Auflöfun Es iſt z= Iren 


nah Nr. 9. Seite 226. (vıd. Aufg. 196. ©, 232.) 

| Aufgabe 672. Aus ben drei Seiten a, b und c eime 
Dreiecks fol die zu ber Seite b gehörige Normale B berechnet 

werben. 

Analyfis. Der an a anliegenbe Abfchnitt x der Seite b ift 

a? + b? — c2 R 

EEE N ERBE und ß=a — ;?2- 

folgih ft u P=(latx) (a — x) (IM. 5.) 

und daher, wenn man für x ben Werth fest 


a? ne 2 — 6c2 
— 








| Der erfte dieſer — Factoren, aus welchen beſteht, iſt 
— a? + b? — c? _ 2a b+ a2+ h2_ ce? _ (a+b?-C 
. 2b 2b 2b 
(I. 4.), und weil (a - b) — = (a+b+ co) (atb-0 
fo ift biefer Factor = LIE TIEIET 
Der zweite Factor von 42 iſt = a — ee 
„2ab— 2 — +2 2—(®—2ab+bi 
NE " Ta e Bau: 


- 4 I ua 7.), und da c? — (a — b)? 
= (c#+a—b)(c—a+ b), fo if biefer Factor 
wer urn 


Werben — — Werthe in dem Ausdrucke für 82 geſetzt, 
ſo erhaͤlt man 


———09 a — 


er — — 2b 
„ar trear) natrr=be te 
4b 


’ zdssiul 


und hieraus erhätt man endlich. , ‚Ai 


— la+b+0) a+b-0) bo (rhtei-cbhdiehl ae 
N Ra : ‚cr 
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Aufloͤſung. Man ziehe von der Summe je zweier Seiten 
des Dreiecks die dritte ab, multiplicire die drei auf dieſe Weiſe er⸗ 
haltenen Zahlen mit einander, und mit der Summe der drei Sei⸗ 
ten, aus dem Producte ziehe man die Quadratwurzel und theile 
dieſelbe durch die zweifache Grundlinie des Dreiecks, ſo giebt der 
Quotient die Hoͤhe deſſelben. 


Beiſpiel. Die drei Seiten find 28, 37 und 43; es ſoll bie 
zu der Seite = 28 gehörige Normale gefunden werben, | 


28 28 37 28 
37 45 43 37 
65 71 80 43 
43 37 28 108 
22 34 52 

vV 22 .34 . 52. 108 


die Normale ift = * 36,6. 


| 2.28 
Zufag. Die für die Normale 4 erhaltene Formel läßt fi) auf folgenbe 
Art noch auf eine etwas einfachere Form bringen: 
Man bezeichne die Summe ber brei Seiten eines Dreieds mit 2 H, fe 
daß alfo H bie Halbe Summe der drei Geiten wird, fo ift 
a+b+c=2H = 


alſo a + b = 2H —o 


und a $b— c=-2H— 2c=2(H— o) 
und eben ſo a—c—b= 2H— 2b=- 2(H— b) 
und btc—a= 2H—2a=2(H — a) 
fo ift nun auch 
V2H.2(H—co).2(H—-b).2(H—.) 
FR ee Deren ie 
„_YisHH—)WH—b)H— ») 
2b 
_4vH@—o)(H—b)CH— a) 
2b , 


und biefes giebt endlich 
2 YEA-IA-MAa-N, 
| n 

Die Normale 4 wird alfo auch gefunden, wenn man bie halbe Summit 
ber drei Geiten nimmt, von berfelben nady und nad) die drei Geiten abzieht, 
die drei hierdurch erhaltenen Reſte mit einander und mit der halben Summe 
der Geiten multiplicirt, und das Iweifache der Quadratwurzel Aus biefem Pros 
bucte endlich durch die Grundlinie teilt, Ä = 


AOlernach fleht das obige Belſpiel 
37 
48 64 54 54 
108 28 87 4 
H=54 H—-b=-2%36 H—ıa= 17 H— ce ii 


“ * . 1 
daher iſt — Ye rt = 36,6. 


Anmertung. Die hier entwidelte Formel für die Höhe eines Dreicks 
aus ben drei Seiten beffelben laͤßt ſich auch geometrifh finden. Die veridits 
benen Methoden, durch welche biefes möglich iſt, findet man angegeben in eine 
Gelegenheitsfchrift von 3. 3. 3. Hoffinann, «lieber die Berechnung der Dreieck: 
ebenen aus ihren gegebenen dert Seiten.” Afchaffendburg, 1813. 





Aufgabe 673. Man kennt von einem Dreieck zwei Geitm 
und bie zu einer dieſer Seiten gehörige Normale; es ſoll die dritte 
Seite gefunden werben. 

Analyfis. Sind a und b die gegebenen Seiten, ß bie zu 
b gehörige Normale, und wird der an a anliegende Abſchnitt von 
b = x, alfo der an c anliegende = b — x gefeßt, fo ift 

2? => + (b— 2 = PB? +b? 432 _ 2 br 

und x? = a2 — 42, ao x V (a? — BP?) 
es ift alfo auch 

2 = ß2+b2 a2 — BP — 2brV (a? — p) 

and babe c? = a? + b? — 2br (a? — 2) 

folglich ft c= vl? 4 b2 — 2b via? — B2)). 

Aufgabe 674. Aus zwei Seiten a und b eines Dreiedt, 
und der zu der britten Seite gehörigen Normale y, foll die dritte 
Seite gefunden werden. 

Auflöfung &ifltc» va? —y2) t vb? — }) 
(Aufg. 21. ©. 119.) 

Aufgabe 675. Man kennt von einem Dreieck bie beiden 
Normalen «, ß, und die zu der einen gehörige — a; es ſollen 
die beiden uͤbrigen Seiten gefunden werden. | 


Analyfis Es iſt b = ar, und baber b= "X, folglich 
kennt man a, b und ß, und daher auch c. (Aufg. 674.) 


Aufgabe 676. Von einem Dreied iſt eine Seite b gegeben, 
und die zu den beiden übrigen Seiten gehörigen Normalen « und 
y; es follen hieraus die Seiten a und c gefunden werben. 


Analyfis. Da man (Fig. Aufg. 28, S. 121.) ac b, 
ae=.eund cd=y kennt, fo find ce und ad ebenfalls gegeben, 
und ed iſt fͤr de — m und ad — n 

m = Y'(b?— a?) und n = Y'(b? —-352) 
ferner finnbe=sa— mmbd=c—n 
und da Aaeb co Acdb, fo iſt | 
| be:rea=bd: de 


alfo ET :p 


folglich iſt imo ‚nem 











7 
Es iſt aber auch! ae=cy, , ao a z- 
alſo it 7 — m _ee-n | 
‘ — Y = — 
und cy2 — ym=a?c— en 
und daher („? — a?)c=alym — an) 
folgih it c= Ar | 


Aufgabe 677. Aus den drei Seiten eines Dreiecks fol ber 
Nadius r des Kreife berechnet werben, der in dieſes Dreieck bes 
fchrieben werden kann. 

Analyfis. &it(a—-b+ — rear bB = cy 
(Aufg. 392. Seite 393.) und bB =: 
svyva+b+reo)(arb—o J— 
(Aufg. 672.), folglich iſt auch 
2(a+b+c)r= 
Varb+o)@a+b-c)a+c-b)ib+c-a 
und daher ift | 
4(a+b-+ c)? r? 

= (a+b+ec)la+rb— co)a +c—b)(b+e-—a) 


war at date D6+c-» 


a+b+c. 
und es ift daher 
i a+b— eo)a+e—b)(b+rc—a 
= — — — — — —— — {| 
De. v( a+rb+c ) 
Aufgabe 678. Don einem Dreied find zwei Seiten a, e 
gegeben, und bie zw ber dritten Seite gehörige Normale B; man 


— 622 — 


foll hieraus den Radius dei a. Pen de um dieſes Dreied 
ſich beſchreiben laͤßt. 2 

Aufloͤſuns. Es iſt 2 Ri a=c”t Fa 

—— 

Aufgabe 679. Von einem rechtwinkligen Dreieck iſt die Hy⸗ 
pothenuſe h gegeben, und die Summe beider Kateten = s; man 
fol hieraus die Kateten berechnen. 

Analyfis. Gind a und b bie — Kateten, ſo iſt 


_s=a-rb 
alfo 2-22 +2 2ab+b? (Il. 4) 
und 2h? = 2a2 +2b2 (. 47.) 


daher ft 2b — sd = a? — Z2ab + b* 
ober 2h? — s? = (a — bi? 

folglich ift Y/ eh?— 2) = a—b 

und ba Ä s=-atb 

fo "TE ee Pa 





.» Aufgabe 680. Die Hypothenuſe eines rechtwinkligen Dreieds 
— h und. die Differenz beider Kateten — d iſt gegeben; es follen 
die Kateten hieraus berechnet werden. 
+ -Auflöfung. Durch ein — — wie bei der vo⸗ 
ur Fufpabe, nn man. © 
De. d+ v2? — ea; 
2 

Aufgabe 681. Die Fläche eines vechtwinkligen Dreieds 
— q2 ift gegeben, und bie Hypothenuſe h; man foll die Kateten 
finden. 

Analyfis. Sind a * b die oe, fo ift bekanntlich 


Nun if a? + b? — h? 
und . 2ab — ‚4% g? 
do 2 +2ab+b—- Mr 4 g2 
und a2 — 2 ab+b? = h? — 4 a? 
fogih R a+rb= vb? + 4g®) 
und a—b= vv’? — 4g9 


— a. 


und hieraus folgt durch Abdition.und Subttartion.” .' . 
‚, A=-; rip) — vd? — dd) 
und b=3, vr’? +4g) -zvV (ht 42). 
Aufgabe 682. Man kermt die Fläche eines rechtwinkligen 
Dreiedd — q? und bie Summe beider Kateten = s; ed foll die 
Dppothenufe h gefunden werden. 
Analyfi, Drra—b=s 
fe it a + eh tn = * 
foolglich — ——— = 2 — 
* * alſo h? 62 — 4q? 
‚und daher h.= 


‚Aufgabe 683. Aus ber. gegebenen Fläche eines rechtwintli 
gen Dreiecks und der Summe beider Kateten ſollen die Kateten be⸗ 
rechnet werden. 


Aufgabe 684. Man foll as a Flach⸗ eines rechtvintiigen 
Dreiecks und der Differenz beider Kateten die Hypothenuſe finden. 


Aufgabe 685. Aus der gegebenen Fläche eines rechtwinkli⸗ 
gen Dreiecks und der Differenz beider — ſollen die Siteten be⸗ 
rechnet werden. 


Aufgabe 686. Von einem rechtwinkligen Oreieck iſt die Hy⸗ 
pothenuſe h gegeben und die zu derſelben gehörige Normale p; man 
fol die Kateten finden. 

Analvfis. Wenn a und b bie: — Kateten ae ſe 
in eh — bp. Nun ift | 

a2 4 b2?-h | 
‚2ab- =:2hp Zr 
alſo 2 2ab +&=ht2hp 
daher ft » 4b-2G + 2p) 
und a—b= Y’h (h— 2p) | 
folgich a= 5 Y'heh-+2p) + vh ck — 2p) 
und b=-;3VYh(h+2p —vhch — 2p). 
Aufgabe 687. Aus der Summe s beider Kateten eines 


rechtwinfligen Dreiecks und der zu der Hypothenuſe h gehoͤrigen 
Normale p ſoll die Hypothenuſe berechnet werden. 


Enatpfie: Es it h222 4 b? 
2ph — 2ab 
alſo k2 — = a2 + 2ab +b2 | 
=-(a.+ b)? 
und b?+ äph = s? 
E =.p? 





ode (h=+-p)? — 
— — 
folglih fe h= — pr V'cs? + p?). 
Aufgabe 688. Aus ber Differenz beider Kateten eines recht 
winkligen Dreiedö = d und der zu der Hypothenuſe gehörigen Nor 
male p foll die Hppothenufe gefunden werben. 
— Aufgabe 689. Von einem Dreieck kennt man die Summe 
je zweier Seiten; es follen die Seiten hieraus berechnet werden. 
Analyſis. Setzt man die gegebenen Groͤßen 
| C . 


a+b= 
a+c= Br 
b+rc=A, 
fo ik re Br 
nd b+rc= A 
alfo, 2a =-B+rC-—A 
daher u BIN ER 





2. 


Aufgabe 690.. Won. einem rechtwinkligen Dreieck iſt gegeben, 
die Summe der Hypotbenufe und der einen Katete h + a=B 
und bie Summe der Hppothenufe und der andern Katete h + b 
= A; ed follen die Seiten bed Dreiecks gefunden werben. 

Analyfi. gDh+ra=Bunth+rb= A 

pffta=-B—-hudb=-A—h 
Da nun a? + b2 = h? 
fo it acch G — h) +(A — h? = }? 
und ba (B — h)?2 = B? — 2Bh + h? 
und (A — h)? = A? — 2Ah + h? 
ffit A? + B?— 2(A+B)h + 2b? —h? 

bierzu ZAB = 2AB 

giebt (A+ 85% _2(A+B)h+ 2b? »h2 + 2AB 
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und (A+ B}? -— 2(A+B)h+h? „= 2AB 
ao (AB — h2 = 2AB 
felgih ft AB —h= v2AB 
und hieraus folgt h= A+B — ı’2AB 
und da a=B—-h mmb=-A—h 
fo find durch den gefundenen Werth von h au die Werthe von 
a und b beflimmt. 
Beifpiel. Die Summe der Hypothenufe und der einen Kas 
fete = 32 und bie Summe berfelben und der andern Katete = 25, 
Fuͤr A = 32 und B — 325 iſt 
—=82 +25 — 72.32. ng. 
— 57 — 40 = 17; 
und daher iſt nun a=B—h=235 — 178 
und b=A-—h= 32 — 17 = 15 
Aufgabe 691. Es iſt von einem rechtwinkligen Dreieck ges 
geben die Differenz der Hypothenuſe und der einen Katete, und die 
Differenz der Hypothenuſe und der andern Katetez ed follen bie 
Seiten des Dreiecks berechnet werben. 


Aufgabe 692. Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks 
— T ift gegeben, und die Flaͤche — q ; man fol hieraus bie 
Seiten berechnen, 
Analyſis. & ft arb+h=T 
db a+tb=T-—h 
und daher (a + b? —=(T — h? 
alſo a +b? +2ab = T? — 2Th + bh? 
und da a? + b? — — 


— — — — — — — — ——— ——— — 








und weil 2ab — 4q2, fo it 
44 * — 72 — -2Th 
und daher 2Th h — T? — 4q? 
folgich it = ——L 
und hierdurch find nun die Kateten a und b ebenfalls beſtimmt. 


Aufgabe 693. Die drei Seiten eines Dreieds find a, ß, y 
und von einem andern Dreied find zwei Seiten a und b gegeben, 
und es iſt der von diefen Seiten eingefchlofiene Winkel dem Winkel 
gleich, welcher in dem erſten Dreieck von & und 8 eingefchlofien 


wird; man foll die dritte Seite € des zweiten Dreieds finden. 
40 


’ 
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Analyfis. Bird in dem erſten Dreieck die zu 4 gehörige Nor 
male gezogen, welde = p feyn foll, und in dem zweiten Dreied 
die zu b gehörige — y, fo iſt 

———— un AP 
e:p=aıy, ie 
Run iſt p - „Yereinerfzn ehr niet 
(Aufg. 672), eö ift alfo p gegeben, folglich auch y, und daher 
find von dem zweiten Dreieck zwei Seiten a und b gegeben, und 
die zu ber zweiten Seite gehörige Normale y, wodurch der Weith 
der britten Seite c beflimmt ift (Aufg. 673.) 


Aufgabe 694. Die Differenz der Diagonale und Seite eines 
Quadrats — d iſt gegeben; es fol hieraus die Seite deſſelben ge 
funden werben. R 

Analyfis. Wirb bie Seite = x gefeht, fo ift die Diago⸗ 
nale = x + d, und es ift baher 

x? + x? — (z + d)? 
2x2 = x? +.2xd + d? 
afo x? — 2xd = d? 
hierzu d? — d? 
giebt x — 2xd + d? = 2d? 
folgih —- d=- dr 2 
und x = d+dvr2-di+N?. 
x ufgabe 695. Die Summe ber Seite und ber Diagonale 
eines Quadrats = S ift gegeben; man fol hieraus die Seite be 
rechnen. 

Au flöfung Es if die Seitex — S(— 1 + ı1?’?2) 

Aufgabe 696. Von einem Dreied ift bie Grundlinie = g 
und bie Höhe h gegeben; es foll hieraus die Seite x dei 
Duabratd gefunden werden, dad in dieſes Dreieck befchrieben wer: 
den Fann. 

Analyfis. Es ift wie bei Aufg. 521. bie eine Seite x bei 
Quadrats der g parallel in einem Abftand — x von berfelben, un? 
ihr Abſtand von der Epige des Dreiedö ift daher = h— x. 

Hiernach it h—x:ıx-h:g 
do h :x=h+rg:g 
und baber xu — —. 


—* 
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Auf gabe 697. Bon einem Dreieck iſt bie Grundlinie geges 

er = g, und dad DVerhältniß der beiden übrigen Seiten. = m:n; 
es fol hieraus der Radius des Kreifes berechnet werden, in defien 
Umfang die Spige diefed Dreiedö liegen muß. 

Analyfis. Nach Aufgabe 588. Seite 574 ift für ab -g 
und ac: cb = m: n, der Durchmeffer dö des gefuchten Kreis 
ſes dadurch beflimmt, daß 

ad:db=m:n 
und aö:öb=-m:n 

Aus der erften diefer beiden Proportionen. folgt durch Ver⸗ 
bindung ab:db=m+n:n 
und aus der zweiten durch Zrennung 

ab:öibb=-m—n:n 
Da nun iſt ab = g, fo folgt. 
db 2. ng 


m-+n 
und öb— 28 


mn—n 

















folglich it db + db = 5 — 
m-+ mn h 
Es ift aber db + öb = 18. = 2x der Durchmeſſer des 
geſuchten Kreiſes, derſelbe iſt alſo 
— 4 
(m+n)(m —'n) 
2mng 
m? —n? 
und folglich fix IR, 
m? —n? 
Aufgabe 698. Bon einem Dreieck ift der Umfang gegeben 
= T, und das Berhältnig der driSctna:h:c= a: B:y 
es follen hieraus die Seiten des Dreiedd gefunden werden. 
Analyſis. Daa:ra=b:B=e:y 
flatrb+c)i(e tß+Y) are = b:ß = 
:y (V.12.). 
Da — ſeyn ſoal arb+rc=- T, fo ift auch 
:(e +B ty) a:geb:ß=ciy 


und e8 = baber 
PO & T * BT f} ö y T 


re ee Vz ZZ = — t 
a+ß+r' Hr ar 
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Aufgabe 690. Von einem Dreieck ſind die Abſchnitte m 
und n gegeben, in welche die Grundlinie c durch die zu derſelben 
gehörige Normale getheilt wird, und die Summe der beiden übrigen 
Seiten; man foll diefe hieraus berechnen. 

Analyfis. Setzt man die an dem Abfchnitte m anliegende 
unbefannte Seite — x, fo ift die an n anliegende = S — x, und 
wird nun die zu c gehörige Normale mit Y bezeichnet, fo ift 

2 — y2 _-m? 
und auch 9% — ($S — x)? — n? 
alfo mes os 
and daher it 25x = S? + m? — n? 


82 + m? — n? 
l — 
alſo x 55 





Aufgabe 700. Bon einem Dreied find bie Abfchnitte m 
und n der Grunblinie c gegeben, und die Differenz D der beiden 
übrigen Seiten; es follen diefe hieraus berechnet werben. 

Auflöfung Es ift für m < n die an m anliegenbe 
Seite __ n®— m?—D? 

Aufgabe 701. Die Abfchnitte m und n ber Grunblinie c 
eined Dreiecks find gegeben, und das Verhältniß ber beiden übrigen 
Seiten = « : 83 es follen die Seiten hieraus gefunden werben. 

Analyfis. Werden die beiden unbekannten Seiten mit x und 
y bezeichnet, fo ift 

xıyac: B» afoy= er 


und ift nun x die an dem Abſchnitte m — Seite, fo hat 
man, wenn m = p bie zu c gehörige Normale ift 
2 = x? — m? 
62 x? | 
Be n® 





und „= y’—n?= 
Ä 2,2 
folglich iſt acch x? — m? - PX —_n 
ü 


— 7 
af @ X mon 
a 


und — — ß’x? = d? (m? —n?) 


= — B)i=a(m—n?) 
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und diefes giebt 





— a? (m? — n?) = u? Con +n) (m — n) 
a? — ß? («+ B) (« — BP) 


und hieraus folgt endlich Ä 
(m + n)(m —n) 
(e+Pp)(@e — PB) 


= « 


und die zweite Seite ift 
( 6) (x — 6) 


Zweiter Abſchnitt. 
Dad Berechnen der Flaͤchen. 


Iſt die Seite eines Quadrats — q, die Flaͤche deſſelben 
— (92, und find die Seiten eines Rechtecks a und b, und wird 
bie Fläche biefes Rechtecks mit P? bezeichnet, fo ift, da beide Fi: 
guren Parallelögramme find, welche den rechten Winkel gleich haben 

Q?:P2=qgXx<g:axb (VI 23.) 
ao Q?: P2 = g?:ab 
danın Q? — g?, fo ift auch P? = ab. 

Die Fläche eines Rechtecks wird alfo, wenn die Seiten beffelben 
n Zahlen gegeben find, durch das Product diefer Zahlen ausges 
rückt, und diefes giebt die bereit3 Seite 197 aufgeftelte Regel: 
Die Flache eined Rechtecks wird erhalten, wenn man 
ie Seiten deffelben mit einander multiplicirt. 

Iſt die Seite q des Quadrat die Einheit des Maaßes, wo: 
ach a und b gemeffen find, pwid ıxXq—=1x1=1 
nd es ift daher 

:P?—= 1: ab 
ne * P?2 = ab x 0? 
nd ed ift hier nun Q? die Flächeneinheit. Halten alfo die Seiten 
ned Rechtecks a und b Längeneinheiten, fo befteht bie Fläche aus 
> b Quabraten, deren Seite die Pängeneinheit if. Sind z. B. 
ie Seiten eines Rechtecks 28 und 18 Fuß, fo ift die Fläche def 
Iben — 28 x 18 — 504 Quadratfuß. 

Diefe Regel, nach welcher die Fläche eined Rechtecks berechnet 

ird, iſt die Grundregel für die Berechnung aller Flächen. 


— 630 — 


Sft die Grundlinie eines Dreiedd — g und bie Höhe deſſel⸗ 
ben — h, fo ift die Fläche defjelben die Hälfte eines Rechtecks 
deffen Seiten g und h find (I. 14.) Da nun die Fläche biefes 


Rechtecks — gh, fo ift die des Dreiecks — — Die Bläge 


eines Dreiecks wird alfo gefunden, wenn man Grund 
linie und Höhe mit einander multiplicirt und von dem 
Producte die Hälfte nimmt. 

Nun läßt jede gerablinige Figur burch Diagonalen in Dreiede 
fi zerlegen; folglich kann auch die Fläche einer jeden geradlinigen 
Figur mit Hülfe diefer Regel gefunden werden, wenn man biefelbe 
in Dreiede zerlegt und jedes diefer Dreiede befonderd berechnet. 

Da ferner jedes Parallelogramm aus zwei gleichen Dreieden 
befteht, fo folgt, daß die Fläche eines Parallelogramms zwei mal fo 
groß als die eines diefer Dreiede feyn muß, Nimmt man aber bie 
eine Seite ded Parallelogrammä als Grunblinie eines Dreiecks an, 
fo ift der Abftand diefer Seite von. ihrer Parallele die Höhe des 
Dreiecks, und es ift diefed auch zugleih die Höhe des Parallels: 
gramms. Die Fläche eines Parallelogramms wird alfo gefunden, 
wern man Grundlinie und Höhe deffelben mit einander multipficirt. 

Für das Paralleitrape;z, alfo für ein Viereck, in welchem zwei 
Seiten parallel find, wie bei abcd, Seite 134, erhält man die 
„Regel, durch welche dafjelbe gefunden wird (und von welcher bereits 
“in $. 35. Gebrauch gemacht worden ift) auf folgende Art: Denit 
man die Diagonale ac gezogen, fo wird baffelbe in zwei Dreiede 
zerlegt, von welden die parallelen Seiten ab und cd die Grund: 
linien find, und die eine gemeinfchaftliche Höhe haben, welche dem 
Abftande der beiden parallelen Seiten von einander gleich if. Wird 
biefe Höhe mit h bezeichnet, und fegt man die Grunblinie ab des 
| _ Dreiedd abe == a und die bed andern Dreieds adc, alfo 
cd=b, foi ! 

* Aabc = — 


und Aadc = = 
ao Aabe + Aadc = ah En bh 
und es ift fonach die Fläche des Paralleltrapezes 
abcd = @+bh 
2 
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Die Flähe eined Paralleltrapezes wirb alfo erhalten, 
wenn man bie parallelen Seiten a unb b addirt, die 
Summe mit ihrem Abftande von einander = h multi: 
plicirt und von dem Producte die Hälfte nimmt. 
Treffen in einem befondern Falle die parallelen Seiten eines 
Paralleltrapezes eine der beiden Übrigen Seiten unter einem rechten 
Winkel, fo ift diefe Seite felbft — h, und es ift daher z. B. von 
dem Paralleltrapez aauyx, Seite 125, die Fläche 
_ (ax + ey)x en 
2 
Wird durch eine —— Figur eine gerade Linie gezogen 
und faͤllt man von allen Ecken Normalen auf dieſe Linie, ſo wird 
die ganze Figur dadurch in Paralleltrapeze und rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt, und da in dieſen Trapezen die eine Seite unter einem rech⸗ 
ten Winkel von den parallelen Seiten getroffen wird, fo gehören 
fie zu der zulegt angeführten Gattung, und es läßt fih nun durch 
eine ganz einfache Rechnung die Fläche ber Figur ermitteln. 
Beifpiel 1. Es fol der Flächeninhalt der Figur abede 
(Aufg. 50. Seite 130), welche durch die Diagonalen ac und ad 
in Dreiede zerlegt ift, gefunden werden. Gegeben find 
ac 264, cd = 17,5, de = 23,3 
B= 89, y=243 und « = 19,5. 





Hier it Aabc = 26,4 = = 117,48 
Acad — US — 212,625 
u Ads 2 = xT 195 _ 207,175 





Summe 557,28. 

Iſt alfo die Einheit ded Maaßes, nach welchem die Linien ges 
meffen find, die Ruthe von 10 Fuß, fo daß biernad z. B. ac — 26,4 
— 26 Ruthen, 4 Fuß, fo ift die Fläche der ganzen Figur abcede 
— 557,28 — 557,55 NRuthen, oder weil, wenn die Ruthe 10 Fuß 
hält, die Quadratruthe aus 10° — 100 Quadratfuß befteht, jo ift 
die Fläche ‚der Figur = 557 Quadratruthen, 23 Quadratfuß. 

2. Die Fläche der Figur, Seite 126, odabb’', in welder 
bei b’' ein_rechter Minfel ift, fol berechnet werden, und es ift die 
Figur durch die Normalen dd" und aa’ auf ob" in ein rechts 
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winkliges Dreied odd“ und zwei rechtwinklige Paralleltrapeze 
add'a" und abb“a“ zerlegt. Gegeben ift 

od" = 8,4, oa = 19,6, ob“ — 26,8 

d’d = 10,5, a'a= 7,8, b"b = 28,1, 


Da 0a“ — 19,6 ob“ _ 26,8 
und od! — 84 oa" — 19,6 
fo ift da! — 11,2 aubı — a 
Daher ift num 
j od“ x d'd = 8,4 =< 10,5 
Nodd“ — — 5 | 
Trapez addııau „. (dd+ata).cdtat) _ (10,547, X 112 
2 2 
s abbar — (a'’a + bb) ‚(a'b'') u (7,3 + 281) x 72 
a sie Koma u 


und es ift daher 


NAodd“ = 


922 108 = 4 
2 


Trapez add'al m —— = 99,68 
; abhrae — en — 127,44 


die ganze Fläche ift alo = 271,22. 

Anmerkung. Da fih auf gleiche Weife auch die Fläche der Figu 
odcbb‘ berechnen laͤßt, ſo Fann man, wenn dieſe Fläche zu der von odabb“ 
addirt wird, die Fläche der Figur abcd dadurch finden, daß man bie erhaltene 
Summe von der Fläche des Rechtecks ob’bb“ — ob” > bb abzieht, 





$. 38, 
Aufgaben von der Berechnung der Flächen. 


Aufgabe 702. Der Flächeninhalt eines Dreiecks foll aus 
den drei Seiten deſſelben berechnet werden. 
Analyfis. Nah Aufg. 672. ift, wenn H die halbe Summe 
der drei Seiten bedeutet, die Normale 
B-2YH(H—-aH—biH— og 


b 
und hieraus folgt 
P.vHH-ad-h (H— u. 


Nun ift aber f die Fläche des Dreiecs, welche = q? ſeyn 
mag, es iſt alſo 
?=-vHH—a#H—b(H— 0. 


Zuſatz. Da nad Aufgabe 672. auch ift 
u ats range 


fo wird 2bß = 4 q? . 

= Yatb+tdatrb—are—b)ebrtrec— a») 
und es ift daher auch | | . 
geiyYatıt+tdatb-da+re-Mob+te-a). 





Aufgabe 703. Die beiden Seiten eines gleichfchenkligen 
Dreieds find c und g, fo daß g die Grundlinie bedeutet; es foll 
hieraus die Fläche diefes Dreiedd — q* gefunden werben, 

Analyfis. Allgemein ift | 
gq? = 4VYla+hb+d a+b—Oa+c—b)ib+c—a) 
und ed wird hieraus die Fläche für das gleichfchenklige Dreied ers 
halten, wenn man ſetzt b’= c und a=g. 

Hierdurch erhält man 

F=-iVg+2).8g.82c—g) 

- IV FRe+g)R2e—g) 


e vd c+g)(?c—g) = Eyrue—g). ! 
Aufgabe 704. Die Seite eines gleichfeitigen Dreiecks ift 
— a; 65 foll hieraus die Fläche q”? deflelben gefunden werden. 


Analyfis. Sest man in der Formel für das gleichfchenklige 
Dreied (Aufg. 703.) g = € = a, fo erhält man - | 


= VQata)Ra-—ı) 
RER. 3 — 2 
vIa.a 2 v3 a2. 
ri 
und e3 ift daher q? = — v3. 
Anmertung. Da V8 = 1,732, fo ift auch bie Fläche des gleich: 


feitigen Dreieds 
a? 
q? Fe % x 1,782 = a? x 0,433 
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unb es ift daher Eu : ” = 0,433 : 
alſo g:a® — 488 : en 
Die Fläche eines — Dreiecks verhaͤlt fich alſo zu dem Quabrat 
der Seite bes Dreieds wie 433 : 1000. 





Aufgabe 705. Bon einem vechtwinkligen Dreieck iſt bie 
Hypothenufe h und bie eine Katete a gegeben; es foll hieraus bie 
Bläche gefunden werben. 

Auflöfung. Die Stäbe ift 

?=-—vütadh-a. 


Aufgabe 706. Die Summen. beider Kateten — S und bie 
Hypothenufe = h eines rechtwinkligen Dreieds find gegeben; es 
fol hieraus die Fläche = q? gefunden werden. 

Analyfis. Da wenn die Kateten mit a und b bezeichnet 


werden, feyn foll 
’ fi — 


fo it (a+ b) = 5? 
afo a? + 2 ab + b* = S? 


aber a? + b? h? 
folglih HDD 2ab = 82 — h? 
und da 2a tg, fo it aud 
4 = S2 _ 


und daher qg’ = —— F — — + 8 — b, 

Aufgabe 707. Bon einem rechtwinkligen — iſt gegeben 
die Differenz beider Kateten = D und die Hypethenuſe = h; · man 
fol hieraus die Flaͤche = q”? berechnen. 


ER 7 iſt 
— De (GG D) G —D) 
> co a - 


4 
_6C+»@-M 


Sufag. Da gq? 7 
(h + D) — =» . 


und auch q? — 


ſo iſt ö— -) 
und daher (S + h):(h+D) = (h—D):(S — h) 
nun iſt S=a+tb nd D=a—b 
folglich findet bei einem jeden rechtwinkligen Dreieck bie Proportion ftatt 
G+ FD + Dattti- Hıcti—- 





t 
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Aufgabe 708. Von einem rechtwinkligen Dreiec iſt bie eine 
Katete = a gegeben, und bie zu ber Hypothenufe gehörige Nors 
male = p; man foll hieraus die Fläche des Dreieds berechnen. 

Analyfis. Setzt man den an a anliegenden Abfchnitt ber 
Hypothenufe = x, fo iſt w | 
x:a=a:h CVI. 8.) 

a? j 
dp h= — 
x 


oder da x = V (a? — p?) 


h = a? 
V \a?—p?) 
DDR: 
und 5 - 
.. hp Bi  a?p 


Nun ift aber ? — 2 die Fläche des Dreiecks, diefelbe ift 
2 a?p | 
alfo auch q ZV a pP)" 

Aufgabe 709. Bon einem rechtwinkligen Dreied iſt gegeben 
die Summe beider Kateten = S und die zu der Hypothenuſe ges 
börige Normale = p; man foll hieraus die Flaͤche — q* berechnen. 

Analyſis. Es iih=-—p+r(S’+p?) (Aufg. 687.) 

| Re 2 ö 
und vun | 








2 
und daher it auch q’ = [pr VS’ tp®)l 


af BP Bi-p+v (S’+pN)] 


Aufgabe 710. Die Fläche eines rechtwinkligen Dreieds foll 
berechnet werden aus der Differenz beider Kateten — D und ber 
zu der Hypothenufe gehörigen Normale = p. 

Analyſis. Da a—b= D 

ſo iſt a’ — 2ab + b? = D? 
BE —— 
ad he — 4q* = D? 
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2 
folglich auch * (h? — 4g?) = EZ 
p?h2 — — — 

und — p*q 7 





2,2 
und weil z = q°, fo ift BI= = g* 
p’D? 

+ 





alſo q* — pq’ — 
, p? 4 p* 
hierzu () - 7 


BET pꝛy pꝛ De +p* 
ie a en a 





ee SE 2 . 
und q = 5 V D’+Pp*) 
folglich it q* -  [p+v’'cD® + p°)]. 


Aufgabe 711. Die Fläche eined gleichfeitigen Dreieds fol 
aus der gegebenen Höhe beffelben = p berechnet werben. 
Analyfis. Wird die Seite des Dreiecks — a gefest, fo if 


a® — (>) — p? 








alfo “up 
4np? 12 p* 
olgih ii a — PB _ IP 
fig iR ar — <L - 
und baher a- 3 
und I_ 12 
2 2 
— 2P _ P_ 
gie 3 „v3 


und es iſt alfo auch q? — 5 v3. 


Aufgabe 712. Man Eennt von einem gleichſchenkligen Dreied 
den Schenkel c und die zu ber Grundlinie g gehörige Normale p; 
es ſoll hieraus die Fläche = q* gefunden werden. 
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Analyſis. Da p° + (&)' = c? 




















| zZ 
fo ift (>) = c? — p? 
alfo > = Y’(c? —p?) 
folglich En = PV (2 —p®?) 


und es ift aſſo ?=pV(e —p?)=pVie+p)(ce—p) 
Aufgabe 713. Don einem gleichfchenkligen Dreieck ift die 
Grundlinie g gegeben, und die zu dem Schenkel gehörige Normale 


y; man foll hieraus die Fläche des Dreiecks berechnen. 
Analyfis. Es iſt gp = ty, alſo p — — 
2 

danın c? — p! = (>-) 

ſo au ce — = u 


2 __ 
alfo run = 





4 
d daher en ⸗· — — 
—— ag? — 7’) 


— — g 
folglich ir c IVve nr — 
———— 
und 2” 7 (g"-P) 
’ i u g?y AR 8.7 
a av (gr) Art) — rn) 
Aufgabe 714. Bon einem gleichfchenfligen Dreied find beide 
Normalen gegeben; es fol hieraus die Fläche gefunden werben. 
Analyfis. Iſt die zu g gehörige Normale = p und bie 
zu c gehörige — 7, fo iſt . 
87 yap—ry) 
Da nun Er — q%, fo iſt auch 
— — — 
1 vap—- PP) vyrap+rn@p—-» 


(Aufg. 670.) 








ah 
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Aufgabe 715. Die Flaͤche eines Dreiecks ſou aus dem drei 
Normalen &, B, 5 defjelben berechnet werden. 


Analyfis, EEE 
ſo iſtt a:b=ß:a 


und b:c=y:ß=ay:aß= F 


folglich it a:b: 264 a: er 


Werben alfo 4, «, er ald bie drei Seiten eines Dreiecks an 


genommen, fo ift diefes dem Dreieck, deſſen Geiten a, b, c fan 
follen, ähnlich, und es ift 4 gleichnamig der a. 


Nun ift in dem Dreieck, deſſen Seiten A, « und ap feon fol: 


len, die zu 4 gehörige Normale x durch Aufg. 672. beftimmt, und 
ed ift alddann Ze 


B:x=a:o, alfo — 
x 


und daher = =, nämlich es iſt die gefuchte Fläche 
1. 5 £ 
unb weil bie Seiten des Dreieds, in welhem x bie zu ß gehörige 
Normale feyn ſoll, die Werthe haben 8, « und eh, fo ift (Aufs 
gabe 672.) 
2pı = Voe+a+“) (B+a— =) re) + -n 
— — aß) (By + — — — pr) 





fo wid 2x = 
Vor tartap)(Brtay—ap)(Br+ aß—ay) (aytaß—pp 

B y* 

2 

und fest man biefen. Werth in dem Ausdrude q? — —e 
fo wird erhalten = | u 
a? p y? 
Vortaytap Prytay—ap)(Py+aß—ay)(artaß— * 
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Aufgabe 716. Die Fläche eined Paralleltrapezes foll aus 
en vier Seiten deffelben berechnet werben. 


Analyfis. Segt man in dem Paralleltrape; abed, Geite 
34,ab=a,cd=b,be=cmad=ec=d,p 
ſt eb — a — b, und e find alfo die drei Seiten des Dreieds 
»bc, c, d und a— b. Daher ift die zu eb = a — b gehoͤ— 
tige Normale h, welche zugleich die Hoͤhe des Paralleltrapezes ift 


h — — — — — — — — — — — — — —— — — 


ba nun die Fläche des Paralleltrapezes qꝛ durch die Formel bes 
ſtimmt ift 
— +b)h 


fo braucht man nur in biefem Ausbrude für h ben nn 
Werth zu fegen. 


Aufgabe 717. Man Tennt von einem Dreied bad * 
niß der drei Seiten zu einander und die Flaͤche — q”; es ſollen 
die Seiten gefunden werden. 


Analyfis. Sollen die Seiten fich verhalten wie: A: y, 
fo ift das Dreied, deffen Seiten «, ß, y find, dem gefuchten Dreied 
aͤhnlich (VI. 5.) Setzt man alfo die Fläche des Dreiecks, von 
weldhem a, 3, y die Seiten find = p?, fo iſt 

p?:g’ = a2:a? — f?:b? = 9°: cc? 
und es ift daher 


amavh, ber! weh 


Aufg = 718. Aus ji Seiten a und r eines Dreicdb 
und der gegebenen Flaͤche — q? fol die dritte Seite c gefunden 
werben. | 


Analyfis. Für die zu b gehörige Normale = £ ifl 
bp = 2, alfo a = = TE 


folglich ift 8 gegeben, aber auch a und b, folglich kann c gefuns 
ben werben (Aufg. 673.). 


Aufgabe 719. Bon einem Dreieck kennt man eine Seite 
= a, bie zu einer zweiten gehörige Normale 4 und die Fläche 
- q?;5 es follen die beiden übrigen Seiten gefunden werden. 


—M 
Analyſis. Dabs = 2', ſo iſt b = * gegeben, 
aber auch a und 4, alfo c (Aufg. 773.) 


Aufgabe 720. Man Eennt von einem Dreiet die beiden 
Normalen « und 4 und die Fläche — gq?;5 es follen hieraus bie 
Seiten des Dreiedö berechnet werden. 


Aufgabe 721. Bon einem Dreied find bie. drei Seiten 
'@, ß, Y,.und von einem andern Dreied find zwei Seiten a und 
b, und es ift der von diefen Seiten eingefchloffene Winkel dem von 
@ und B eingefchloffenen gleich; es fol der Flächeninhalt des zwei⸗ 
ten Dreiecks berechnet werden. 

Analyfis. Der Flaͤcheninhalt p2 des Dreiecks, von welchem 
&, B und y die Seiten find, iſt durch dieſe Seiten beſtimmt, und 
da dieſes Dreicd mit dem, zu welchem a und b als Seiten gehoͤ— 
ren, einen Winkel gleich hat, fo ift, wenn man die gefuchte Fläche 
diefed Dreiecks = q? ft 

p’:q’=aß:ab (VI, 15.) 


folglich iſt = — .p: 


Aufgabe.722. Bon einem Dreied find zwei Seiten a und 
b gegeben, und der Radius R des Kreifes, der ſich um daſſelbe bes 
ſchreiben laͤßt; es fol hieraus die Fläche des Dreieds — q* berech⸗ 
net werben. 
Analyfis. Es ift die zu der dritten Seite c gehörige Nor: 
male y durch die Proportion beflimmt. 
2R ‚sa = b :y 
ab 


und daher y = zR 


folglich iſt 7 gegeben, aber auch a und b, und daher Fann c ges 
funden werben, wodurch die gefuchte Fläche beftimmt ift. 

Aufgabe 723. Man foll in einen Kreis, deſſen Radius 
— R gegeben ift, ein Rechte beſchreiben, das einen gegebenen 
Slächeninhalt = q? hatz es follen die Seiten diefes Rechtecks ge 
funden werden. 

Analyfis. Gebt man die Seiten dieſes Rechtecks x und y, 
fo iſt 
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x? + y? — (2R)® 
und = - 247 
daher xt 2xy+y’ = 4R?+2gq? 
alfo en — — 4R? + 2q? 
und daher ift _+ry=-vaRe +2q°) 
und x — y- Y'(4R?’ —2q°) 
folgih ft x= 4vV (4R? +2g’)+3V (4R? 5 
und y= 1Ra24249) - (AR? — 2q°). 
Aufgabe 724. Bon einem Dreied ift die Summe zweier 
Seiten a + b = S, die dritte Seite — ce und ber Radius des 
Kreifes, der in dad Dreieck beichrieben werden kann — r gegeben; 
es ſoll hieraus die Fläche dieſes Dreiecks — q” berechnet werben. 


Auflöfung. &iltg’= EHIFIT Aufg.392.©,392) 


folglich ift auh q’ = era, 
Aufgabe 725. Bon einem Dreieck ift die Summe zweier 
Seiten a + b — S gegeben, bie britte Seite c und bie zu bers 
felben gehörige Normale — y; es follen bieraus bie Seiten a und b 
berechnet werben. 
Analyfis. Nach Aufgabe 672. ift 
_Va+b+o (a+b—ec) (a+c—b) b+c—a_ 
2c 








und daher ift 
4c?y2 — (a+b+c) (a+b—e) (a#c—b) (b-Fc—a) 
und daa+b=S$, fo iſt 
4c0?y? — — (S—c) (c+a—b) (c+b—a) 
folglich iſt —— = — — — [e+(a—-b)] [c— (a—b)] 


und ed ift ſonach auch 
4c? y⸗ —— — hy? 
8* — c? — * (a b) 
und hierans folgt (a—b)* = e* — Sn —= 
‚ _ R (S? -- c? —4y?) 7 
— S? _. co? 


- —r — 





— 


H 


folglich if ach 
| — 
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ni a+ı=S 
folglich ft 2a =S+ ver) 
ws EN 


Aufgabe 726. Man kennt von einem Dreieck die Differenz 
zweier Seiten a— b—D, bie dritte Seite c und die zu ber: 
felben gehörige Normale y;5 es vollen. hieraus die Seiten a und 
h berechnet werben. 

Analyfis, Nach Aufgabe 725. ift 

40?y9? — ($S? — c?) fe? — (a— b)? 
— [$? — c?] (ce? — D?) 





4c?„? 

alfo — — S? — e⸗ 
4 2 „‚2 

und — + c2 — s⸗ 


es kann alfo S = a + b gefunden werben, nd da D— a-—b 
gegeben ift, fo find die Werthe von a und b beftimmt. 


Aufgabe 727. Aus der Summe zweier Seiten eines Dreieds 
a+b= S, ber zu ber britten Seite c gehörigen Normale — y 
und der Fläche — q* follen die Seiten gefunden werben. 


Analyſis. Da cy— 29, ſo iſt e — 2 
y 
und aus S, c undy konnen a und b gefunden werben. (Aufg. 725.) 


Aufgabe 728. Man Eennt von einem Dreieck die Summe 
zweier Seiten a + b = S, den Radius des Kreifes, der ſich in 
daſſelbe beſchreiben läßt — r. und bie Fläche — q?; es follen bie 
Seiten berechnet werben. 


Analyfis. Da (a+b+c)r — 2g? 
fh S+e=- 2 
r 





alfo > 2 _ 
r 


gegeben, und hierdurch nun auch — A 


c 


ſolglich innen a und b gefunden werden. (Aufg. 725.) 


— u - 


Aufgabe 729. Man kennt die Differenz zweier Seiten eines 
Dreiecks a — b=D, bie zu ber dritten Seite c gehörige Nor⸗ 
male y und die Flaͤche — q?; es follen die Seiten gefunden 
werben. 

Auflöfung. Diefe ift nicht verfchieden von ber Auflöfung 
ber Aufgabe 727. 


Aufgabe 730. Bon einem Dreied ift gegeben der Radius 
des Kreiſes, der fich in —— beſchreiben läßt, = r, eine Seite 
= c und die Flähe = 92; ed follen sg bie beiden übrigen 
Seiten berechnet werben. | 


Analyfis. Da cy= 242, ſo ifly= SI gegeben, 


2 
und da (atb+rc)r = 293, pitarb+e= I 
alfo it a F b + c gegeben, aber auch c, folglich kennt man 
a+-b= U — c, und daher iſt von dem Dreied gegeben 


at b, c und y, woraus die Seiten gefunden werben Tönnen. 
(Aufg. 725.) 


Dritter Abfhnitt. 
Das Theilen der Figuren durd Rechnung. 


Das Theilen der Figuren ift einer der wichtigften Gegenftände 
ber praftifchen Geometrie, und obgleich fich jede Theilung burch eine 
rein geometrifche Conftruction ausführen läßt, fo ift dieſe doch für 
den praftifchen Gebrauch aus den, Seite 608 angegebenen Gründen 
nicht genügend, weswegen auch bereit3 von den Aufgaben $. 35. 
Seite 583 u. f. mehrere auf algebraifhem Wege gelöf’t find. Im 
dem gegenwärtigen Abfchnitte nun fol das dort noch Fehlende er» 
gänzt werben. 

Man kann bei dem Theilen der Figuren folgende brei Fälle 
unterfcheiden : | 

1) Die Zheilungdlinien folen von eittent gegebenen Punkte auss 
gehen ; 
2) fie follen einer gegebenen Linie parallel ſeyn, und 
3) es ſollen die Theilungslinien dutch gegebene Punkte gehen. 
41 * 
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Von allen drei Gattungen find bereits in $. 35. Aufgaben ge 
löft, und es ift hier nur noch zu zeigen, wie die bort gegebenen 
Auflöfungen duch den Gebrauch der Gleichungen ſich vereinfachen 
lafjen. 


§. 39. 
Aufgaben von der Theilung der Figuren durch Rechnung. 


Aufgabe 731. Eine Linie, deren Laͤnge — 387,6 iſt, ſoll 
in drei Theile getheilt werden, die ſich verhalten wie 5: 739. 
Aufloͤſung. Da5+7+9 = 21, fo iſt, wenn man bie 
brei Theile mit a, b, c bezeichnet 
21:3876=-5:a=-7:6=9:€e 
und da 21 : 387,6 = 7 : 129,2, fo ift 
7:1292 = 5:a, alfo a 92,29 
7:12992=7:b s b= 129,20 
7:1292=9:c s ce 166,11 


Aufgabe 732. Die Fläche einer Figur ift = 765 QDuabrats 
ruthen; ed fol diefelbe in 4 Theile getheilt werden, bie fich verhal⸗ 
ten wie 3, 5, 8 und 9. Wie groß iſt jeder Theil? 

Auflöfung. Es iſt 3 +5+8+9 = 25 und 

25: 765 = 5 : 153 = 1 : 30,6 
daber ift, wenn man die 4 Theile mit a, b, c, d bezeichnet 
a — 306 x 3 — 91,80 Quadratrutpen 
b= 306 xX5— 153,0 ⸗ 
c = 30,6 x ,8 = 244,80 ⸗ 
d = 306 x 9 — 275,40 5 ⸗ 

Aufgabe 733. Eine Figur, deren Flaͤcheninhalt — 784 iſt, 
befteht aus zwei XTheilen, die fich verhalten wie 4 : 3, und es 
wird von dem erften Theile ein Stüd, deſſen Flaͤche — 232 ifl, 
weggenommen. Wie verhält ſich das noch übrige Stüd des erften 
Theile zu bem zweiten Theile ? 

Aufloͤſung. Sind A und B die beiden Theile, fo ift, ba 
A+B = 784 feyn fol, nie 
71:74 = 4: A 3: 
do 1:12 = 4: A—3: B 


und es ift daher A 448 und B = 336 
nn | * 


wird alſo * Re = u gefett , fo ift 
:B = 216 : 336 = 9 ; 14. 


Aufgabe 734. Es it A+B — S gegeben, und das Ver: 
bältnig von A: B= m: n. Außerdem iſt ein Stüd « von A 
der Größe nad) gegeben; es foll ermittelt wetden, wie der Reſt von 
A — ß ;zuB fid verhält. 

Auflöfung. @ftmtn:S=-m:A=n:B 

m n m+ u 
Da nun fon fl HB A, ſo iſt = A — u. 














dal — — 
und alfo auch PB — & 
! S 
RER. 
und ba — 
nS , mS$S 





— (fi 





fo folgt een, 


und B:$=nS:mS— (m+n)« 
naͤmlich it B:ö=-nS:m(S— a) —na. 


Aufgabe 735. Innerhalb eines gegebenen Winkels c ift ein 
Punkt p feiner Lage nach gegen den einen Schenkel durch die Nor: 
male pa = b und bie Abfciffe ca — a beſtimmt; es foll hieraus 
die Lage dieſes Punktes gegen den andern Schenkel berechnet wer: 
den; man fol alfo den Werth ber Normale pa = A und der Ab: 
feiffe c# = a berehnen. | 

Analyfis. Bon a fälle —* 
die Normale a e auf ca und vom 
p die pd auf ae. Nimm cr B p 
—r von einer beftimmten Länge, 
umd ziehe rm normal auf ce, 
fo ift, weil der Winkel c gegeben 2 — 
ſeyn foll, rm und auch cım ges 
geben. Es fy cm = m und . 
rm = n, fo ift, wenn r und m gegeben find, ber Werth von n 
Hierdurch beflimmt ; indem feyn muß m? + n? = r?. 

Da Acrm ww Acae, fo if 


cr: rm= ca; ac 
— — — 


alſo e:n= a: (ae) und (ac) = — 


und da-Acrm w Aapd, fo ifl 
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 er:cm=ap:ad 





alfo m ab: (ad) und (a d) = — 
an — bm 


folglich ft ae — ad — : 


und weil ae — ad=de=pe=f 
an — bm 


ft 1) = = 
Berner {ff Ecriem—ca:ce 


ao r: m a: (ce) und (ce) = - 
und cr:;rm=ap:pd 
dp r: n—=b; (pd), baher (nd) = > 
folglich iſt ce+pd— mr 

und da ce+pd=mce+teo—ca—a 
ſo iſt 3) « — — 


und es iſt hiernach die Lage des Punktes p gegen ben zweiten 
Schenkel des Winkels beſtimmt. | 
Beifpiel. Bit em — m—06 Xır, camıam 
Dan— r? — mꝰ (rm) (r— m) fo if 
n? — (r+06.r) (r — 06.r) —=r (1,6) . r (0,4) 
— r12 x 16x04 r? x 0,64 
und daher nr 0,8. 
Run if cn = a Mt und pe = p = AR 
Pot — 0,66.. —— r>< 8,4 
= 0,6% — 14,64 


— — 08.r. a0: — 84 
— 0382 13,2 — 0,6 x 84 — 5,32, 


Aufgabe 786. Bon dem Punkte p in FJem Winkel c Eennt 
man die beiden Abſciſſen ca = a, c« = «; es follen hieraus bie 
beiden Orbinaten pa = b und pe = B berechnet werben. 


ii — 


Analyfis. Da « = mat nb 
r 
ſo iſt ne neh 
. n 
J 


r 
fit B=an—bm ‘ 
nd folglich audy, wenn für-b ber obige Werth gefegt wird 
rß=an — De m 
n 





alſo nr? —an® — mre + am? 
— a (m? + n?) — mra« 
mb da m? + n? — r? 
fo it nr# — ar" — mra 
folgid nß — ar — me 


und baber it 6 — ee 


ınd ed ift gefunden worben 
b — iu — ma 
n 

Aufgabe 737. Im dem einen Schenkel eines Winkels if 
in Punkt p gegeben; man foll von dieſem Punkte aus eine Linie 
'o ziehen, daß das durch diefelbe abgefchnittene Dreied einen gege⸗ 
benen Flächeninhalt — q? faßt. Ä 

Analyfis. Da der Winkel gegeben ift und ber Punft p, fo 
ift auch der normale Abſtand diefes Punktes von dem andern Schen- 
kel — h gegeben. Wird nun das auf dem zweiten Schenfel durch 
bie zu ziehende Linie abzufchneidende Stud — x gefegt, fo iſt der. 








Inhalt des abgefchnittenen Dreiedd => und ed muß alfo feyn 
hx — q? | 
_?2q 
und daher x — =“ 


Aufgabe 738. Die Grundlinie eines Dreiedcks ift gegeben; 
man fol dafjelbe von der Spige aus in miehrere heile nach ge: 
gebenen Verhältnifien teilen. | 
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Auflöfung. Theile die Grunbfinie nad) ben gegebenen Ber: 
hältniffen (Aufgabe 731.), und verbinde bie Theilpunkte mit be 
Spitze. | | 

Aufgabe 739. Won einem Dreie® abc find die beiden 
Seiten ca — b, ab = c gegeben, die zu der zweiten Seite ge 
börige Normale cd — y; man fol von einem in ca — b gege 
benen Punkte p, beflen Abftand von a— ap — d befannt if, 
eine Linie px fo ziehen, daß das Dreieck dadurch in zwei Theile ges 
theilt wird, die fich verhalten wie m:n. 

Analyfis. Zieht man pb und : 
bie Normale pq auf ab, fo ift \ 

ac:cd=ap:pgq 
do b:y=d:(pgq) 
Pig it = 
| ' _ (pg) (ab) _ edy 


Serner it Aabe — 2. und da bie beiden Theile de ſſelhen 


ſich verhalten ſollen wie m : m, fo ift der eine Theil — — 








und der andere — 


 2(m+n) ) 
fo it pb die gefuchte Grenzlinie, 
I aber TER CI2 und fon der eiſte Theil von. 
2(m+n), "2b | | 
abgefrhnitten werden, fo ſchneidet die von p aus zu ziehende Gray 
linie die ab. Es fey x der Theilpunft und ax — x, fo ifl 


Apax — A Re dyx 
ee 2 


mn 2 b’ 
ae 
Da nun ber —8 ſeyn muß = 2 (m +n) 
‚ Yyx__ mcy 
KR erarı 
meh 
un baher (ax) — x — (m + n) d 


"und es find nun apx und pxbc bie beiden Theile des Dreicds. 


"ei: 


Aufgabe 740. In dem Dreied abc iſt ab — 66, ac 
— 56, cd — 40 und ap — 42. Es foll dieſes Dreied von p 
aus in 3 Theile getheilt werben, die fi verhalten wie 4 : 5: 6. 


Auflöfung. Es ift die Fläche des ganzen Dreiedd — 2 

— 1320, und a 4+5+6— 15, fo iſt 

s 4 . 1320 
der erfte Theil — — 4,88 = 352 
der zweite Theil — 5.88 — 490 
der dritte Theil — 6.88 — 528 

ferner if ac: cd=ap:p 
alfo 56 : 40 == 42: (pg), folglich pyg = 0 


und baher Aapb == n 4 — 990 größer als der erfte und 


zweite Zheil zufammen, folglidy treffen beide von p aus gezogene 
Zheilungslinien die ab. Es fey von a an genommen die Grunds 
linie für den erfien Theil = z, und für bie beiden erften Theile 
zufammen — x, fo muß ſeyn, weilpq = 30 











Z——n und — — 352 + 440 
50 2 — 704 30 x — 1584 
= 23, x = 52 


wodurch die Page der Zpeilungs linien beftimmt iſt. 


Aufgabe 741. In dem Umfange einer Figur ift ein Punkt 
m gegeben; man foll von diefem Punkte aus eine gerade Linie 
durch die Figur ziehen, daß durch diefelbe ein Stüd von einem 
Slächeninhalte = .q? abgefchnitten wird. 

Aufidöfung. Man verbinde den Punkt m mit allen Eden 
ber Figur, fo daß diefelbe dadurch in Dreiede zerlegt wirb und bes 
rechne die Släche diefer Dreiede, Findet man z. B., daß bie Fläche 
ber beiden erſten Dreiede zufammen Fleiner ift als ee aber die ber 
drei erflern größer, fo muß die zu ziehende Linie in dem britten 
Dreiecke liegen, und es ift dad vom britten Dreiede abzufchneidende 
Stüd dem Refte gleich, welcher üͤbri bleibt, wenn man die Flaͤche 
der beiden erften Dreiede von q? abzieht, alfo gegeben; die Lage 
ber Grenzlinie kann daher, wie bei Aufg. 737., gefunden werben. 

Aufgabe 742, In dem Umfange einer Figur ift ein Punkt 
m gegeben; man foll die Figur von dieſem Punkte aus nach gege⸗ 
benen Verhaͤltniſſen theilen. 
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Auflöfung Man verbinde m mit allen Eden ber Figur, 
berechne die Fläche ber fämmtlichen hierdurch erhaltenen Dreiede, fr 
lernt man bierburch zugleich auc die Fläche der ganzen Figur fen: 
nen. Wird dieſe nach den gegebenen Verhältniffen getheilt ( Aufs 
gabe 732.), fo erfährt man, wie groß jeder der einzelnen Theile 
befonders feyn muß. Hierauf ziehe man von m aus eine Linie, 
durch welche der erfte Theil abgefchnitten wird (Aufg. 74. ), ferner 
eine Linie, durch welche die beiden erſten Theile zufammen abgeſchnit⸗ 
ten werden u.f. f., fo erhält man bie nn Zheilungslinien 
ihrer Lage nach. 


Aufgabe 743. Innerhalb eines Dreicds abc (Fig. Auf: 
gabe 145. ©. 174) ift ein Punkt m gegeben, und mit dem Punkte 
d des Umfanges burdy md verbunden; man foll von m aus bie 
mn fo ziehen, daß bad dadurch abgefchnittene Stüf dmna 
— q? wird. 

Auflöfung. Ziehe da, db, dc, berechne die Dreicde 
dma, amb, bmc, cmd, und verfahre hierauf wie bei den vori⸗ 
gen Aufgaben. 


Aufgabe 744. Bon einem innerhalb eine Dreiecks gegebe: 
nen Punkte m ift md an ben Punkt d bes Umfangs gezogen; man 
fol das Dreied von m aus nad gegebenen Verhältnifjen theilen, 
fo daß md die erſte Theilungslinie wird. 


Aufgabe 745. Innerhalb einer gerablinigen Figur iſt ein 
Punkt m gegeben und mit einem Punkte deö Umfanges verbunden; 
man fol die Figur von m aus nach gegebenen Verhaͤltniſſen thei: 
len, daß bie von m an ben Umfang bereitö gezogene Linie die erfie 
Grenzlinie bildet. 


Aufgabe 746. Man foll in einem gegebenen Dreied abc 
eine Linie parallel der Grundlinie be fo 
ziehen, daß dadurch ein Stud von einem a 
Flaͤcheninhalte = q? abgefchnitten wird. 

Analyfis. Da Aabc gegeben ift, 
fo ift auch die Fläche deffelben = p? gege: 
ben, und da die gefuchte Theilungslinie xy Ya 
der bc parallel feyn fol, fo ift Aaxy w 7. 
Aabc, und es ift daher \ 
Aabc: Aaxy = (ab)?: (ax)? (VI.19.) eb 
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; Gebt man baher ab —= c und ax = x, fo if 
pP: =cd:xX 


2 
ad x? = Ic 2 


folglich ft x = c v3 2, | 


Auflöfung Dan theile die abzuſchneidende Flache = q? 
durch die Fläche des ganzen Dreiedd — p*, ziehe aus den Quo- 
tienten die Quabratwurzel und multiplicire dieſelbe mit ber. Seite 
ab, fo giebt das Product die Länge von ax. Schneidet man dieſe 
Länge von a bid x ab und zieht duch x eine Linie xy parallel 
bc, fo ift das Verlangte gefchehen. 

Beifpiel. Die Fläche des ganzen Dreieds ift 750, und 
der abzufchneidende Zheil fol 400 Quadratruthen betragen, die 
Laͤnge von ab iſt — 45. 

750 

— findet man xp ı= 45 — = 45 v? 
- 177 — 10 x sam 
und es iſt — ax=x= 61,6. 

Aufgabe 747. Ein Dreieck abe ſoll durch zwei Einen, 
welche der bc parallel find, in drei Theile getheilt werden, bie zu 
einander fich verhalten wie « : B : y. 

Analyfis. Werden die drei Theile mit A?, B?, C? be 
zeichnet, fo muß ” 





:B?:C2=a:ß:y 

unb daher ER 

und A? 4 B2:A2? +B? + C2= co +ß:a + ß+ y. 
Geht nun durch x die erfle und durch z die zweite Theilungs- 

linie, und fegt man ax = x, 22 = z und ift ab= c, ſo muß 


auch feyn 
A? :A2 -B? 402 = x?2:c? 
und A? 4 B2:A2 - B? - CC? = 22: c? 
fplgih ft a pt Y = a2: c? = 
und a + hta+-ßry=ıt:c? 
i — — 
und es iſt daher x Vv(47,) 


und 2 — an) 


Aufgabe 748. Man foll ein Dreied abc durch eine Linie 
xy, welche einer ber Lage nach gegebenen 
Linie pgq parallel ift, in zwei Theile theilen, 
bie fi verhalten wie min. 

Analyfis. Ziehe buch b die bd pas 
rallel pq, fo ift ad der Größe nach bes 
flimmt, man fege ad—d, ac=b undax 
— x, fo ift num 

Aabce: Aabd — — (ad)(VI.1.) 
und Aabd: Aaxy = (ad)? : (ax)? 
folgid Aabc: Aaxy — ac x ad: (ar? — — 

—=b.d:z2 
Es fol aber fyn Aaxy:xyble=m:n 


alfo —_— : Aaxsy=mr-n:m 





ſolgich iſt ar 
.d:® —=m-+n:m 

mbd'‘ mbd 
— ee, 

Aufgabe 749. Man fol dad Dreied abc durch gerade Lis 
nien, welche der der Lage nach gegebenen Linie pq parallel find, 
nach gegebenen Berhältniffen theilen. 

Aufgabe 750. Ein Paralleltrapez fol durch eine Linie, 
welche den patallelen Seiten parallel ift, halbirt werden. 

Auflöfung. Werden die beiden parallelen Seiten der Zigın 
mit a und b bezeichriet, und fegt man bie Länge ber gefuchten 


Theilungslinie = x, p fx — —* .CAufg. 633. 
Seite 589.) 


Aufgabe 751. Man ſoll ein Paralleltrapez durch eine Linie, 
welche den parallelen Seiten parallel iſt, ſo theilen, daß die Theile 
ben Dreiecken gleich werden, in welche dad Trapez durch eine Diage 
nale zerlegt: wird, 

Auflöfung Es iſt x — ab. (Aufg. 634. ©. 590.) 


Aufgabe 752. Ein Paralleltrope; fol durch eine Linie, bie 
ben parallelen Seiten parallel ift, in zwei Theile getheilt werben, 
die ſich zu einander verhalten wie « zu ß. 

Auflöfung. Sind a und b die beiden parallelen Geiten 


und daher x? — 
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der Figur, x bie gefuchte Theilungslinie, und fol der an a anlies 
gende Theil zu dem an b anliegenden, wie «a zu ß fich verhalten, 


Aufgabe 75% Bon dem Paralleltrapez xbcy (Big. Aufg. 
633. ©. 589) ift die Seite bc — m, die beiden anliegenden Wins 
kel b und c und bie Flähe — q? gegeben; es foll hieraus die 
Höhe xn = x und die der bc parallele Seite xy — y gefunden: 
werben. 

Analyfis. Durch irgend einen Punkt a ziehe ae parallel yc, 
fo ift be. gegeben; man feße diefe Linie — d und die Höhe des 
Dreieds abe — h. Wird jegt xf parallel ae gezogen, fo ift 

d:h= (bf) : (xn) 

alfo für bf — z, dbaxn — x feyn fol 


ee =. 


Nun ift xbcy = DEREN Ze gq? 


ud xy — be — bf=m—zundın — x 
alſo it (mm— ) x - 243 
folglich (2 m — = x == 2. g? 


dx? 





hiernach it 2 mx — = 20? 
und? 2 mhx — dx? — 2 hy? 
folglih it x? — > TEE] 





d 
und (I) = = * 
mh?  m2h2 ? o 2hq 
ad 2 — 2. + (7 T) = 570077 
mh\? m? h? — 2 hdg? 





und ie ze Re 
GE u 2 
daher iſt x — ab Ye 25 


d 
ui mh + v'(m?h? — 2 hdq?) 
euer Tas — 
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weldyed der Werth von xn ift, und es ift num 
dx 
hHf=zı=_- 
und ıy= zuerst Im dr 
en a 


Aufgabe 754. Durch eine gerablinige Figur fol eine Linie 
einer ber Lage nach gegebenen parallel gezogen werden, fo daß 
durch. diefelbe ein Stüd von der Figur — q? abgefchnitten wird. 


Auflöfung Man ziehe durch alle Eden ber Figur Paral⸗ 
lelen mit der, der Lage nach gegebenen, ſo wird hierdurch die ganze 
Figur in Dreiede und Paralleltrapeze zerlegt. Berechnet man bie 
Flaͤche eines jeden der Theile, in welche die Figur hierdurch zerlegt 
wird, fo findet man, in welchem der Zrapeze die zu theilende Linie 
liegen muß, und wie viel von demfelben noch abzufchneiden ift, und 
hierdurch läßt fi nun die zu ziehende Linie ihrer Größe und Lage 
nach berechnen, entweder durch Aufgabe 752. oder auch durch Auf: 
gabe 753. 


Aufgabe 755. . Eine Figur fol durch eine Linie, welche 
einer der Lage nach gegebenen parallel ift, in zwei Theile getheilt 
werben, bie in einem gegebenen Verhältniffe zu einander ftehen. 

Beifpiel. Die Figur madef 
fol durch eine Linie, welche der 
pgq parallel ift, in zwei Theile ge: 
theilt werden, die fich verhalten 
wie 5 : 3, und ed ift, wem man 
die Rinien ag, bf, ce und dö 
parallel pq zieht, und mn nors 
mal auf pgq 
ag — 37,4, bf — 41,6, ce = 
25,2, ma — 18,8, mß — 31,6, 
my — 47,4 und md — 54,6. 

Berehnung. 
1) Da ma — 18,8 und ag— 37,4 


fo it Aamg— 1° = 37,4 


= 351,56. 








2) Es it mf = 316. ag — 374 
| ma — 188 bf= 416 

alfo aß = 12,8 ag+bf= 790 

daher Tr.agfb— zer — 505,60. 
3) Da my = 47,4 bf — 41,6 
mß — 31,6 ce = 25,2 


fit pr —=158 bfrce— 668 
folglid Tr ..bfec — me — 527,72. 


alſo „i= 72 und ce = 52,4. 
7,2 > 52,4 
babe Aced = ZT = 188,64. 


5) Hiernach it Aamg= 351,56 
Tr agfb = 505,60 

5 bfec == 627,72 

Aced = 188,64 


folglich die ganze Figur = 1573,52. 
6) Da biefe Figur nun in zwei Theile getheilt "werben fol, 
ie fi verhalten wie 5:3, fo muß der eine Theil 5 und der andere 
ber ganzen Figur halten, und es ift daher 
der erfte Theil = $ > 1573,52 = 983,45 
der zweite = = 3 X 1573,52 = 590,07. 
7) Nun it Aamg = 351,56 
Tr. agfb = 505,60 
afo mabf = 857,16 
der erſte Theil — 983,45 
fehlt noch 126,29 
lglich liegt die Theilungslinie in dem Paralleltrapez bfec, und 
weil bfec = 527,72 
ovon zu nehmen ift 126,27 


bleibt für den zweiten Theil 401,45 . 

id es ift daher bfec fo zu theilen, daß der obere Theil zu dem 

tern fich verhält, wie | 
126,27 2 401,45. 
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8) Nach Aufgabe 752. iſt, wenn a und b die parallelen 
Seiten find, und ber an a anliegende Theil zu dem an b anlie 
genden wie & : 4 fich verhalten fol, die Größe der Xheilungslinie 
durch die Gleichung beſtimmt 


ab? + ßa? 
Zn re 
bier ft nun a=bf= 4,6 und be ce = 252 
r = 126,27 ß = 401,45 


alfo ab? = 126,27 . 25,2? = 80186,5008 
fa? = 401,45 . 41,6? = 694733,3120 


ab? + fa? = 774919,8125 
dann « + 4 = 527,72 


.. ab?-+ßa2 | 


und daher it x = 17'1468,4299 | 
= 38,32. 

Nimmt man nun auf bf das Stüd fo = 38,32, und zieht 
durch o eine Linie parallel fe, fo fchneidet dieſe die bc in bem 
Punkte x, durch welchen die Xheilungslinie xy parallel pq gezogen 
werben muß, 


Aufgabe 756. Man fol eine Figur durch Linien, welche 
einer der Lage nach gegebenen Linie pq parallel find, im mehrere 
Theile fo theilen, daß die Theile in gegebenen Berhältniffen zu eins 
ander find. 

Aufgabe 757. Bon einem außerhalb eines Winkels c gege⸗ 
benen Punkte p (Fig. Aufg. 626. Seite 586) fol eine gerade % 
nie pxz fo durch den Winkel gezogen werben, daß das dadurch abs 
gefchnittene Dreied cxz einen Flächeninhalt = g? hält. 

_ Analyfis. Durdy p ziehe pa prül. ch, und pd normal auf 
ca, fege ca = a und pd = h, fo ift, wenn man cx = x fett, 
aa — X 

Da nun Acxz cv Aaxp, fo if 

Acxz : Aaxp = (cx)? : (xa)? 


und da Acxz = g? fon fol, md MAaxp — —2 


(a—x)h. 
— — 


— 5 — 
2,(@ —Yyh_ zz 
ER Ä 
alſo 24?:  h x :a—x 
und bahee hr? = 292 (a — x). 
ee R 
Segt man nun 2q? = hg, alfo = = 8 


: (a — x)? 








fo wird h?=hg(a— x) 
und x ag — gr 
daher x? + gxe ag 
u (I 





J | 5 
giebt (+8) =ag + e - te 


daher wird + = —— 
| 2 
— —————— 


woburch die Lage ber zu ziehenden Linie — beſtimmt iſt. 
Beiſpiel. Es iſt die Lage von p beſtimmt buch ca = a 
= 25,6 und die Normale pd — h Br Ruthen und die Fläche 
des abzufchneidenden Dreiedd cxz = ? * 189 )MQuadratruthen 
betragen. 





er 2 2.189; 
Hier iſt g= — = 4 = 45 
—45+YV '45(4. 25,6 +45) 


und daher ft x = S 
„6+ V 45 > 147,4 z — 45 + 81,44 
— ee 








Aufgabe 758. Bon einem Punkte p außerhalb eines Dreied& 
ach (Fig. Aufg. 627. ©. 587) fol eine Linie durch das Dreied 
gezogen werden, fo daß daſſelbe dadurch nach einem, gegebenen Ders 
bältniß getheilt wird. 

Auflöfung. Man theile bie Seite ab bes Dreied in m 
nad) dem gegebenen Verhältniß, und ziehe von p durd c die gerade 
Linie pcd. Liegt nun m zwifhen a und d, fo iſt der abzufchneis 
dende Theil = Aacm Heiner ald acd, und es koͤmmt alfo bloß 

42 





darauf an, von p durch den Winkel a eine Einie zu ziehen, welche 
ein Dreid = Aacm = q? abſchneidet. (Aufg. 759.) 


Aufgabe 759. Man fol von p aus zwei gerabe Linien 
durch dad Dreieck abe ziehen, fo daß daſſelbe Dadurch im drei Theile, 
nach gegebenen Verhäftniffen, getheilt wird. 

Aufgabe 760. Innerhalb eined Winkels c iftsein Punkt p 
gegeben (Fig: Aufg. 629. ©. 587); man ſoll durch diefen Punkt 
eine gerade Linie xpy fo ziehen, daß das durch diefelbe abgeſchnit⸗ 
tene Dreied cxy einen gegebenen Flächeninhalt — q” faßt. 

Analyfis. Von p ziehe pa parallel cb und pd normal auf 
ca, ſetze ea — a, pd — h und cx — x, alſo ax — x— a 

Da nun Axcy cv Axap, fo iſt 

Axcy: Axap = (cx)? : (ax)? 
und weil Axcy = qꝰ und Axap= un = — 
2.(0x-2) k 
—— EBEEETON: 
und 292: h — x2: x — 4 
folglich iſt h? =2qg?(x—a) 
und wenn man 2 = — gh ſetzt, alfo 5* 


= 12 ; (x — a) 





— — ——— 


2q° 


Iamimmi 





h2 — gh(x — a) 
daher it x? — gx — ga 
und x⸗ — — — — „8° 


hierzu (£ ) = 


BREIT g? 
giebt (x = — = — _ ga 














8? — 4ga. 
4 


folglich wird x — 2 = V’g — 4a) 


und daher x = einen) 


woburd bie Inge = zu siebenden — xy befliomt iſt. 


Anmerkung. Eine weitere Ausführung ber Lehre von ber WBerechnums 
und Theilung ber Figuren, fo wie eine bebeutende Sommlung von Aufgaben 
über biefen Gegenftand, findet man in bem Iten Wände von « Unger's praktiſche 
Uebungen für angehende Mathematiker.” Leipzig, 1828, 
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Vierter Abſchnitt. 
Die bei dem Kreiſe vorkommenden Rechnungen. 


Die Werthe der verſchiedenen geraden Linien in einem Kreiſe, 
ihre Abhaͤngigkeit von einander und von dem Radius des Kreiſes 
laſſen ſich dadurch ermitteln,, daß die Groͤße der Seiten einiger re⸗ 
gulaiten Polygone beſtimmt find, und e8 geben daher die Säge bed 
vierten Buches die Grundlage für den größten Theil der bei dem 
Kreife vortommenden Rechnungen. 

Zeichnet man in-einen Kreis irgend ein vegulaires Polygen hin: 
ein, halbirt die zu den Geiten gehörigen Bogen, unb verbindet die 
Theilpunkte, fo erhält man hierdurch ein Vieled von zwei mal fo 
viel Seiten, und man kann nun auf gleiche Weife die Zahl der 
Seiten ferner verdoppeln ıc. Die hierdurch nach und nad) gebildes 
ten Polygone fchliegen ſich dem Kreife immer näher an, fowohl 
was den Umfang, ald was den Inhalt derfelben anbetrifft, während 
fie jedoch immer Meiner ald der Kreis find. | 

Eben fo ſchließt ſich auch ein Polygon, welches um den Kreid 
befchrieben wird, demfelben defto näher am, je größer die Zahl der 

‚Seiten deſſelben ift, während es jedoch hierbei immer ſowohl an 
Umfang, als an Inhalt größer ald der Kreid bleibt. 

Die Polygone in und um den Kreid geben alfo Grenzen, ins 
nerhalb welcher der Kreis feinem Umfang und feinem Inhalte nach 
liegen muß, und da biefe Grenzen dadurch, daß man die Zahl der 
Seiten vergrößert, immer näher aneinander" gerückt werden koͤnnen, 
fo laſſen fich hierdurch Näherungsmerthe für" den Kreis felbft ermits 
teln, die deſto genguer werben, je kleiner die Differenz zwiſchen dem 
Viele in und um den Kreis ift. — 

Die Berechnung der Polygone führt daher zuletzt zu den eigents 
lichen Kreisrechnungen, wenn man die Zahl der Seiten fo groß ans 
nimmt, daß der Unterfchied zwiſchen dem Vieled in und um den 
Kreis Heiner als irgend eine. Größe wird, der noch ein merklicher 
Einfluß zugeftanden werden muß. Diefe Anfiht liegt der Behaup⸗ 
tung zum Grunde, daß ber Kreis ſelbſt ein regulaires Polygon fey, 
welches von unendlich vielen, unendlich Heinen Seiten eingefchloffen 
wird. | 
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§. 40. 
Aufgaben von den regulairen Vielecken. 


Aufgabe 761. Es ſoll angegeben werden, wie die Sehne 
eines Bogens von 600 von dem Radius bes Kreiſes abhängt. 

Aufloͤſung. Da der Bogen von 60° der ſechſte Theil des 
Kreisumfanges ift, fo ift die Sehne dieſes Bogens die Seite bes 
regulairen Sechsecks, und fie ift daher dem Radius gleich. (VI. 15.) 
Es ift alfo, wenn eine Sehne überhaupt mit Chrd., alfo die Sehne 
von 60° mit Chrd. 60° bezeichnet wird, und man die Seite des 
regulairen ned im Kreife = S. feßt, für den Radius = R 

Chrd. 60° = S, = R. 

"Aufgabe 762. Es fol angegeben werden, wie bie Echne 
eined Bogens von 90° von dem Radius des Kreiſes abhängt. 

Auflöfung. Da 90° den vierten Theil bed Kreisumfanges 
beträgt, fo ift die Sehne diefes Bogens die Seite des Quadrats 
im Kreife, und da ‚ 

(S,? = R? + R? — 2R? 

fo it Chrd. 99° — S, = Rryr'2=Rx 1,4142. 


Aufgabe 763. Die Abhängigkeit der Sehne eines Bogens, 
der 36° hält, von dem Radius des Kreifes, ſoll beftimmt werben. 
Aufloͤſung. Da ein Bogen von 36° den 10ten: Theil des 
Kreisumfanges beträgt, fo ift Chrd. 36° — S,.. Gebt man 
aber die Seite des Zehned3 im Kreife = x, fo it ® = R(R— 
(Lehrf. 160. und 161. ©. 419.) 

folgih ft x? + Rx = R? 
5 Ry R? 
bierzu (z) — 


5R? 








glebt (x + 2 = 


und es ift daher to -ärns 


alfo = 4 


= (-1+95) 
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und wel — 1 + v5 —= 1,286, ff ii x = R x 0,618 
und es ift ſonach 


Chrd. 36° = S.. = — (-— 1+V9) = Rx 0,618. 


| 


Aufgabe 764. Die Sehne eined Bogens und der Radius 
des Kreifes find gegeben; es fol hieraus die Sehne des doppelten 
Bogend beredinet werden. 

Analyfis. Sekt man (Fig. 1. Seite 416) die Sehne des 
Bogens ca — H, die de doppelten Bogend cd =,S und iſt ga 
— R R der Radius, alfo ab = 2R, fo ift 

ae:ac=ac:ab (VI 8 Zuſ.) 





alfo ae: H = H:2R und (ae) = Ir 


Tui 
Nun if (ce) (ce)? = (ac) = (ac)? — (ae)? 





| H:? ı2 
alfo Ki - (a) | 
82 2 H* 4R?H? — H* 
und daher * H — — 
— H? (4R2 —H? 
folglich it S? = ER 


— —R —E — eR—M). 


Aufgabe 765. Die Seite des regulären Sechsecks im Kreife 
— Chrd. 60° ift = R (Aufg. 761.); es foll hieraus die Seite 
des gleichfeitigen Dreiedd im Kreife — Chrd, 120° berechnet 


werben. 
Auflöfung. Setzt man in ber Gleichung 


8— F Y(4R? — H?) (Aufg. 764.) 
H-R, fo wid 8 — Se, und e& ifl alfo 
S, = Chrd. 120° — NvYaR®—R?) 
= Y3R? = RvV35 = Rx 1,732. 
Auf gabe 766. Die Seite bed regulairen Zehnecks im Kreiſe 
= Chrd. 36° it = = (—1 + v5) (Aufg. 763.); es foll 


fol hieraus die Seite de? vegulairen Fünfecks S,; — Uhrd. 72° 
berechnet werben. 


Auflöfung. Für H 5 = (-—1+v°5) 
| R2 R2 | 
EEE TER IFN 
R? 
— 76-2103. 
Dann 8 — m v(4R?—H?) (Aufg. 764.) 
_ ER 


fo ift, wenn man a H? den — Werth — 
RS. V —— — 


-Y — (66- 2V5). us 6-evon 
R2 : op 
u 7 Y(6-2v9) O+2Y9)=—V(0 —8V3) 
2 
= v4 - 279) = Tre 
und es ift daher | 
S, = Chrd, 72° — Zyrt-2Yd)=- R x 1,17557. 


Aufgabe 767. Die Seite des regulairen Fünfels — Chrd, 
72° iſt gegeben = avco —2v°5); man fol hieraus bie 
Diagonale biefer Figur berechnen, | 


Auflöfung. Es if (Fig. 3. ©. 416) ab bie Seite be 
Hecks, und die Diagonale ac ift die Sehne des doppelten Bogens, 
ber Werth von ac = D, wird alfo erhalten, wenn man in ber 
Gleichung 

8 vH? (4R? — H?) 
R “ 
2 
fett, H = Ev 2V6), alfo H? = ev) 


und es ift daher „ ä ö 
RD,» v[zuo-2v9) RP (10 — 2v8)]] 


2 2 
— — —— * 116 — (10-—2v5)]] 


— 08 — 
BR? , R? . 
— „rw-2v D6+r2y 9-7 v(40+8sv’5) 


i > — — 2 
— —— - —— 


folglich iſt R 
D , = Chrd. 144° = zruor2v’s)- Rx 1,902113. 


Aufgabe 768. Aus ber gegebenen Sehne eined Bogens = 
S und dem Radius des Kreifes = K fol die Schne des halben 
Bogend — H berechnet werden. 

Auflöfung.. Es iſt 


Ss — yv (GR? BP) (Aufg. 764.) 


alfo iſt R282 = H? (4R? — H?). 
Setzt man alfo H? — Z, fo wird 
R?2S? — 4R?Z — Z2 und baher 
Z? — 4R?Z = — R?S? 
“ hierzu (2 R? )? —* 4R* 7 
giebt (2R2)? —4R?Z + Z?— R?(4R?— S?) 
folglich iſt 2R? — 2 — Rr’'(4R? — S?) 
und daher Z= 2R? — Ry’’(aR?® — 5?) 
R und da ZH? fo ifl | 
H= r[2R? — Ri’(4R®—S?)). 
Aufgabe 769. Aus ber gegebenen Geite bes regulairen 
Sechsecks — R = Chrd. 60° fol die Seite des Zwoͤlfecks — 
‚a — Chrd. 30° gefunden werden. | 
Auflöfung. Sest man in dem für H erhaltenen Ausdrud 
S—R, ſo wird H= $,., und es ift hiernach 
S,, = Chrd. 30° = v’[2R?— Ry’(4h?® — R®)] 
= YV (2R?— Rr’3R?) 
= v (aR?—R?2y’s5)=v R?(2— v5): 
Es ift alfo 
S,, = Chrd. 30° - Rr’'(2—v’3) = Rx 05176. 
Aufgabe 770. Die Seite bed regulaien Vierecs im Kreife 
it — Chrd. 90° = R v 2 (Aufg. 762.); ed fol hieraus die 
Seite des regulairen Adtedd — S, — Chrd. 45° berechnet 
werden. 
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Aufldfung. Diefelbe wird gefunden, wenn man in dem 
Werthe von H (Aufg. 768.) fett, S- Ry’2 
ao S? — 2R2. Da nun 
H = v’[2R? — Rı’(4R? — S2)], fo iſt 

83; = Chrd.45° = v’[2R?®—R YV(4R?—2R2)] 
= V'(2R?—Ry'2R?). 
= vY’@R?®—-R2yr’2)=yR?22—y2 

und es ift ſonach 


S; = Chrd, 45° = Rr@— v2) - Rx 0,76536. 


Aufgabe 771. Die Seite eines regulairen Vielecks im 
Kreife => S und der Radius des Kreiſes = R find gegeben; es 
ſoll hieraus die Seite des Vieleds von eben fo vielen Seiten, das 
um ben Kreis befchrieben werden kann, berechnet werden. 

Analyfis. St ab=S (Big. Aufg. 667. ©. 597) die 
Seite des Vielecks im Kreife, und man balbirt den Bogen ab im 
ö und zieht an & die Tangente «ß, welche von den durch a und 
b von dem Mittelpunkte c aus gezogenen Linien begrenzt wird, fo 
iſt «ß die Seite des Vielecks um den Kreis, und es iſt 

cd:cö=ab:aß 
ao (cd); R=S: (uB) 


und ba cd = Y’'[(cb)? — (bd)2} — v(R — = 


_ 4 R? — S2 V(4R?2 — S2 
a aeren 
fo ift, wenn man aß=T fest 
, YaR 59) n_s:T 
und bieraus erhält man 
T_ 2RS z 2RS 
vaR—- 59 — 


Aufgabe 772. Aus ber gegebenen Seite des regulairen 
Dreieds im Kreiſe = R3 (Aufg. 765.) fol die des gleich: 
feitigen Dreiecks um den Kreis berechnet werden. 

Auflöfung. Sept man in dem für T erhaltenen Werth 

= 2RS 

v(aR?_- 5) 
S=-RY’3, alfo S? — 3 R?, und wird die Seite des Dreieds 
um den Kreis mit T, bezeichnet, fo erhält man 
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2aR.RyY3 aR2 y3 


T,- Zam-ıı "va =’ 
— R << 3,464, 





Zuſat. Das, = RVS und T. — 2RVs, fit T, = 28.. 


Aufgabe 773. Die Seite bed vegulairen Sechsecks um 
den Kreis foll berechnet werben. 

Aufloͤſung. Diefelbe ift 

T.— 2R.R ee 

rc R2 — R2) = ya? 7 y73 

Aufgabe 774, Es ſoll die Seite des regulairen Vierecks 
um den Kreis berechnet werden. 

Aufloͤſung. Es iſt T. — 2R. 


| Aufgabe 775. Die Seite des regulaiven Achtecks um den 
Kreis foll berechnet werben. 

Auflöfung Es iſt S, = RrY2— v2. 

Sebt man diefen Werth für S in der Zormel (Aufg. 771.), 


wird 
5 I 2R.Rr@a—v9 2RBrae—v9 
—— RR 


2— 


(2 — 2 | 2 —- v2)? 
un vers ar) = de u 


=-ıry2E2r Öl R@—-vdY.V2 


—=R(2Y2 — 2R(-1i+H+YD) =R 
> 0,8284. 


Aufgabe 776. Die Seite des vegulairen Zehnedd um 1 ben 
Kreis fol gefunden werben. 


Auflöfung Das, = 5 N 1 +15) (Aufg.763.) 


R: | 
und daher (S 0)” = 6 — 275), fo ifl, wenn man bie: 
fen Werth für S in der Gleichung (Aufg. 771.) fest 


R. 25 
T = — 
vuR— —-(6-2v5)] 
— _meıtr9 _ u R® 1456 
v- 16 — 6-2v05)] sv uo +27) 
=ıR — —— 


=2RvG ZH) = Rx 00, 


Aufgabe 777. Der Werth der Seite des regulairen Zwölf: 
eds um den Kreis foll berechnet werden. 
Auflöfung DaS..,—=Rvi2— v3), fo iſt 
A — 2R.Ryvi2—- v3) _?2Rıra—va 
7 ytaR? —R2 = — va) Rv(2+93) 





( — 73%? 
— 2 
——— — — 
=2R(e2-— vr’) 
— R x 0,5359. 


Aufgabe 778. Der Umfang P eines — n ecks ſoll 
beſtimmt werden. 

Aufloͤſung. Iſt die Seite bed mecks — S, fo iſt der ganze 
Umfang deſſelben P=nS. 


Aufgabe 779. Die Flaͤche eines regulairen neds — Q? 
fell gefunden werben. 

Auflöfung Iſt ab = 8 (Fig. Aufg. 657. ©. 597) die 
Seite des mecks, fo befteht dafjelbe aus n Dreieden, von welchen 
jedes — Aabe iſt, und von biefem Dreied iſt die Grumblinie 
ab=S 


und die Höhe ed — 


folglih if Aabc = (ab) * (cd) _ BE 
und daher die gefuchte Flaͤche des regulairen neds 
Barum, 
4 | i 


(v2 — >) „V@R? — 5?) 


9 


— 
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n.S5 8 d 
uf EN — a 2, 

Nun ift nS ber — des * und ed iſt der Abſtand der Seiten 
deſſelben von dem Mittelpunkte des Kreiſes, folglich iſt die Flaͤche eines regu— 
lairen Vielecks einem Dreiecke gleich, welches den Umfang der Figur zur 
Grundlinie und den Abftand ber Seiten von dem Mittelpunfte des is zut 
Hoͤhe hat. 





Aufgabe 780. Es ſoll angegeben werden, wie der Umfang 
und die Flaͤche eines regulairen Dreiecks im Kreiſe von dem Radius 
dieſes Kreiſes abhaͤngt. 

Auflöfung Da S, = R v3 — Rx 1,732, fo if, 

wern man den Umfang = P, und bie Zlähe = Q?, ſett 
P. -3R4702 = R >x< 5,196 
und 02, — 3Rx1, — 3R2)_3R - 1,732 


== R? * 1,299. 


Auf gabe 731. Der Umfang und bie Fläche bed vegulairen 
Sechsecks im Kreife fol durch den Radius dieſes Kreiſes audges 
drüdt werben. 

Auflöfung Es if S; = R, und baher 

P. =6R 
und 02, = 6hY(ıaR? — R?) 3 Ryv’3R? 


‚R 


4 
2 
„2 = R?2 x 2,598. 


Aufgabe 78%, Der Umfang und bie Fläche eines regulairen 
Zwoͤlfecks ſoll durch den Radius des Kreiſes beſtimmt werden, ber 
um daſſelbe ſich beſchreiben laͤßt. 

Auflöfung Da$.. -Ara@—vV53) =Rx . 0,5176 
(Aufg. 769.), fo it Pız = 12 S;: = 12 Rx 0,5176 — 
R x 6,2112 
und Q2,, _2RV@-VIX: A R?—R2(2— v3] 


3R2 SM —R — 3) =3R?. 


Zufas. Die Flaͤche des regulairen Zwoͤlfecks im Kreiſe iſt alſo drei mal 
ſo groß, als das Quadrat des Radius dieſes Kreiſes. 
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Aufgabe 783. Der Umfang und die Fläche des regulairen 
Achteds foll burdy den Radius des Kreifes ausgedrücdt werden, der 
um baffelbe ſich befchreiben läßt. 

Auflöfung DaS, =Rvr(2— 2) =R x 0,76536 
(Aufg. 670.), fo ift 

P,;,=3Xx<Rx 0,76536 = Rx 6,12288 
und Q2, — sh Vi — VYBxVvTaR?— R? (2 — v9} 


4° 
= 2 Rra— v9ax<x ra +2» 
=2R?r2 —- r?2)(2 + YY)=2R?y 
= R? x 2,8284. 


Aufgabe 784. Es foll der Umfang und bie Flaͤche des re⸗ 
gulairen Zehnecks im, Kreiſe durch den Radius dieſes Kreiſes aus⸗ 
gedruͤckt werden. 


Kuftöfung EifSo= 2 (-1+705) = 


R >< 0,618, folglich 


und Q?,,— 2; (-1+-rY’5)xı (4R2_ 6-27 5) 


F — 1479) x v ZU6-6-20 5) 


2. 1-75) x = v0+2Yv5) 


5R? | | 
—5-vw+2Y759 6— 2775) 


- 2 rw-svH- vr w-2vH 


er * >< 2,35114 — R? x 2,9389. 

Aufgabe 785. Es ſoll berechnet werden, wie groß der Um: 
fang der regulairen DVielede von 20, 40, 80, 160 und 320 Seiten 
ift, die in und um einen und benfelben Kreis befchrieben werben 
Fönnen. | 

Auflöfung Mit Hülfe der Formel: Aufg. 768. kann man 
aus ber bekannten Seite eines Vielecks die eined andern von dop: 
pelt fo viel Seiten finden. Da nun die Seite des Zehnecks bereits 
gefunden ift (Aufg. 763.), fo kann man hieraus die des 20cds 

\ 
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berechnen, hieraus ferner bie des 40 ecks ꝛc. Aus den gefundenen 
Seiten diefer Vielecke im Kreife laffen fih nun die der Vielede um 
den Kreis mit Hülfe der Formel Aufg. 671. berechnen. Aus des 
befannten Seite aber wird der Umfang eines regulairen Vielecks 
endlich erhalten, ‚wenn. man’ diefelbe mit der Zahl der Seiten des 
Vielecks multiplicirt. | 
Durch diefe Rechnung findet man 
So = 0,6180840 >< Rundhierau8 To = 0,6498394 x R 
S.0 = 0,3128690 x R =: T,o = 0,3167688 x R 
S,o = 01569182 xXR T,o = 0,1574054 X R 
S so = 0,0785196 X R 2 T so = 0,0785802 x R 
Ss = 0,089674 X R 3: Tyso = 0,0392750 x R 
S s20o = 0,0196346 x R' 5 T 5320 = 0,0196354 x R 
Daher ift der Umfang bes regulairen Vieles 


von Seite im Kreife um diefen Kreis 
10 6,180840 x R | | 6,498394 x R 

20 6,257380 x R 6,3353576 x R 

40 6,276723%xX R 6,296186 x R 

80 6,281568 x R 6,286416 < R 
160 — 6,282784 x R 6,284000 x R 
0 6283072 x R 6,283328 X R. 

9. 41. 


“Aufgaben von’dem Kreife, 


Aufgabe 786. Es foll angegeben werden, wie bie Länge 
des Umfangs eines Kreifes von bem Durchmeſſer D deſſelben ab? 
yangt.. 

Aufloͤſung. Setzt man den Umfang des Kreiſes = U, den 
ines regulairen Vielecks im Kreife = P und den des Mielece um 
en Kreis = Q, fo iſt 

U>P.(I. 20) 
und U<RQ (I. 21.) 

Haben die Vielecke P und Q aber 320 Seiten, fo ift 

P— 6,283072 x R un Q — 628333 x R 
der wel R=%D 

P = 314536 x D und Q@ = 3,141664 x D 


olglich ift auch 


— a — \ 
U > 3,141536 D 
und U < 3.141664 x D. 

Da nun diefe beiden Werthe erft in: der vierten Decimalſtelle 
verfchieden find, fo gelten fie auch für den Werth von U auf fo 
viel Decimalftellen genau, und es ift daher U — 3,141 xD, 
oder vielmehr U — 3,1416 xD. 

“Wird die bei der vorigen Aufgabe angelegte Rechnung noch 
weiter fortgefegt, und benutzt man bie dort —— Werthe hier 
für P und Q, fo findet man. 

U == 3,141592653589793 .. < D 
wo auch die legte Decimalftelle noch genau ift. 

Zufag. Die Zahl 3,14159 ..., mit welcher der Durchmefier 
D des Kreifes multiplicirt werden muß, um den Umfang zu erhal: 
ten, wird die Ludolphſche Zahl genannt und mit — bezeichnet, 


und es ift daher U= Dz 
oder au, weil D= 2 R 
U=?2Rz 


und es ift in den meiften Fällen ausreichend, wenn man = = 3,14, 
und bei feinen Rechnungen x — 3,1416 annimmt. 

Beifpiel. If der Radius eines Kreifes — 34,5, fo iſt ber 
Umfang deffelben 

U= 2,345 x x = 69 x 3,146 — 216,77. 


Aufgabe 787. Aus dem gegebenen Radius eined Kreifes fol 
der Slächeninhalt deſſelben berechnet werben, 

Auflöfung. Die Fläche des Kreifes wirb eben fo, wie bie 
eined jeden regulairen Vieleds gefunden, wenn man den Umfang mit 
dem Abftande defielben von dem Mittelpunkte multiplicirt und von 
bem Producte die Hälfte nimmt. Daher ift, wenn man bie Kreis: 
lie — Kg 0 Kl 
und weil U = 2 Rz, fo ift aud 

Kz — 2 RU op 

Die Kreisfläche wirb alfo erhalten, wenn man das Quadrat 
bed Radius mit = müultiplicirt. 

Beifpiel Iſt der Radius = 34,5, fo iſt die Fläche dei 
Kreiſes K? = 34,52 x 0 = 34,52 x 3,1416 = 3739,2894. 


—_— (1 — 


Aufgabe 788. Der Umfang eines Kreifed = U iſt gege: 
ben; ed fol Hieraus der Radius und die Fläche deffelben berechnet 
werden. 

Auflöfung Da 2 Ra— U, ſo iſt R— F 
und da K? — 5, fo it aud Ra „ 


4 
Es ift aber * — 0,318, folglich iſt 
R = Ux 01159 und K? = U? x 0,079. 


Beifpiel, Iſt der Umfang eines‘ Kreifeg — 308,45 
fo findet man 


R = 49,09 und K?2 =. 7571,11. 
Aufgabe 789. Die Fläche eines Kreifes — K? iſt gegeben; 
es foll hieraus der Radius und der Umfang gefunden werben. 
Auflöfung Da R’z = K?, fo iſt BR? — x 
= K? x 0,318 
und ed iſt daher R = -y 2 >< 0,318) 
und da UR=2K, pi U- 


) i 2 


„Beifpiel. Wenn die Fläche eines Kreiſes — 966,15 ift, fo 
findet man R = 17,536 und U — 110, 186, 


Aufgabe 790. Der Radius eines Kreifes = R iſt gegeben 
und die Größe eined Bogend deffelben in Graden ausgedrücdt; man 
fol hieraus die wahre Länge dieſes Bogens berechnen, 


Auflöfung: Hält der Bogen b Grab — b°, fo findet, weit 
der ganze Umfang aus 360° befteht, die Proportion fatt 
b?’ :360° =B: U (WI.33.) 
wenn B bie — des Bogens bedeutet, 
folglich iſt B— sn.‘ U R 
und weil U= 2 Rz, fo ift 


— NM — 


BP aRzobR. — | 
360 180 | 


z } 
ober dba TG 0,01745,, fo ift 
B=-bRx 0,01745. | 
Beifpiel. Iſt der Radius > 42, fo findet man die Länge | 
eined Bogens von 54° 28' 40”, wenn man fett 


b = 540 985 59° E (FE) = 507 | 
60 





und es ift daher B— 5444 . 42 X 0,01745 
_ 1961.. — Di 30.92. | 


Aufgabe 791. Der Radius eines Kreiſes — R ift gegeben 
und die Zahl der Grade, welche der zu einem Kreisausfchnitte ge: 
hörige Bogen haͤlt; man foll die Flache des Ausfchnitt3 berechnen. 

Auflöfung.. ‚Hält ‚der Bogen b° und iſt bie Fläche des 
Ausſchnitts = A2, fo iſt | 

R 


R 
Be — — 
A 2... xbR 10. 





und daher A? = R?b x = R?b x 0,008725.; 


| Beifpiel. If der Radius eines Kreifes — 72,9, fo iſt bie 

Fläche des Ausfchnittes, zu welchem ein Bogen von 47° 20° 40" 
gehört, 
A? = 72,97. 5 0;008275 
_ 72,9 x ui x 4261 > 0,008275 


— — —— ul LER nn — — — — — —— 


= g,1 x 7,29 X 4216 x 0,008275 = 2060,07. 


Aufgabe 792:- Der Kabius eines Kreiſes = R und die 
Länge eines Bogend —'B’find gegeben; es foll hieraus die Fläche 
des zu diefem Bogen gehörigen Abfchnittö berechnet werben. 


Auflöfung Es iſt a2 — — 
. Aufgabe 795. Aus ber gegebenen Länge eines Bogens | 


= B und dem Radius des Kreiſes = R fol Pa werden, 
wie viel Grad dieſer Bogen hält. 


68 — 


Auflöfung. Da bR 7 -B CAufg. 7901) .” 
fo it b By 10 i FI, | 


R x 
und weil — pe 57,29578, fo ift 


B x 57,29578° 

Beifpiel. Der. Radius eines Kreifes ift — 71,9 und bie 
Länge eines Bogens dieſes Kreiſes — 134,15 es ſoll beftimmt wer: 
den, wie viel Grad dieſer Bogen haͤlt. 

Hier iſt B= 134,1 und R= 719 
daher b 1 —E 3729878 „_ 106,86° 

! — 

= 106° 51° 59 6", 


Aufgabe 794. Der Radius eines: Kreiſes — _R und bie 
Fläche eines Ausfchnitt3 diefes Kreiſes — A? find gegeben; man 
ſoll hieraus die Länge des zu dieſem Ausſchnitte gehörigen Bogens 
berechnen. 

"2A? 


Auflöfung. Da. a = „A2 R fo iſt B = — 


— 








Aufgabe 795. Aus dem gegebenen Radius eines Kreifes 
— R und ber Fläche eines Ausſchnitts deffelben — A? fol berech⸗ 
net werden, wie viel Grab der zu biefem sehbige Dos 


gen hält. 








— & it b- ar 180 Aug. 793.) 
md B=- C(Aufg. 794.) a e — 
za A? 


Beiſpiel. Der Madius eines Kreiſes ib. = 12,1, und die 
Flaͤche eines Ausſchnittes dieſes Kreiſes — 128; wie viel Grad 
haͤlt der zu dieſem Ausſchnitte gehoͤrige Kreisbogen 


48 





j — 61 — 
Da a — 12,1. und A? — 128, fo iſt 
2 „ 57,20578 


256 ><.57,29578 
12,1 >< 12,1 





== 100° 10° 67%, 


Aufgabe 796. Aus der gegebenen Ränge eines Bogen -B 
und der Zahl der Grade, die diefer Bogen hält, = b° foll die 
Länge des Radius berechnet wi 

180 
Aufloͤſung. Eilb=n x —- Aufg. 792.) 


‚180 
folglich ſt RR = 3 x Er —* 57,29578. 


Beifpiel. Ein Bogen von 36° 36' hat eine Länge — 36,4; 
wie groß ift der Radius. | 

Da b = 36° 36' = 365 = 36,6 und B = 36,4 

36,4 >< 57,29578 

ſo iſt R nase: —— — 56,94. 

Aufgabe 797. Aus der gegebenen Ränge eines Bogen =B 
und der Zahl der Grade, die berfelbe hält, = b° foll die Fläche 
des zu dieſem Bogen gehörigen Kreisausſchnitts gefunden werben. 


Auflöfung E if Ad — 


: B 18 
und R —— (Aufg. 796.) 


B2 180 B? 
2 zZ — Z  — ;ı ° 
folglich ift A * a 28,64789 
Beifpiel. SR B = 36,4 und b = 36° 36 = 56,6 
fo wid A? = 364° x 28,64789 _ 1036. 
86,6 
Aufgabe 798. Die Länge eined Kreiöbogens ift gegeben = 
B und die Fläche des dazu gehörigen Ausſchnitts = A?; es fol 
hieraus der Radius dieſes Kreifes gefunden werben, 
Auflöfung.- Da Sue A?. f 
2A? 
B 











+ 


Re. — 


Aufgabe 799. Man fol aus der Länge eines Bogens — B 
und der Kläche des dazu gehörigen Ausſchnitts = A? berechnen, 
wie viel Grad der gegebene Bogen hält. 

B2 "180 \ 
2 — — rs ⸗ * 
Da Aꝰ— * = CAufg, en 
BR B? 180 .B2 2 

Beifpiel. Die Länge eined Bogens ift — 23,43 und bie 
Flaͤche des dazu gehörigen Ausſchhitts = 697,1; wie viel Grad 
hält diefer Bogen ? 

Hier it B= 23,435 und A = 697,1 

— _ 23,43? x 28,64789 
folglich ift b 6971 
- und daher b = 22° 33’ 36,36". 


Aufgabe 800. Aus der gegebenen Flaͤche eines Kreisauss 
ſchnitts — A? und der Zahl ber Grade, melde ber zu diefem 
Ausfchnitte gehörige Bogen hält, foll der Radius des Kreifes ge: 
funden werden. 





2 2 | 
ſo iſt R— = * > 57,29578 


2 A? ,180\) _ 2,7? > 114,59156 
und daher R = V- =) v en). 


Beifpiel. Ein Ausfhnitt von 39°12' hat einen Flaͤchen⸗ 
inhalt — 892; wie groß ift der Radius des Kreiſes? 


Hier ift b = 39°12' = 394 — 39,2 md A? — 892 
folglich ik R'= v (3 1159156) _ 51,068. 
39,2 | 
Aufgabe 801. Die Fläche eines Kreisausſchnitts — A? iſt 
gegeben, und die Zahl der Grade, welche der zu demfelben gehörige 


Bogen hält — b°; es fol hieraus die Länge dieſes Bogens gefunz 
den werben. j 


* 180 _ 


RE De — A A 797.) 


und es ift daher B= —— — 2) YV (ba. — 


Beiſpiel. Vemb — a. und A? — 892, fo wird 
B = v (89,2 x 892 x 0,0349) = 34,9. 


Erfurt, gedruckt bei 3. I. uckermann. 
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